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Die Homologiegruppen der Umgebungsriinder gewisser Kegelspitzen

GUNTHER SCHIEMANN

0. In einem projektiven Raum R,..H der Dimension n + 1, n = 2, iiber dem Korper
der komplexen Zahlen sei

K =: RV} _,

ein Kegel mit der Spitze R, und der Basis V},_;. Dabei ist V eine singularitéitenfreie
projektive algebraische Hyperfliche der Ordnung r in einer Hyperebene R, — R,.,;
Ry 4 R,.

Es sei!) uypg = Rps1 \ R, eine zur (2n + 2)-dimensionalen Vollkugel homéo-
morphe abgeschlossene Umgebung von Ry, v;,+, sei der Rand von . wy,; =: K nv
heiBe ,,Umgebungsrand* der Kegelspitze.

Wir beweisen den Satz (S):

Dre Homologiegruppen von w sind?)

ber geradem n:
Z firv=0und v = 2n — 1,
@®Z fiir v = n,
b

B~ \or@z  firv=n—1,

b
0 sonst;

bei ungeradem n:

. . ( Z fﬁrv:Oumi,,=2n_1,
H,(w) ~ '@lz firv=nundv=mn—1,

| 0 sonst.

Bemerkung. Fiir n = 2 folgt (8) als Korollar aus der in [6] angeéebenen Funda-
mentalgruppe. Fiir r = 2und = > 2 habe ich das Ergebms vor Jahren gelesen, finde
aber die Literaturstelle nicht wieder.

!) Punktmengen, die nicht algebraisch sind oder nicht als algebraisch vorausgesetzt werden,
bezeichnen wir mit kleinen Buchstaben. Der Index bedeutet dann die topologische Dimension.

?) Es bedeuten Z eine freie zyklische Gruppe, Z, eine zyklische Gruppe der Ordnung r und b die
mittlere Bettische Zahl von V.
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Beweis des Satzes (S).

1. Wir entnehmen zunichst die Homologiegruppen von V_, aus [3]:

Pz firv=mn—1,
H(V)~ (1)
H,(R,;) sonst, [8],
mit
Zn’ (1—r) fiir gerades n,
b — o=1 .
1—-3 11— fiir ungerades n.
o=1

2. Die Homologiegruppen von K lassen sich!) mit der in [5] beschriebenen Projek-
tionsmethode errechnen. Zwar werden dort das ,,Projektionszentrum*, der ,,Pro-
jektionsschirm* und das projizierte Gebilde als Mannigfaltigkeiten vorausgesetzt.
Diese Voraussetzung wird aber nur auBerhalb des Projektionsschirms benutzt. Be-
trachten wir daher V als ,,Zentrum‘‘ und R, als ,,Schirm‘ einer Projektion p,

p:K\ V—‘>Ro,

so konnen wir die Projektionsmethode auf K anwenden. Aus der ,,Hauptformel*
in [6] erhalten wir

H,(K) ~ H,(Ro) D H,(V).
Die Verwendung von (1) liefert daraus

@ Z firv=n+41,
H(K)y~1{?®
H,(R,) sonst.

3. Fiir die Erzeugenden der H,(V), » & n — 1, brauchen wir geeignete Reprisentan-
ten, um die Homomorphismen der Mayer-Vietoris-Sequenz in Abschnitt 5 verfolgen
zu kénnen.

Es ist, siehe [7], keine Einschrinkung, wenn wir V in der Hyperebene x,,, = 0
vorgeben durch 2§ + .- + zf, = 0.

n—1
2
ist. Ein solcher ist z. B., mit ¢" = —1, gegeben durch zy — gx; = + -+ = 23 — p%pasy
= 0, Zyg4g = +++ = 2, = 0. R, repriisentiert eine Erzeugende von Hyy(V) ~ Z.

Wir nehmen das Gegenteil an: Es mége auf ¥ die Homologie

3.1. Dann enthilt ¥ in den Dimensionen d lineare Réume R;, wenn 0 < d <

Ry ~ mogq (2)
gelten, wobei ¢ eine Erzeugende von Hyy(V) reprisentiert und |m| < 1 ist. Dann
miiBte (2) auch im Einbettungsraum R, von ¥ gelten. Das ist aber falsch, vgl. [8].
n—1

2
durch ebene Schnitte V' =: ¥}, u Ry, im R,. Wir nehmen wieder das Gegenteil an:

3.2. Erzeugende von Hyy(V) mit < d < n — 2 kénnen reprisentiert werden

1) Diesen Hinweis verdanke ich Herrn Doz. Dr. K. DRECHSLER.
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Es mége auf Vj_, die Homologie

Vi~ mey (3)

gelten, wobei ¢ eine Erzeugende von Hyy(V) reprisentiert und |m| % 1 ist. Wir legen
den schneidenden Ry, so, daB er einen R, , ; = Vi_, in genau einem Punkt trifft.
(Das ist keine Einschrinkung; die Schnitte V4 sind auf ¥,_, zueinander homolog,
weil es die Ry, im R, sind.) Dann gilt fiir die Schnittzahl®):

(V- Buyed) = 1. (4)
Andererseits gilt wegen (3), siehe z. B. [5],
(Va+ Bpy-q) = (MCoq  Ry_y-a) = m(Cyq - Rp-y-q) 5 1.

Das ist ein Widerspruch zu (4), (3) ist also falsch.

3.3. Uber Erzeugende von H,_,(V) konnen wir nichts aussagen. Wir stellen nur fest,
daB fiir ungerades n auf V7_, lineare Réume R, _, liegen. Ein solcher ist z. B. gegeben
durch 2

Ty — Ty =+ = Tpy — 0%y = 0.

4. Wir geben noch Reprisentanten an fiir Erzeugende der H,(K), » + n + 1.
n —
2
Erzeugende von Hyy,o(K) ~ Z repréisentiert. Das sieht man wie in 3.1.
4.2. Erzeugende von H,,(K) werden durch ebene Schnitte V4 =: K n Ry, im R,,,
n+1
2

4.1. Zu jedem RV, 0=d < , enthdlt K einen Ry, = Ry R, der eine

< d<mn—1ist. Das sieht man wie in 3.2., wenn man

reprasentiert, wenn

nur den Schnitt nicht durch die Kegelspitze legt.

4.3. Uber H,,,(K) kénnen wir bei ungeradem n nur sagen, daB es Klassen gibt, die
einen R,,, enthalten.

2
4.4. Man sieht leicht, da (auBer fiir v =n — 1, » und » + 1) die Reprisentanten
der Erzeugenden von H (V) und H,(K) identifiziert werden konnen.

6. Durch w wird KX in zwei abgeschlossene Teilmengen, k,, und %, zerlegt. k enthalte
R, und k' enthalte V. Wir schreiben, siehe z. B. [2], die Mayer-Vietoris-Sequenz auf:

co-— H,(w) <> H,(k) @ H,(k') 2> H(K) > H, ;(w) > ---. (5)

Die Homomorphismen sind in [2], 8. 39, definiert.

In (5) kennen wir zunichst die H,(K). Da k auf R, und k' auf V retrahierbar sind,
kennen wir auch H,(k) ~ H,(R,), H,(k')~ H,V) und folglich H,(k)® H, (k).
Fiir » == 0 vereinfacht sich @ damit zu einem Homomorphismus von H,(V) in H,(K).
Wir betrachten nacheinander die Teilsequenzen, in die (5) zerfillt.

5.1. 0->Hyw)Z@Z-22zZ 0. ,
Aus der Exaktheit folgt Ho(w) a~ Z. Also ist w zusammenhiingend.

!) Die Schnittzahl wird in[1] im euklidischen Raum definiert. Da V%_; nichtsingulir ist, 148t sich
diese Definition in naheliegender Weise auf Schnitte in V dibertragen.
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52.  0->2Z -2 Hy, y(w) > 0.
Aus der Exaktheit folgt H,,,(w) ~ Z. Also ist w orientierbar und irreduzibel.
5.3. Essei 2 <v<n — 2, v gerade.

0> H,w %2224 H, ,(w)—0.

Wegen 4.4. ist @ ein Isomorphismus. Aus der Exaktheit folgt im ¥ = O und ker 4 =2
und daher H,(w) ~ H,_;(w) ~ 0.

5.4. Essein + 2 < » < 2n — 2, v gerade.

Wortlich wie in 5.3. folgt H,(w) ~ H,,(w) ~ 0.
Es fehlen noch bei geradem n: H,_;(w) und H,(w), bei ungeradem n:{Hpo(w), ...,
Hyyy(w).

5.5. H,(w) und H,_,(w), n gerade

0-PZ-5H Hyw) 22224 H, ,(w)>DZ 0.

3 b

Hier ist @ kein Isomorphismus. Bezeichnen [V},,] und [R, ;] erzeugende Klassen von
H, (k) ® H, (k') ~ Hy(Vi,_)) ~ Z bzw. Hy(K) ~ Z, so ist @[V}, ;] = 1{Rpp2]. Aus der
Exaktheit folgen dann

H, ,(wy~DPZD Z, und H,(w)~® Z.

b b

5.6. H,_y(w) und H,_,(w), n ungerade

0 H,(w) 2D Z-2 Z4 H, 5(w) - 0.
b

Es gibt in H, (k) @ H,-,(k') ~ Ha, (V) Klassen, deren jede sich durch einen
Ra—, repriisentieren 1liBt. Es sei [R,_, | eine von diesen, und R} _, | sei eine Erzeu-

2 2 2
gende von H,_,(K) ~ Z. Dann muB gelten: ®[R'] = [R"]. Alsoistim @ = Z. Ausder
Exaktheit folgt dann sowohl

kerd = Z, also H, ;(w) ~ 0,

als auch
im¥%=@@ Z, also H,(w)~® Z.
B Y b—1

5.7. H,(w) und H,,,(w), n ungerade

Eine Erorterung der entsprechenden Sequenz muB unterbleiben. Wir wissen iiber
im @ nicht genug. Dafiir bemerken wir, daB w — als Kreisbiindel iiber der (singu-
larititenfreien) Basis ¥ — eine topologische Mannigfaltigkeit ist. Deshalb und wegen
5.1. und 5.2. gilt fiir w der Poincarésche Dualitdtssatz, z. B. [4]. Dieser liefert mit
den Ergebnissen von 6.3. und 5.4. ¥

Hw~PZ und  H,,(w) ~ 0.
b-1 :
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