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Ausbohrung von Rhomben

BERNULF WEISSBACH

1. Jeder Bereich der festen Breite b kann in einem Rhombus, dessen parallele Seiten
den Abstand b besitzen, unter standiger Beriihrung der Seiten gedreht werden. Da

nun die GroBe des Innenwinkels an einer Ecke eines Bereiches fester Breite den Wert
9

% nicht unterschreiten kann, ist es, falls der betrachtete Rhombus an einer Ecke
P, einen Winkel « mit 0 < o« < 932
bus einbeschriebenen Bereich B fester Breite gehort. Darum kann P, durch eine
Stiitzgerade von B, die auf der durch diesen Eckpunkt gehenden Achse des Rhombus
senkrecht steht, von B getrennt werden, und fiir den Abstand dieser Stiitzgeraden
von P, muB sich eine nur von « und der Breite b abhingige untere Schranke S(«)
angeben lassen (Abb. 1).

besitzt, unmaoglich, daB P, zu einem dem Rhom-

Fiir « = %, d. h,, falls B in einem Quadrat bewegt wird, ist diese Aufgabe bereits

von Fockk [2] behandelt worden. Dort wird allgemeiner jener in einem regelméigen
n-Eck unter stindiger Beriihrung der Seiten drehbare Bereich angegeben, der dabei
im hier beschriebenen Sinne den Ecken am nichsten kommt. Dabei wird eine von
Focke auch zur Behandlung anderer Aufgabenstellungen ([3, 4]) erfol%rle;ich ge-
nutzte Beschreibung der Randkurven derartiger Bereiche herangezogen. Ubertrigt
man Fockes Vorgehen auf die hier gestellte Aufgabe der besten Ausbohrung eines
Rhombus durch einbeschriebene Bereiche fester Breite, so wird man (Einzelheiten

kénnen aus [2] entnommen werden) auf die Optimierungsaufgabe

%(n—.) .
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mit stiickweise stetigem w(y), 0 < y < =n/2, gefiihrt. (Der Kriitmmungsradius der zu-
gehorigen Kurve fester Breite wird dann durch

. b
Q(¢)=Re lw('/))e"’”z]'*'?; ¢=‘V%+ly, V=0,...,3,

gegeben.)

Nur fiir x = #/2 haben beide Integrale die gleichen Grenzen und nur dann tritt auch
w(y) in beiden Integranden mit dem gleichen Argument auf, so daf sich nur in diesem
Fall wesentliche Vereinfachungen ergeben, wenn man die zuerst angefiihrte Neben-
bedingung mit einem Lagrangeschen Multiplikator in die Optimierungsaufgabe ein-
bezieht. Aus diesem Grunde wird dieser Weg nicht weiter verfolgt, umsomehr, da
geometrische Betrachtungen zur Behandlung ausreichen.

Abb. 1

2. Mit P, soll die P, gegeniiberliegende Ecke des betrachteten Rhombus bezeichnet
werden. Die Berithrungspunkte eines dem Rhombus einbeschriebenen Bereiches %8
der festen Breite b mit den P, enthaltenden Seiten seien @, bzw. Q,. Da zu jedem Rand-
punkt eines Bereiches fester Breite ein Gegenpunkt im Abstand der Breite gehort,
kommen fiir die Lage von Q; bzw. @, nur die Strecken 7',T';, bzw. T,, T, in Frage.
Auch die Gegenpunkte @, bzw. @, kénnen nur auf den Strecken T',,T, bzw. T5, T3,
liegen (Abb. 2).

Einschriinkend ist weiter neben [Q,Q;] < b und |@,@,| < b auch [Q,@;] < b und
|Q4@,| < b zu fordern. Sind die drei zuletzt genannten Ungleichungen neben @, € T, T'1.
und Qs ¢ T,,T, erfiillt, so soll von einem zulissigen Paar (@;, @,) von Gegenpunkten
gesprochen werden. Es gilt dann:

Lemma 1. Ist (Q,, Q,) ein zulissiges Paar von Gegenpunkten mit 1@:Q,] < b, so gibt es
Jiir 0 < & < 2n/3 stets ein zuliissiges Paar (@, Q3) von Gegenpunkten mit

|POQI| = |Foéf|: |poazl = |Poég| und |Qf@§| =b.
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Zum Beweis sei zunichst bemerkt: Fiir 0 < « < 2n/3 gibt es Punkte 8, € T,T,,
S, € T, Ty mit |8,8,| = bund §,8, | P,P,. (8,, 8;) bilden ein zuldssiges Paar, denn
es ist, wenn sie die Gegenpunkte von S, bzw. S, sind,

18,8,] = 18,8, = 2b sin% <b.

Folglich gilt Lemma 1 sicher, wenn |Py@,| < |P,S,| und |PoQ,| < |P,S,| ausfallt,
denn dann braucht nur (Q}, @) = (S,, S,) gesetzt zu werden. Ist hingegen |P,Q,|
> |PS,| (und es geniigt diesen Fall zu betrachten) so muB, da |Q,Q,| < b voraus-
gesetzt wird, |PoQ,| < |PyS,| gelten. _
Setzt man Q, = Q%, so gibt es in T,,T,, einen Punkt @} mit |Q2Q: = b, |PQ,
< |Py @3], und das Paar (@, @) ist zulissig (Abb. 3).

In beiden zu betrachtenden Fillen ist < @,7,Q, = #/2 und folglich wegen |@,T |
> |@Q3T 5| auch ‘

b= 10,0 > 193Q] = 103021

Genauso folgt aus < §,T,8, = #/2 zunichst b = |5,8,| > |§,8,| und aus < 8,T,,Q,
= 7/2 die Ungleichung

1@:8,| > 1@:Q3% = 1910z,
woraus sich |Q?Q3| < b ergibt. Damit ist Lemma 1 vollstdndig bewiesen. Weiter
werde bereitgestellt: '

Lemma 2. Ist (QF, @F) ein zuliissiges Paar von Gegenpunkten mit |Q2Q%| = b, s0 gibt
es fiir 0 < o < 27/3 stets ein dem Rhombus einbeschriebenes Reuleauz-Dreieck R, das
@t und Qf als Ecken hat. Die zur Achse P,P, senkrechte Stiitzgerade von R, die P, von R
trennt, geht durch die dritte Ecke Q2.

Zum Beweis werde Abb. 4 betrachtet. _ _
Wegen |Q2Q¢| < b und |Q?Q}| < b haben die Kreise (3, 5) und K(@}, b) einen
Schnittpunkt @3 im Viereck Q2Q1Q2P,. Die Bogen @!Q* und Q:@* dieser Kreise
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liegen im Rhombus. Da < Q3Q3 P, = #/2 und Q:QtPy = n/2 ist, liegt auch der Bogen
Q:Q; des Kreises R(Q?, b) ganz im Rhombus. Die drei Bogen Q}@% begrenzen ein
Reuleaux-Dreieck . Da nun eine zu PP, senkrechte Stiitzgerade von R, die %t von
P, trennt, einen Punkt des Bogens @}@} enthalten muB, kann die parallele Stiitz-
gerade nur durch @3 gehen.

Abb. 4

Nach diesen Vorbereitungen fillt es nicht mehr schwer, die Frage der besten Aus-
bohrung des gegebenen Rhombus zu behandeln. Neben den Beriihrungspunkten
@1, @ bzw. @, und @, eines beliebigen einbeschriebenen Bereiches B fester Breite
betrachte man die Beriihrungspunkte Q,, @f, @f und @3 des nach obigen Vorgehen
bestimmten Reuleaux-Dreiecks R (Abb. 5). (Fiir |Q,Q,| = b fallen sie mit den ge-
gebenen Punkten zusammen.)

Bal<|BS| ~ |RG|<|A35
Abb. 5

98 ist im Durchschnitt der Kreise (@,, ) und $(@,, b) enthalten. Eine 8 von P,
trennende und zu P,P, senkrechte Stiitzgerade hat folglich von P, keinen kleineren
Abstand als eine entsprechende Stiitzgerade dieses Durchschnitts, die nur durch einen

Punkt von Q,Q, u @;Q, gehen kann. Wie man sofort erkennt, kann sie dann von P,
erst recht keinen kleineren Abstand als die entsprechende Siitzgerade des Reuleaux-
Dreiecks mit den Ecken @f haben. Da nach Lemma 2 diese Stiitzgerade durch Q§
geht, geniigt es, die méglichen Lagen dieses Punktes zu betrachten und es ergibt sich
zusammenfassend :

Die beste Ausbohrung eines beliebigen Rhombus durch einbeschriebene Bereiche
fester Breite im eingangs genannten Sinne wird stets durch das Reuleaux-Dreieck
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geleistet. Fiir 0 < o < 27/3 ist

1 sinl(a—l—n)

S(x) = b 1—lcsﬁ—ﬁsinﬁ‘_ =b 2 3-
. 2 2 2 P) . &
sm‘—‘2 smE-

3. Obwohl die vorangegangenen Betrachtungen ganz der Ebene verhaftet sind, lassen
sie doch eine gewisse Anwendung auf eine riumliche Aufgabe zu. Es ist bekannt, daB
jede beschrinkte Menge des Raumes vom Durchmesser b (und es geniigt, Korper fester
Breite b zu betrachten) durch ein regelmaBiges Achtflach iiberdeckt werden kann,
dessen parallele Seiten den Abstand b haben. Von diesem Achtflach lassen sich noch
durch Schnittebenen senkrecht zu den Achsen im Abstand b/2 vom Mittelpunkt drei
an einer Seite anliegende Ecken abtrennen. Den verbleibenden Deckel hat GRrirN-
BAUM [6] zum Beweis der Borsukschen Vermutung im R genutzt. Ein besserer Lebes-
guescher Deckel fiir Punktmengen des Raumes, d. h. eine Menge kleineren Inhalts als
die genannten, mit der dennoch jede Menge vom Durchmesser b nach Bewegung iiber-
deckt werden kann, ist bisher nicht bekannt. Betrachtet man den Beweis, der das
Achtflach als Deckel ausweist, genauer (man vergleiche [1] oder [6]), so sieht man, daB
dem Versuch, bessere Deckel anzugeben, zunichst offenbar topologische Schwierig-
keiten entgegenstehen, denn von den Freiheitsgraden der Drehgruppe des Raumes
wird dort nur ein einziger zu Stetigkeitsbetrachtungen genutzt. '
Bevor diese grundlegenden Schwierigkeiten nicht iiberwunden sind, erscheint es
statthaft, von dem bekannten von GRUNBAUM genutzten Deckel auszugehen und ihn
(wenn auch nur unzureichend) zu verbessern. Dies ist nun durchaus moglich. Proji-
ziert man ein einen Korper fester Breite b iiberdeckendes regelmiiBiges Achtflach vom
Seitenabstand b auf eine zu einer Kante senkrechte Ebene, so liegen alle Bildpunkte
in einem Rhombus vom Seitenabstand . Zwei Gegenecken des Achtflachs werden
umkehrbar auf Gegenecken des Rhombus abgebildet, und fiir den Innenwinkel x an
diesen Rhombusecken erhilt man
. 1 o 2

A5 = ) und 0085 = VV-?‘;
Da der Korper fester Breite sich auf einen dem Rhombus einbeschriebenen Bereich
fester Breite abbildet, konnen die Ergebnisse des vorangegangenen Abschnitts zur
Anwendung kommen. Es ergibt sich

b
8(x) = E(Vg -12),
und durch Schnitte, die in diesem Abstand von den Ecken und senkrecht zu den

Achsen gefiihrt werden, kann auch aus dem Achtflach D, bzw. aus dem oben genann-
ten Deckel D, ein verbesserter Deckel D, gewonnen werden. Fiir die Inhalte hat man

V(D,) = b®- g ~ 0,8665°,

VD) =3

?—V?) ~ 0,768b3,

5 11 - 13 = '
V(Dy) =bs-(-§+T}/2 —T]/3)~0,760b‘.
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Eine geringfiigige Verbesserung wiire noch méglich, da auch die Kanten, soweit sie
schon dem Achtflach angehéren, ,.entgratet’ werden konnen und weil statt ebener
Schnitte, wie ebenfalls aus Abschnitt 2 hervorgeht, elliptische Zylinder als Schnitt-
flichen genutzt weden kénnen.
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