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Bemerkungen zur Modellierung der (klassischen) elliptischen Ebene

GERHARD LIEBOLD

Dem projektiven und dem konformen Modell der elliptischen Ebene wird als Ana-
logon zu einem von D. Gaxs angegebenen Hyperbelmodell der hyperbolischen Ebene
ein E-Modell an die Seite gestellt, in dem gewisse Halbellipsen als Modellgeraden
fungieren und das einen Zugang zur elliptischen Geometrie mittels Darstellender
Geometrie erméglicht (Abschnitt 1). Es werden die Losung einiger Grundaufgaben,
die differentialgeometrische Beschreibung und der Aufbau der Bewegungen aus
Spiegelungen kurz dargestellt (Abschnitt 2); etwas niher werden die Entfernungs-
kreise bzw. Abstandslinien in diesen Modellen betrachtet (Abschnitt 3). Insbesondere
wird der Begriff der verallgemeinerten Abstandslinie als Ort von Punkten konstanten
Abstandsverhiltnisses k& von einem nichtpolaren Punkt-Geraden-System eingefiihrt.
Darstellung und Eigenschaften der sich im Fall k = 1 ergebenden p-Kurven werden
untersucht. Fiic den Fall k == 1 werden Naherungskonstruktionen angegeben (Ab-
schnitt 4). Weiter wird ein aus dem Biischelmodell der projektiven Ebene entwickel-
tes V-Modell der elliptischen Ebene beschrieben, das die Dualitit der elliptischen
Ebene besonders gut widerspiegelt und-einen Zugang zur elliptischen Geometrie mit-
tels der Theorie der linearen Vektorriume erméglicht (Abschnitt 5).

1. Unter einer (klassischen) elliptischen Ebene im Sinne von F. KLEIN werde
der Faktorraum &/G verstanden, der aus dem zweidimensionalen sphirischen Raum &
durch Identifizierung antipodischer Punkte hervorgeht: Zwei Punkte aus & stehen
in der Relation G genau dann, wenn sie antipodisch oder aber miteinander identisch
sind. /@ ist ein metrischer Raum sowie ein Riemannscher Raum konstanter posi-
tiver Kriimmung.

Ein projektives (n-) Modell dieser elliptischen Ebene entsteht durch Projektion der in
einen dreidimensionalen euklidischen Raum eingebetteten und der Gegenpunkt-
identifizierung unterworfenen Kugel aus ihrem Mittelpunkt in eine beliebige, nicht
durch diesen Mittelpunkt gehende und projektiv erweiterte Ebene dieses Raumes.
Das Modell ist die elliptische Entsprechung zum Beltramischen Sehnenmodell der
hyperbolischen Ebene, dem sogenannten Klein-Cayley-Modell.

Ein konformes (k-)Modell der elliptischen Ebene entsteht durch Projektion der in
einen dreidimensionalen euklidischen Raum eingebetteten Kugel aus einem ihrer
Punkte in eine zum Durchmesser dieses Projektionszentrums orthogonale, nieht mit
diesem Zentrum inzidierende und konform erweiterte Ebene; dabei sind die Bilder

%



132 GERHARD LiEBOLD

antipodischer Punkte zu identifizieren. Das Modell ist die elliptische Entsprechung
zum Kleinschen Konformmodell der hyperbolischen Ebene.

Davip Gaxs [1] gab 1966 ein Modell der hyperbolischen Ebene an, in dem gewisse
Hyperbeliste die Rolle von Modellgeraden spielen. Er konstruiert zu diesem Zweck
eine Abbildung 7' der euklidischen Ebene auf das Innere des Einheitskreises, wobei
die Urbilder der Sehnen gewisse Hyperbeliste sind. Nach Einbettung in den drei-
dimensionalen Raum kann gezeigt werden, daB sich 7' als Produkt einer Zentral-
projektion { der Ebene aus Z(0; 0; 1) auf die untere Halbkugel der reellen Einheits-
sphire um Z und einer Parallelprojektion n, die diese Halbkugel unter AusschluB
ihres Randes orthogonal in die Ebene zuriickprojiziert, darstellen 1i8t.

Ersetzt man nunmehr Z durch einen Punkt Z’(0; 0; ?) und projiziert die euklidische
Ebene vermittels der Zentralprojektion {’ aus Z’ auf die untere Halbkugel der imagi-
niren Einheitssphire um Z’, das Bild wiederum vermittels einer Parallelprojektion
n’ orthogonal in die Ebene zuriick, so erhilt man eine Abbildung 7" = {’a’ mit der
Zuordnungsvorschrift

’

L =]T—_I——_gﬁg'

Die Urbilder der Geraden der Bildebene sind gewisse dem Einheitskreis einbeschriebe-
ne Halbellipsen, die zu Strecken bzw. — wenn man sich die Bildebene projektiv er-
weitert denkt — Halbkreisen entarten kénnen:

T 2
¥ =a& Z, + y? =1 (wobei sgn x = sgn 2’ ist).
a? + 1

Die Abbildung 7" ist konstruktiv recht einfach zu beherrschen; hinsichtlich einiger
Einzelheiten sei auf [2] verwiesen. So wie bei GaNs die Sehnen des Einheitskreises im
Sinne des Klein-Cayley-Modells der hyperbolischen Ebene als hyperbolische Geraden
interpretiert werden, fassen wir die Geraden der (projektiv erweiterten) Bildebene als
elliptische Geraden im Sinne eines n-Modells auf. Es zeigt sich nun, daB das zunichst
mittels imaginirer Einheitskugel gewonnene formale Analogon zum Gansschen Modell
auf einfache Weise mit Mitteln der reellen Geometrie realisiert werden kann, wenn man
den Definitionsbereich von 7" auf das Innere des reellen Einheitskreises beschriankt.
Man findet 7" = 7-! und kann 7" folglich realisieren als Kette einer orthogonalen
Parallelprojektion z~! des Inneren des Einheitskreises (einschlieBlich des der Gegen-
punktidentifizierung unterworfenen Einheitskreises selbst) auf die untere Hilfte der
die Ebene im Mittelpunkt des Einheitskreises beriihrenden Kugel um Z(0; 0; 1) und
einer nachfolgenden Zentralprojektion (-1 dieser Halbkugel aus Z in die projektiv
erweiterte Grundebene. Auf Grund des Zusammenhangs zwischen der Ebene @/Q und
ihrem projektiven Modell 148t sich das E-Modell folglich durch Parallelprojektion aus
®/F in eine Tangentialebene der Ausgangssphire (oder eine dazu parallele Ebene)
gewinnen. Der Zusammenhang mit dem projektiven Modell erméglicht infolge der
Signumvereinbarung gerade die Auszeichnung einer bestimmten Halbellipse als
Modellgerade und sichert die Eineindeutigkeit der Zuordnung.

2. Es werden folgende Grundaufgaben betrachtet:

1. Zu einem Punkt ist dessen Polare, zu einer Geraden deren Pol anzugeben.
2. Die Verbindungsgerade zweier Punkte ist anzugeben.
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3. (dual zu 2). Der Schnittpunkt zweier Geraden ist anzugeben.

4. Von einem Punkt ist das Lot auf eine Gerade zu fillen; das Gemeinlot zweier Ge-
raden ist anzugeben.

Das einem Punktepaar zuordenbare Mattelpunktpaar ist anzugeben.

(dual zu 9). Das einem Geradenpaar zuordenbare Paar von Winkelhalbierenden ist
anzugeben.

S e

Zur konstruktiven Losung der Grundaufgaben im n-Modell fiithren wir einen
Grundkreis ein, dessen Mittelpunkt O’ der FuBpunkt des Lotes vom Mittelpunkt O der
Sphire (Radius 7) auf die Bildebene und dessen Radius R der Abstand der Bild-
ebene von O ist. Modellgeraden sind die (projektiven) Geraden der Bildebene. Die
Zuordnung von Pol und Polare wird durch eine Antipolaritit (Produkt aus Pola-
ritdit am Grundkreis und Punktspiegelung an dessen Mittelpunkt) beschrieben.
Da die Losungen der Aufgaben 2 und 3 im n-Modell trivial sind, reduziert sich 4 auf 1:
Ist die Gerade g Polare von P, so ist jede Gerade durch P Lot beziiglich g; ist g nicht
Polare von P, so ist P mit dem Pol G von g zu verbinden. Das Gemeinlot zweier
Geraden ist die Verbindungsgerade von deren Polen. Bei § betrachten wir hier nur
den Fall (der Ausnahmefall ist leicht zu ergiinzen), daBl 4 und B Punkte einer eigent-
lichen Geraden seien (mdglicherweise ist ein Punkt deren Fernpunkt). Durch Um-

klappung des Dreiecks OAB um die Gerade AB in die Modellebene gehe O in O iiber.
O ist mit Hilfe des Grundkreises leicht konstruierbar (Abb. 1).

Abb. 1

Das Paar der euklidischen Winkelhalbierenden zu 04, OB erzeugt auf AB die ge-

suchten Mittelpunkte M,;, M,. Der Punkt O wird zum Zentrum einer Gleichwinkel-
kollineation auf g und gestattet so auch die Konstruktion des zu 4 orthogonalen
Punktes 4 auf g. Ist insbesondere B Fernpunkt, so erhilt man die M als Schnittpunkt

des Kreises um 4 mit A0 als Radius (Thaleskreis). Zur Losung von 6 benutze man
die Tatsache, daB die Pole der Winkelhalbierenden von g und % die Mittelpunkte des
Paares der Pole von g und # sind.

Zur Losung der Grundaufgaben im k-Modell projizieren wir aus dem Nordpol der
Sphire in deren Tangentialebene im Siidpol §; das Bild des Aquators soll Funda-
mentalkrevs (Ra.dms R*) heiBlen. Modellpunkte sind die Punkte innerhalb des Funda-
mentalkreises sowie die Gegenpunktpaare auf dem Fundamentalkreis. Fiir konstruk-
tive Zwecke ist es niitzlich, die AuBenpunkte oder ,,Gegenbilder‘‘ heranzuziehen: Ist
4 ein Modellpunkt (4 =+ 8), so heiBe 4 antiinvers oder das Gegenbild von A, wenn
4 durch Inversions am Fundamentalkreis und nachfolgende Spiegelung an § aus 4
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hervorgeht. 4 ist im Sinne des Modells mit A zu identifizieren. Modellgeraden sind alle
Durchmesser des Fundamentalkreises, der Fundamentalkreis selbst (unter Identifizie-
rung der Gegenpunkte) und die sogenannten ,,g-Kreise*: Das sind die im Inneren des
Fundamentalkreises gelegenen Bogen aller Kreise, die den Fundamentalkreis in
diametral gegeniiberliegenden Punkten schneiden. Ist M, der euklidische Mittel-
punkt des g-Kreises g, M), der desjenigen g-Kreises h, welcher g orthogonal im
Gegenpunktpaar (R, R’) auf dem Fundamentalkreis schneidet, dann lost man I
auf Grund der Tatsache, daB M, und M, zueinander antiinverse Punkte sind; der
Pol P, von gist der Schnittpunkt von h mit dem Durchmesser OM,. Die Punkte P,
und 4 :=gn OM, erzeugen auf A4 eine Gleichwinkelinvolution mit dem Zen-
trum R. Die Verbindungsgerade zweier Punkte P und Q 1iBt sich auf verschiedene
Weisen finden. Man konstruiere z. B. zu einem der Punkte P dessen Gegenbild £ und
erhilt die Verbindungsgerade als euklidischen Umkreis des Dreiecks PPQ. Eine zweite
Lésung benutzt die Losung eines der klassischen Beriihrungsprobleme des ApoLro-
N1US (einen Kreis zu konstruieren, der durch zwei gegebene Punkte geht und einen
gegebenen Kreis beriihrt); eine dritte benutzt eine einfache Spiegelungseigenschaft :

Abb. 2

Man faBt Q als Pol von g auf, spiegelt P an g und hat damit wiederum drei Punkte des
gesuchten g-Kreises. Die Losung von 3 ist trivial, fiir die von 4 bietet sich die Methode
der Konstruktion des Gegenbildes an (Abb. 2). 5 wird durch Riickgriff auf das zu-
gehorige n-Modell oder durch Dualisierung von 6 gelést: 6 ist infolge der Winkeltreue
der stereographischen Projektion leichter zu 15sen. Die Aufgabe fiihrt — wie man sich
leicht iiberlegt — auf die euklidische Konstruktionsaufgabe, einen gegebenen
Kreis in Gegenpunkten schneidenden Kreis zu konstruieren, der eine gegebene Ge-
rade in einem gegebenen Punkt X beriihrt. Zur Losung betrachte man das parabolische
Kreisbiischel mit dem Punkt bzw. der Geraden als Triiger bzw. Potenzlinie: Man kon-
struiere einen Punkt H als Potenzzentrum des Fundamental-, des gesuchten und eines
dem Biischel angehdrenden Hilfskreises (Abb. 3). Die Uberlegung wird noch dadurch
vereinfacht, daB mit X auch dessen Gegenbild dem gesuchten g-Kreis angehéren
muB. ;

Uber die Losung der entsprechenden Aufgaben im E-Modell ist in [2] berichtet wor-
den. Bemerkenswert ist, daB sich die Polaritit in einer Brennpunktumklappung
widerspiegelt (Abb. 4). .

Beziiglich der analytischen Lésung der Grundaufgaben in den erwihnten
Modellen mu8 auf [3] verwiesen werden.

Die metrischen Fundamentalformen der Modellebenen erhilt man folgen-
dermaBen: Fiihrt man auf der Sphiire vom Radius r, geographische Koordinaten @
und 1 ein und bedenkt, daB ds® = r}(dg® + cos? ¢ dA?) gilt und wegen der Gegen-
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punktidentifizierung eine Beschrinkung auf die obere Halbkugel (¢ € [0, #/2]) méglich
ist, so erhilt man nach Ubergang des Punktes (g, 4, 1) in den Punkt (£, %) der
n-M odellebene

R + 7} &n
2 _ 2 2 _9
& °[(R'+£’+n’)’d£ Ve
Rt & ,]
twErEr Y

Abb. 3 Abb. 4

Geht man zu einem Punkt (,, z,) der k-Modellebene iiber (hier betrachten wir Punkte
der unteren Halbkugel, die aus dem Nordpol projiziert werden), so erhilt man

e} + dat
E A+ A

Im Fall des E-Modells (die obere Halbkugel werde durch orthogonale Parallelpro-
jektion in die Aquatorebene projiziert) habe der Bildpunkt die Koordinaten (z, );

man erhélt
3 — y? xy g — 2?
2 o 2 h — —_0 " A2
B R = i BT e
Hieraus kann man die folgenden Abstandsformeln gewinnen:
Im n-Modell seien zwei Punkte A, B von O’ aus durch die Ortsvektoren a und b be-

schrieben. Man findet fiir den Abstand der beiden Punkte folgende (einander équi-
valente) Ausdriicke:

de® = R

2 .
D) 8 = ry arccos (B +a-bl .
VR + a® VR + b2
_ VR (b — a)® + (a X b)?
Dy,,, é = ryarctan 7 +a- 0]

Im k-Modell seien die Punkte 4, B von O’ aus durch Ortsvektoren g,, 1, gegebén;
man findet fiir den Abstand

ARM 3, 3, + (BY — o) (B% — )|
&% T ) & + )

Dy, 8 = ry arccos
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Setzt man mit ¥; = (z;, ¥;) noch x; + 1y; = z;, so erhilt man

R*|zy — 2z,

D(n) o* = 21'0 arctan m,

wobei d* die Linge einer der beiden durch 4, B bestimmten ,;supplementiren®
Btrecken ist; ist 8* < nro/2, so ist § = 8*; ist aber 6* > 77,/2, s0 ist & = nr, — &*.

Im E-Modell ergibt sich fiir den elliptischen Abstand zweier Punkte A4, B, die durch
Ortsvektoren ,, r, gegeben sind (fiir den Hauptkreisradius R gilt R = 7)),

ey -z + V(R — 2 (R* — )|
R? ’

Die Herleitung dieser Beziehungen, Angaben iiber Schnittwinkelformeln, Orthogo-
nalitdtsbedingungen und Flichenelemente findet man in [3].

Was die Bewegungen in den Modellebenen anbetrifft, konnen folgende Aussagen
gemacht werden: Bewegungen fassen wir wie iiblich als endliche Produkte von
Geradenspiegelungen auf. Auf Grund der Polaritit und der Gegenpunktidentifi-
zierung ist jede Geradenspiegelung an einer Geraden p in der elliptischen Ebene iden-
tisch mit einer Punktspiegelung am Pol P dieser Geraden. Wir sprechen daher von
einer Spiegelung am Paar (P, p). Da jede elliptische Bewegung eine Drehung ist, jede
Drehung sich aber als Produkt zweier (P, p)-Spiegelungen darstellen laBt, gilt hier
ein Zweispiegelungssatz: Jede Bewegung in der elliptischen Ebene a8t sich als Pro-
dukt von héchstens zwei Spiegelungen darstellen. Da jede Spiegelung auch als Halb-
drehung aufgefaBt werden kann, gibt es keinen Unterschied zwischen eigentlichen
und uneigentlichen Bewegungen.

Die (P, p)-Spiegelungen sind im 7-Modell involutorische Zentralkollineationen mit P
als Zentrum und p als Achse. Im k-Modell dagegen wird eine (P, p)-Spiegelung dar-
gestellt durch eine Inversion am g-Kreis p, wobei — falls das Inversionsbild A’ eines
Punktes 4 auBerhalb des Fundamentalkreises zu liegen kommt — A’ noch in sein
Gegenbild 4’ beziiglich des Fundamentalkreises abzubilden ist. Die Spiegelungen im
E-Modell werden konstruktiv am einfachsten durch Riickgriff auf ein zugeordnetes
projektives Modell und die bei involutorischen Zentralkollineationen auftretenden
harmonischen Lagebeziehungen beherrscht.

D, d = R arccos

3. Auf der Kugel @ liegen alle Punkte, die von einem gegebenen Punkt konstanten
Abstand haben, auf einem Kleinkreis, desgleichen die Punkte, die von einem GroB-
kreis konstanten Abstand haben. Durch die Gegenpunktidentifizierung besteht ein
Entfernungskreis um P, aus einem Paar zweier in beziiglich OP, orthogonalen
Ebenen liegenden und zu O symmetrischen und darum zu identifizierenden Breiten-
kreise. Die Abstandslinien sind also mit Entfernungskreisen identisch. Genauer:
Der Entfernungskreis um P, mit dem in elliptischer Metrik gemessenen Radius p ist
identisch mit einer Abstandslinie beziiglich der Polaren p, von P,: Auf ihm liegen
gerade alle Punkte, die von dieser Polaren den Abstand z/2 — o haben. Die Punkte
maximaler Entfernung von P, liegen auf der Polaren und umgekehrt.

Wir beschreiben Gestalt, Konstruktion und analytische Darstellung der Entfer-
nw ise bzw. Abstandslinien.

Im 7-Modell sind die Entfernungskreise als Zentralprojektionen von Kleinkreisen
Kegelschnitte: Fillt P, in den Nord- bzw. Siidpol (und denkt man sich die Verbin-
- dungsgeraden der beiden Pole orthogonal zur Bildebene), so entsteht bei variablem ¢
ein Biischel konzentrischer Kreise um O'. Fillt P, dagegen nicht mit dem Nord- oder
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Siidpol zusammen, so ist dasz-Bild des Entfernungskreises um P, mit dem elliptischen
Radius o eine

Ellipse
Parabel genau dann, wenn IR > tan LA (0 = L= -721) ist,
Hyperbel o'pP, < To To

wobei P; der elliptische Mittelpunkt des Entfernungskreises ist und O'P; euklidisch
gemessen wird (Abb. 5).

Hyperbel Parabel Ellipse
s 0' SHI SP' SE' '
o= O o " .

Abb. 5

Wenn auch die bekannte Peripheriewinkeleigenschaft im elliptischen Dreieck im all-
gemeinen nicht auftritt, wollen wir der einfachen Sprechweise halber doch den Ent-
fernungskreis mit dem Durchmesser AB den ,,Thaleskreis iiber 4 B‘ nennen. Es zeigt
sich, dal man im projektiven Modell auf Grund einer interessanten Eigenschaft recht
cinfach weitere Punkte dieses ,,Thaleskreises‘‘ konstruieren kann; es li8t sich ndm-
lich eine projektive Erzeugung dieses Entfernungskreises angeben, von dem man sich
etwa den elliptischen Mittelpunkt M, und einen beliebigen Peripheriepunkt 4 ge-
geben denkt. Der zweite Endpunkt B des Durchmessers entsteht zunichst durch
Spiegelung von 4 an M,. Wir betrachten die Verhiltnisse zunichst auf der Kugel .
Es sei & der Kreis um M, durch 4 und B, X ein beliebiger Punkt a:uf . Die (,,inne-
ren‘“) Mittelsenkrechten von 4X und BX sind als Halbierungslinien von Nebenwin-
keln in M, zueinander orthogonal; also sind deren Schnittpunkte P bzw. @ mit der
Polaren m, von M, zueinander konjugierte Punkte. Wir betrachten nun die Drehung
um M,, die 4 nach X bringt, Sie ist darstellbar als Produkt der Spiegelungen o, an
M,A und o, an M,P. Die Spiegelung o, liBt A4 fest, o, hat den Fixpunkt Q (als Pol
der Achse M,P). Es sei AB nm, = U. Es ist ABYM,U. Die Spiegelung o, fiihrt 4 in
X, also P4 in PX iiber; andererseits geht PA wegen der erwiahnten harmonischen
Lagebeziehung § nach PB, d. h. X € PB. Ganz analog schlieBt man auf X € Q4, d. h.
X = AQ n PB. Im projektiven Modell lassen sich nun alle diese Schritte durch Schnei-
den von Geraden und Verbinden von Punkten realisieren, wenn man sich nur auf
der Polaren von M, eine Rechtwinkelinvolution mit dem Zentrum O vorgibt: O ent-
steht durch Umklappung des Kugelmittelpunkts O um die Gerade m, in die Modell-
ebene; zu P; ist jeweils Q; konjugiert (Abb. 6).
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Besonders iibersichtlich gestaltet sich das Bild von Entfernungskreisen im k-Modell:
Die Kreistreue der stereographischen Projektion lat das Kleinkreispaar in Kreis-
paare der Modellebene iibergehen. Ist ein Pol-Polarensystem (P, p,) fest gegeben, so
schneiden die Entfernungskreise das Lotbiischel zu p, unter rechtem Winkel. Also

my=p(My)

v

0

L\
i

W

4
»/

D v
N I € N i
X
R
B Xy
R

Abb. 6

wird die Schar der Entfernungskreise im k-Modell dargestellt durch die im Inneren des
Fundamentalkreises gelegenen Bigen der Kreise des zum Kreisbiischel mit den reellen
Trigerpunkten P, und dessen Fundamentalkreisgegenbild P, orthogonalen hyper-
bolischen Kreisbiischels. Erzeugende des Biischels sind der g-Kreis p, und die eukli-
dische Mittelsenkrechte zu P,P,, Nullkreise die Punkte P, und P, (Abb. 7).

Zur Ermittlung der Gleichung eines Entfernungskreises um einen Punkt P(p, O) vom
(elliptischen) Radius ¢ denken wir uns die k-Ebene jetzt in die Aquatorebene einer
Einheitskugel gelegt, welche wir vom Siidpol aus stereographisch in die Bildebene
projizieren. Das Urbild P, von P auf der Nordhalbkugel sei durch g = (a, 0, ¢) ge-
geben. Die Schar der Triigerebenen der Entfernungskreise um P, wird in Hessescher
Normalform durch az + ¢z — d = 0 mit d = cos g beschrieben. Daraus ermittelt
man die Gleichung der Breitenkreise selbst, projiziert im Fall z = 0 in die Bildebene
und findet nach Elimination des Kurvenparameters und Beachtung von p(c + 1) = a,

woraus (wegen a? + ¢? = 1) p = l/ i%: folgt, schlieBlich

(x, " 2p )‘ gt ( (1+p*sing )’
(1 — 2 + (1 + p*) cose (1 — p% + (1 + p*) cose
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als Gleichung des Entfernungskreises um P(p, 0) mit dem elliptischen Radius p.
Hiervon hat man nur die Punkte zu wihlen, die innerhalb des Fundamentalkreises
oder auf ihm liegen (22 4 y® < 1). Fiir die Entfernungskreise um O’ erhilt man

Abb. 7
unter Beachtung von _Sime tan 2 die Gleichung «% + y'? = tan? g Im
g 1 4 cosp 2 2°

Fall z < 0 lige das Bild eines solchen Kugelpunktes X auBerhalb des Fundamen-
talkreises, was aber heifit, daB X durch seinen Antipoden zu ersetzen ist. Unter Be-
achtung einer solchen Spiegelung an O erhélt man dann

v 2p 1 - (1 4 p?) sinp s
(x _(l—p’)—-(1+p’)0089) +ya_((1—p’)~(l +p’)cose)’

wiederum mit der Bedingung 22 4 y'2 < 1. Die Gleichungen lassen sich auch aus den
Abstandsformeln gewinnen. Die Abb. 8 und 9 zeigen die Konstruktion dieser Ent-
fernungskreise bei Vorgabe von P und . (In der Abbildung ist die z,2-Ebene in die
z,y-Ebene hineingedreht zu denken.)

Im E-Modell erscheinen die Entfernungskreise als Parallelprojektionen von Klein-
kreisen im allgemeinen als Ellipsen. Da auf der Sphire mit Gegenpunktidentifi-
zierung ein Kleinkreis mit dessen Spiegelbild am Kugelmittelpunkt zu identifizieren
ist, muB ein solcher E-Entfernungskreis wie jedes Gebilde des E-Modells mit seinem
Spiegelbild am Hauptkreismittelpunkt identifiziert werden. Es ist also zweckmi Big,
jeweils nur einen Repriisentanten dieses spiegelbildlichen Paares zu betrachten. Dabei
soll folgende Vereinbarung getroffen werden: Fiir alle Punkte X ¢ ®/G gelte: Als
E-Bild des Antipodenpaares (X, X) werde derjenige der beiden durch Parallel-
projektion von (X, X) entstehenden Bildpunkte gewiihlt, welcher zwischen dem
Hauptkreismittelpunkt 0’ und dem =-Bild von (X, X) bei einer fest gewihlten Ebene x,
welche die Kugel nicht schneidet, liegt. Durch #hnliche Uberlegungen wie im
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-

k-Modell (oder auch ausgehend von der entsprechenden Abstandsformel) erhilt man
als Gleichung fiir den Entfernungskreis um P(p, O) mit dem Radius ¢

(x — pcosg)? ¥
(1— p?sinp ' sin?p

Im Grenzfall erhélt man fiir ¢ — 7/2 die Gleichung
z?

l—p’+y’=l

[OP=p]

Abb. 8

N, Mittelpunkt von AB

Abb. 9



Zur Modellierung der (klassischen) elliptischen Ebene 141

fiir die Polare von P. Hilt man P fest und variiert o, so bewegen sich die Nebenscheitel
der Bildellipse auf der z-Achse, die Hauptscheitel aber auf einer Ellipse
g + 2 = 1.

Die Konstruktion der Bildellipse ist aus Abb. 10 ersichtlich.

K((a:O).0) Abb. 10

4. Die auch als Entfernungskreise auffaBbaren Abstandslinien der elliptischen Ebene
konnen betrachtet werden als Ort aller Punkte, die von einer Geraden g und deren
Pol @ ein konstantes Abstandsverhiltnis haben. Wir wollen nun die Frage allgemeiner
nach solchen Punktmengen stellen, fiir die der Quotient der Abstdnde von einer
Geraden a und einem beliebigen Punkt B, der nicht mit dem Pol 4 von a zusammen-
fallt, einen konstanten Wert 1/k besitzt. Insbesondere im Fall k¥ = 1, den wir den
parabolischen Fall nennen wollen, lassen sich eine Reihe von Aussagen iiber solche
Kurven gewinnen; sie sollen in diesem Fall p-Kurven des Paares (a, B) heiBen.
Im AnschluB daran werden kurz die nichtparabolischen Fille betrachtet.

Wir untersuchen zunéchst die p-Kurven in der Ebene ®/G: Auf & sei der GroBkreis a
durch die Gleichung a - ¢ = 0 (a Radiusvektor des Poles 4), det Punkt B durch
dessen Radiusvektor b gegeben. P == A sei ein auf @ variabel gedachter Punkt mit
dem Ortsvektor p. Es sei P’ der FuBpunkt des sphirischen Lotes von P auf a, sein
Ortsvektor p’. Alle Ortsvektoren seien zu 1 normiert. Mit ¢ = < (p, p’)und 8 = <X (p,b)
folgt aus der Bedingung 6 = ¢ unter Beachtung von < (p, p’) = 90° — X (p, a)

(p-0)* = (pXxa)3,

d. h., die Punkte P liegen auf einer Fliche zweiter Ordnung. Wihlt man das Bezugs-
system so, daB a = (0, 0, 1) und b, = 0 ist, so erhiilt die erzeugende F, die Gleichung
iz} + a} — bixd — 2b,by 7,2, = 0. Die charakteristische Gleichung —A3% + A2
+ 34 — b} = 0 liefert die Eigenwerte A, = 1, A, = b, und Ay = —b,; die F, ist
ein Kegel mit der Spitze im Ursprung, und nach vollzogener Hauptachsentrans-
formation erhilt er die Gleichung X? 4 b,X2 — b,X2 = 0. Die p-Kurve auf & ist
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also ein sphirischer Kegelschnitt im iiblicherweise gebrauchten Sinne. Zu den Eigen-
werten A; gehoren die folgenden durch Y; aufgespannten Hauptachsen:

Yl == (O’ 1, 0), Yz (bl!O ba - 1): Ya (blxo ba + 1)

Sind P,, @, die Schnittpunkte der p-Kurve mit der Geraden AB, so gilt PyQ, || AB.
Die durch P, gehende und zur Y;-Achse senkrechte Ebene schneidet aus dem Kegel
1 — b

2
Die durch die Nebenscheitel H, K dieser Ellipse bestimmten Mantellinien des Kegels

schneiden auf der Sphiire die Punkte @ und F aus, in denen die p-Kurve ihre maximale
Abweichung w aus der erwiahnten Schnittebene erreicht. Man findet

_2—V1+b
eVitb,

Weiter zeigt sich, daB die ,,Ausschweifpunkte G und F stets — unabhanglg von der
Wahl von B — auf einem Kreis unter 45° Breite beziiglich des Paares (4, a) liegen.
Ublicherweise definiert man die Brennpunkte eines sphirischen Kegelschnitts als
Schnittpunkte der Fokalachsen des erzeugenden Kegels mit der Kugel. Es entsteht
die Frage, ob die Grundpunkte 4 und B unserer p-Kurve gerade die Brennpunkte
dieses sphirischen Kegelschnitts sind. Man iiberlegt sich zunédchst: Schneidet ein
Kegel auf einer Kugel einen sphirischen Kegelschnitt aus, so enthilt eine seiner
Symmetrieebenen zwei reelle Fokalachsen; die Projektionen der sphérischen Brenn-
punkte in Richtung der Kegelachse in die zur Kegelachse orthogonale Schnittebene
durch die Endpunkte des in dieser Symmetrieebene gelegenen Durchmessers des
sphirischen Kegelschnitts sind die Brennpunkte der Schnittellipse. In unserem Fall
ergibt sich bei durch [ = a + b aufgespannter Kegelachse fiir den Abstand des
Punktes B von dieser Achse

d=|bxr°|=l/1;”° =e.

Die Grundpunkte 4 und B sind Brennpunkte im Sinne der ubhchen Definition spha-
rischer bzw. elliptischer Kegelschnitte.

Im n-Modell erscheinen die p-Kurven, da sie auf der Sphéire durch einen Kegel mit
der Spitze in O ausgeschnitten werden, als ebene Kegelschnitte. Die Bildebene werde
einschriinkend se gewihlt, daB sie auf der durch O, 4 und B bestimmten Ebene senk-
recht steht. Ist 8 die Bildebene, #’ die zu § parallele Ebene durch O, A der in dem-
selben Halbraum von §’ wie § gelegene Schnittpunkte des Meridians von 4, B mit a,
so sei B auf dem Viertelkreisbogen zwischen 4 und A gelegen. gy sei die geographische
Breite von B beziiglich (4, a), ¢ der Winkel zwischen der a erzeugenden Ebene und
der Bildebene (0 < ¢ < #/2; 0 < @ < 7/2); dann entsteht

eine Ellipse X3} b2—“ + X3} -% = 1 mit der linearen Exzentrizitit e = aus.

fir0 < e+ = =5 2

e g eine Ellipse,
fir -;i <e+ % <m eine Hyperbel,

fiir ¢ + ‘%B = 0 oder % dagegen eine Parabel, die fiir ¢ =0 und
@s = 0 in eine Gerade ausartet.
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Die Konstruktion des n-Bildes einer p-Kurve wird folgendermaBen realisiert: Aus
4, a und @3 findet man 4%, a* und B~. Die Hauptscheitel P} und Q7 des gesuchten
Kegelschnitts entstehen durch Halbierung des Winkels BOS und seines Nebenwinkels.
AuBer den Hauptscheiteln kann man einen weiteren Punkt des gesuchten Kegel-
schnitts angeben, némlich das Bild G* des Ausschweifpunktes Q. Man kann einmal
ausnutzen, daB @ in der Symmetrieebene von P, und Q, liegt sowie auf dem 7/4-Brei-
tenkreis beziiglich (4, a). Der Punkt G* entsteht als Schnittpunkt einer Geraden (des
Schnitts der Symmetrieebene mit der Bildebene) und eines Kegelschnitts (des kon-
struierbaren Bildes des Breitenkreises). Man kann aber G* auch als Schnittpunkt der-
selben Geraden mit einem Kreis erhalten, wenn man ausnutzt, daB @ auch auf einem
Breitenkreis beziiglich der Polrichtung (der Kegelachse) (Verwendung einer Um-
klappung) liegt. Fiir den euklidischen Mittelpunkt Z* von PzQx gilt Z*Pz — 0Z~, da
sich im Rechteck die einander gleichen Diagonalen halbieren ; denkt man sich B auf
dem gewihlten Meridian noch variabel, so gehen die Hauptscheitelkreise der Bilder
aller p-Kurven sdmtlich durch O (und dessen Spiegelbild beziiglich PQ7) und bilden
somit ein elliptisches Biischel. Beschrinkt man sich auf den Fall ¢ = 0 und wihlt die
Bildebene als Tangentialebene der Einheitssphire in 4, so erhilt man in diesem Fall
stets eine Ellipse als Bildkurve, die B* zum Mittelpunkt und A* zu einem ihrer Brenn-
punkte hat. .

Das k-Modell ist zur Darstellung der p-Kurven relativ ungeeignet. Die Bildkurve er-
scheint im allgemeinen als Kurve vierter Ordnung. Die punktweise Konstruktion
durch Schnitt eines gewissen einem Biischel konzentrischer Kreise angehorenden
Kreises K (@) mit einer gewissen einem Parallelgeradenbiischel angehtrenden Geraden
9(p) sowie die analytische Beschreibung der C, wird in [3] gegeben.

Auch im Fall des E-Modells entsteht im allgemeinen eine Kurve vierter Ordnung,
deren Gleichung in [3] hergeleitet wird. LaBt man B wiederum variieren, so ergibt
sich, daB die Punkte maximaler Ordinate aller dieser Kurven vierter Ordnung auf
cinem Kreis um 0’ mit dem Radius }/2 /2 liegen.

Wir schlieBen einige Bemerkungen zum Fall k == 1 an. ) - .

Aus der Bedingung 8 = kg (@ sphirischer Abstand von X und a, é sphirischer Abstand
von X und B) erhdlt man arccos ¢ - b = karccos /1 — (g - a)®. Um Aussagen iiber
die Gestalt dieser Ortskurven treffen zu kénnen, wihlen wir ein spezielles sphirisches
Koordinatensystem: a wihlen wir als Aquator; g ist dann die geographische Breite
von X, g die von B. Den Nullmeridian legen wir durch 4 1ind B und haben so iz = 0.
Der Punkt X habe die geographische Liinge A. Aus r = (cos ¢ cos 4; cos @sin 4;
sin @) und b = (cos gp; 0; sin @) folgt '

€08 8 = c08 @ cos pp €08 A -+ sin @ sin 5.
Dagegen gilt fiir den elliptischen Abstand wegen 8¢y, = min {8, 7 — 8

€08 deyp = |cos @ cos pp cos 4 + sin @ sin @p|.
Nach einiger Rechnung ergibt sich fiir die verallgemeinerte Abstandslinie auf &
im Bereich0 S 1< 7,932 <9 < 7n/2 — pp/2 '
cos kp — sin ¢ sin @p

B e s Veos (¢ + @a) cos (p — gs) — cos kp(cos kg — 2 sin g sin gp)
sin @ cos @p
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Der erzeugende Kegel ist fiir k£ 3= 1 nicht mehr von zweiter Ordnung.

Fiir weitere Uberlegungen benétigen wir noch die Koordinaten der beiden auf dem die
Symmetrieachse der Ortskurve bildenden Ortsmeridian gelegenen Kurvenpunkte X,
und X,. Fiir X, findet man in jedem Fall 4, = 0 und ¢, = ¢p/(k + 1), fiir X, aber

Aa=n und ¢, = nk-;_wf fir k=k9, % — @3
mit kB =
P8 - n
A =0 und =17 fir k< kO 3

Bei der Suche nach einer Néherungskonstruktion des Risses der verallgemeinerten
Abstandslinie in der Ebene des Nullmeridians fiir beliebige k (fiir geeignete k wird
diese Naherungskonstruktion zu einer exakten Konstruktion) ist zu unterscheiden
zwischen der verallgemeinerten Abstandslinie in der sphiirischen und der entsprechen-
den Kurve in der elliptischen Ebene. Zunichst unterscheide sich & hinreichend wenig
von 1; in diesem Fall stimmen sphirische und elliptische Abstandslinie iiberein. Wir
geben die Niaherungskonstruktion eines beliebigen Punktes des Meridianrisses dieser
Kurve an (Abb. 11): Es seien 4, B fest, sie bestimmen mit O die Ebene des Null-

Abb. 11 Abb. 12

meridians; X sei ein beliebiger Punkt der Einheitssphére &, fiir den 6 = kg gilt, wobei
0 = < XOBund ¢ = n/2 — X XOA ist; X' sei der Ri von X in der Ebene des Null-
meridians. Den GroBkreis durch 4 und X drehen wir um OA in die Ebene des Null-
meridians; X gelangt nach X, und es ist < X0G = ¢. Zum andern betrachten wir die
durch X (und X'’) gehende, zu OB orthogonale Ebene, welche @ in einem Kleinkreis
mit dem Mittelpunkt F schneidet. Da X € @ ist, findet man nach Umklappung des

Dreiecks OXB um OB in die Meridianebene FX = FX. Weiter geht der GroBkreis-

bogen BX in BX iiber, und somit ist < XOB = 4. Daraus ergibt sich die Konstruk-
tion fiir X' bei fest vorgegebenem k: Wir withlen 6 = d(X, B) (0 < 6 < n/2), konstru-
ieren (im allgemeinen eben nur niherungsweise) ¢ = d/k, tragen ¢ in O an OG an
und erhalten X und konstruieren durch X die Parallele p zu OG; wir tragen
andererseits d (in beliebiger Richtung) in O an OB an, erhalten X und fiillen das Lot [
von X auf OB. Dann ist, falls ein solcher Schnittpunkt existiert, I n p = {X'}. Die
analytische Begriindung ist rasch einzusehen: Die Koordinaten der Punkte der
Parallelen p geniigen den Beziehungen zy beliebig, z; = sin ¢. Der FuBpunkt des
Lotes von X’ auf OB hat die Koordinaten xr = cos (ps + 6), zr = sin (pp + 9)-
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Ein beliebiger Punkt des Lotes geniigt dann den Beziehungen
Zy1 = co8 (pp + d) 4 A sin gp,
zir = s8in (pp + ) — A cos @p,

Die Schnittbedingung z; = zjy ergibt

sin (pp + ) — sin ¢

A=
COS @p
und somit
xs = cos (pg + ko) + tan @p sin (pp + kp) — tan pysin @,
2s = 8in ¢.

Dutch Ausheben von 1/cos g5 erhilt man nach einiger Rechnung

cos kg — sin @g 8in ¢
s =
cOS8 @p ’

q.e.d. Fiir welche k wird sich bei vorgegebenem g die elliptische von der sphiirischen
Abstandslinie unterscheiden? Wihrend wegen 0 < ¢ < x/2 der elliptische Abstand
des Punktes X von der Geraden a mit dem sphirischen Anstand zu identifizieren ist,
kann g5, Werte annehmen, die groBer als ein Rechter sind, dey dagegen nicht. Der
kritische Grenzfall (Abb. 12) tritt gerade ein, falls X, auf der Polaren p(B) liegt. Liegt
X, im Sinne der sphirischen Geometrie (als X{) in dem B nicht enthaltenden Halb-
raum von p(B), so stimmen dypy und dey nicht mehr iiberein; dey ist zum Antipoden-
punkt von B hin zu messen, X fillt mit X nicht mehr zusammen. Das kritische k*,
fir das X; € p(B) ist, ermittelt man aus (1 + 4*) o = # — g3 und der Forderung

k¥(n —gp) =n
% — e VR
o == 2
zu P
PP
T
E_fpn

Fiihren wir fiir die nichtparabolischen Fille noch zur Ortsdefinition der Kegelschnitte
in der euklidischen Geometrie analoge Bezeichnungsweisen ein, so ergibt sich fiir die
verallgemeinerten Abstandslinien folgende Ubersicht:

0<k<1 elliptischer Fall,

k=1 parabolischer Fall,

1 <k=<k* hyperbolischer Fall (1): die elliptische Abstandslinie ist mit der sphi-
rischen Abstandslinie identisch, .

<k hyperbolischer Fall (2): die elliptische Abstandslinie ist nicht mehr
identisch mit der sphirischen Abstandslinie.

Die nach obiger Konstruktionsvorschrift gewonnenen Abbildungen 13 und 14 ver-
mitteln einen Uberblick iiber die vier moglichen Fille.

Wiihlt man die Bildebenen speziell so, daB sie die Sphiire im Punkt 4 tangieren, so
kann man aus dem MeridianriB X’ eines Punktes X der Ortskurve auch dessen -,
k- bzw. E-Bild finden und zu einer Zweitafeldarstellung der verallgemeinerten Ab-
standslinie gelangen. Einzelheiten dieser Konstruktion sind in [3] angegeben.

10 Beitrige zur Algebra 6
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(pp = 60°)
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. Abb. 14

b. Die bisher beschriebenen Modelle haben sémtlich den Vorteil, daB sie geometrisch
gut iiberschaubar sind und somit ein optisch einprigsames Bild von den Verhalt-
nissen in einer elliptischen Ebene geben. Ihr gemeinsamer Nachteil ist, daB die ana-
lytische Beschreibung der Grundobjekte und Grundrelationen vergleichsweise um-
stindlich ist und vorallen Dingen die in der elliptischen Geometrie waltende Dualitét
nicht oder nur in ungeniigendem MaBe zum Ausdruck bringt. Das nachfolgend be-
schriebene Modell bringt gerade die von reinen Inzidenzaussagen auf metrische Aus-
sagen erweiterbare Dualitét der elliptischen Ebene iibersichtlich zum Ausdruck.

Gegeben seien zwei dreidimensionale lineare Vektorrdaume ¥, und ¥, iiber dem Kor-
per R der reellen Zahlen, die natiirlich zueinander isomorph und in diesem Sinne bei
Bedarf auch miteinander identifizierbar sind. Wir definieren nun die Grundobjekte
gerade so, wie wir das Gegenpunktpaar einer Sphire des Anschauungsraumes bzw.
dessen Trigergerade durch einen Richtungsvektor und den gegenpunktidentifizierten
GroBkreis bzw. dessen Triagerebene durch einen Stellungsvektor charakterisieren
wiirden, diéchten wir uns im Kugelmittelpunkt eine orthonormierte Basis fiir den drei-
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dimensionalen euklidischen Raum aufgespannt. Es sei also V; = V, der lineare Vek-
torraum der geordneten Tripel reeller Zahlen, wobei in V, bzw. V; die Addition und
die Multiplikation mit einer reellen Zahl durch gliedweise Addition bzw. Multipli-
kation definiert sei. Die Punkte des V-Modells seien gerade die eindimensionalen
Teilriume X = Rg des V, (f = 2y, Ty, ;) € V; und vom Nullvektor des ¥, verschie-
den). Die Geraden des V-Modells seien gerade die eindimensionalen Teilrdume 4 = Ra
des V, (a = (a;, ay, ag) € V, und vom Nullvektor des V, verschieden).

Fiir ¢ = (2, 3, 23) und 1y = (¥, Ya, ¥s) aus V, sei das Skalprprodukt durch

3
-y 2.2,: TiYis
=
das Vektorprodukt durch

XY = (TaYs — Tg¥e, Ts¥r — T1Ys T1Y2 — T2Yh)
definiert ; fiir a, b € V, seien die beiden Produkte ganz analog definiert. Durch die
Einfithrung eines Skalarproduktes werden die V; zu euklidischen Vektorréumen. Die
Definition des Skalar- und Vektorprodukts in V; bzw. V, werde insofern erweitert,
daB dabei ein Faktor aus V,, der andere aus ¥V, genommen werden darf:

3
a-r =2 ax;, aXiy= (A% — 3%y, A% — T3, GTy — ATy).
i=1

Nunmehr kénnen die Relationen Inzidenz, Orthogonalitidt und Polaritét
definiert werden:

Inzidenz eines Punktes X und etner Geraden A:

Es gilt Xed ©¢-a=0.

Die Symmetrie der Inzidenzrelation von Punkt und Gerade ergibt sich unmittelbar
aus der Kommutativitiat der skalaren Multiplikation.

Orthogonalitiit von Punkten: Orthogonalitiit von Geraden:
X]1Yer-n=0 Al Bsa-b=0

Die Relation | ist fiir Punkte wie auch fiir Geraden symmetrisch.
Mit Xl @Xz = ‘E] + Ez | g] € Xl’ Ez € Xg] folgt Sofort

X, 1Y, X, 1 Y=>X0X 1Y 4,1 B,A, | B=> A, D4, | B.
X, @ X, soll die dur ch X, und X, A, @ A, das durch 4, und 4, bestimmte
bestimmte Punktreihe, ' Geradenbiischel heiBen.

Polaritiit etnes Punktes X und einer Geraden A:
X ist Pol von 4 & A4 ist Polare von X & ¢ X a = 0.
Wegen ¢, a & p ist L X a = 0 © ¢ = 1a (4 = 0). Hieraus folgt leicht (dabei sei p(X)
die Polare vorr X und P(A4) der Pol von 4):

(1) p(X) und P(4) sind durch X bzw. 4 eindeutig bestimmt;

(2) X | Y= p(X) | p(Y);

(3) 4 | B= P(4) | P(B);

4)X | Y= Xip(Y) ~ Yip(X).
Nun lassen sich die der Lésung der iibrigen Grundaufgaben in den oben beschrie-
benen Modellen entsprechenden weiteren Begriffe bilden:

Die Verbindungsgerade zweter Punkie: Der Schnittpunkt zweier Geraden:
Die Gerade 4 ist Verbindungsgerade Der Punkt X ist Schnittpunkt zweier

10*
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zweier verschiedener Punkte X und Y & verschiedener Geraden 4 und B &

es existiert ein x 3= 0: es existiert ein & #= 0:

a=oa(rXy) bzw. 4 = R(r X v); r = &(a X b) bzw. X = R(a X b).

Aus der Definition der Inzidenz sofort folgt, daB Punktreihe und Verbindungsgerade
bzw. Schnittpunkt und Geradenbiischel im Sinne wechselseitiger Inzidenz mitein-
ander identifizierbar sind.

Kollinearitiit dreier Punkte: Biischellage dreier Geraden:
Aus dem Gesagten ergibt sich (wenn wir das Spatprodukt von g, 1) und 3 mit (xy3)

bezeichnen)
X, Y, Z sind kollinear & (ryz) = 0, A, B, C liegen im Biischel < (abc) = 0.

Das Lot von X auf A:

Das Lot L von X auf 4 ist die Verbindungsgerade von X und P(A4); wegen p = Aa gilt
L = RI, und es existiert ein 2 == 0: [ = A(r X a) bzw. L = R(x X a).

Offenbar ist L genau dann nicht eindeutig bestimmt, wenn ¢ = «a, d. h., wenn X der
Pol von 4 ist. .

Die Senkrechte in Y zu A:

Vollig analog ergibt sich § = R(y X a) fiir die Senkrechte S in ¥ auf A. Hat man
8, = R(y, X a) und 8, = R(Y, X a), so ergibt sich fiir den Schnittpunkt

8y n 8, = R[(9; X a) X (Y2 X a)] = R[(n:h.a) a — (an,a) v,]

und damit wegen des Verschwindens des zweiten Spatproduktes S, n S, = Ra; d. h.
aber: Alle Senkrechten zu einer Geraden gehen durch einen Punkt, den Pol der Ge-
raden. :

Gemeinlot zwerer Geraden:

Eine Gerade, die zu zwei gegebenen Geraden orthogonal ist, soll Gemeinlot der beiden-
Geraden heifen. Es seien 4 = Ra und B = Rb zwei voneinander verschiedene Ge-
raden. Dann ist aber C = R(a X b) eindeutig bestimmt und C' | A4 sowie C | B,
d. h., zwei verschiedene Geraden besitzen genau ein Gemeinlot. Dual existiert zu zwei
verschiedenen Punkten genau ein zu beiden orthogonaler Punkt.

Das Mittelpunktpaar eines Punkte- Das Winkelhalbierendenpaar eines
paares (X, Y): Geradenpaares (A, B):

Die Mittelpunkte bzw. Winkelhalbierenden werden als eindimensionale Teilriume
durch die Summe oder Differenz der normierten Ausgangsvektoren aufgespannt
(t=1,2):

1 1 1 1

M = R —_— e — W = .R .

‘ (V(z-:)“}/(n» 59) =t s
Abstinde, Winkel, Kongruenz: '
Abstand zweier Punite: Winkel zwischen zwet Geraden:
Aus den obigen Beziehungen und bei So wie zwei Punkte zunichst zwei
Beachtung der entsprechenden Defi- Strecken bestimmen, von denen wir
nition des Abstandes auf der Kugel eine als Strecke XY im engeren Sinne,

vom Radius », mit Gegenpunktidenti- die andere als Kostrecke X Y bezeich-
fizierung gewinnt man fiir den Ab- nen wollen, bestimmen zwei Geraden zu-
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stand d(X, Y) zweier Punkte X und ¥  niichst zwei Winkel; wir bezeichnen den

d(X, Y) = ry arccos M kleineren wiederum als Winkel 4B im
VE-z)(h-y) engeren Sinne, den anderen als Kowin-
Man kann zeigen, da8 durch d eine kel AB. Als GroBe des Winkels zweier
Metrik definiert wird; die Drei- Geraden wollen wir in diesem Sinne das
ecksungleichung wird dabei auf die MaB des Winkels im engeren Sinne ein-
Cauchysche Ungleichung in euklidi- ~ fithren und mit < (4, B) bezeichnen; es
schen Vektorrdumen zuriickgefiihrt. ist < (4, B) = d(4, B)/ro und
I(a - B)|

dA,B = e ————————— "
( ) 7o Brccos V(a o 0. 6)

Abstand eines Punktes von einer Geraden:

Da der Abstand eines Punktes X von einer Geraden A4 bis auf den Faktor r, gleich
dem Komplement des Abstandes des Punktes von P(4) ist, erhilt man fiir den Ab-
stand d(X, 4) eines Punktes X von einer Geraden 4

d(X, A) = ry arcsin __LE_'_EL_

V& o) (a-a)
Kongruenz von Punktepaaren: Kongruenz von Qeradenpaaren:
Zwei Punktepaare (X, Y)und (Z, T) Zwei Geradenpaare (4, B) und (C, D)
sind kongruent & sind kongruent &
-9 _ G- | (@-b?®  (c-b)?
T-nb-v G-t (@-a)(6-b)  (c-c)(b-d)’

Entfernungskreise, Abstandslinien:

Fiir den Kreis um X, mit dem Radius g, erhdlt man (wegen 0= —J_(E_—L_l__ = 1)
aus d(X, X,) = g, die Gleichung V-0 (v-9)

B ol 5 cos -‘:—:

(-1

oder nach Normierung [? - 3| = cos g,/ro und dual dazu fiir den Ort konstanten Ab-
standes a, von der Geraden 4,

8- af] = sin 2.
To
Ist A, = p(X,), so ist

=T _
Qo = 2 Qg

und umgekehrt.

Aus dem V-Modell heraus lassen sich besonders einfach die trigonometrischen Be-
ziehungen fiir das elliptische Dreieck gewinnen. Die Beziehungen stimmen mit den
entsprechenden Beziehungen der sphirischen Trigonometrie iiberein, falls man nur
mit den Argumenten a, b, ¢ bzw. «, f, y die Léngen der Seiten bzw. GroBen der
gegeniiberliegenden Winkel bezeichnet, mégen die Seiten bzw. Winkel nun spitz,
rechte oder stumpf sein. In bekannter Weise gewinnt man aus der Identitit von
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LAGRANGE den Seitenkosinussatz und daraus im Spezialfall den elliptischen Satz des
PyTHAGORAS: Sind die Eckpunkte 4, B, C durch Ra, kb, Rc gegeben, dann ist

cosa =b%-¢% « = < (Ebene OAB, Ebene 0AC) = < (a X b;a Xc).
Aus
(X X199 - (£° % 3%

COSBx =
[£° X 9°] [£° X 3°|

erhillt man
cos a = cos b cos ¢ + sin b sind ¢ cos «,
woraus sich fiir « = 90°

cosa = cos b cosc
ergibt.
Der Sinussatz ist gewinnbar aus dem entsprechenden Ansatz
I(x® X 9% X (° %3
l2® X 9°l 1g° X 3|

man erhélt sin h, = sin « sin ¢ und ebenso sin h, = sin y sin a, also schlieBlich

sin & =

sinx:sinf:s8iny = sina:sinb:sinec.

Der Winkelkosinussatz wird ebenfalls aus der Identitit von LAGRANGE gewonnen:
Es sei ¢ = < (a, b) usw., weiter seien & = < (t, d), § = < (m, n) und y = X (31);
die Vektoren denken wir uns simtlich bereits als Einheitsvektoren. Man findet aus
entsprechenden Ansitzen mittels der Basis {a, b, c}

1 1
t—-—ootca-*-mb. b=—00tba+sin—bc,
m = —cot ab + L c n= —cotch + 1 a

B ' sina ’ - sinc
= —cot bc + ! a t = —cot ac + ——1 b
- sind , = T T e

Dann findet man einmal
(X d) - (mXn)=sinasinfcosc,
zum andern
(tXd)-(mXn)=(c-m)(d-n)— (x-n)@d- m);
nach einiger Rechnung findet man, daB der letzte Ausdruck mit (3 - t) + (- d) (m-n)

iibereinstimmt, woraus

Co8 y = —co8 « co8 f# + sin « sin B cos ¢
folgt.
Zur Gewinnung der metrischen Fundamentalform des V-Modells geht man aus
von

Iz - 9l

Ve vy

. d(Py, Py) = r, arccos
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Geht man von ¢ = g(x,, 2y, ;) vermittels z,/2, = &, und x4/x, = 5, zu inhomogenen
Koordinaten iiber, so ist

d(P,, P,) - 11+ && + mnel
o MT+8+3VT+&8+n
Hieraus findet man leicht
sin (P, P,) _ ]/(51 — &2 4 (i — 92)? 4+ (&me — Eamy)?
o I+ +m) 1+ & +n) '

Setzen wir nun &, = &, & = & + A&, 9 = nund n, = n + Ay sowie d(Py, P,) = 4s,
so ist : .

cos

As A8 4 Ap? 4 (EAy — nAE)?
ro (1+ &4 92 (1 + (& + 482 + (n+ 49)?)

sin?

Bei Grenziibergang 4s — 0 und unter Beachtung von lim M2 — 1 wird

z2—0
gt — g B8 i A (Edy — nak)?
Y (1 + &+ Y2
bzw.
ro(t + ) — 2818 51 + &)

ds? = — 2> — — —— &2  —— — -2 __ d¢d —_— dp?

4 (1+§2+n2)2 §+(|+£2+n2)2 §n+(1+£2+n2)2 n
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