D
[-A elt

Werk

Titel: Uber die Struktur von Simplexen in r-dimensionalen Rdumen konstanter Krimmung unt...
Autor: BOHM, J.

Jahr: 1977

PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?301416052_0006 | log14

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

Beitréige zur Algebra und Geometrie
6 (1977), 106—129

Uber die Struktur von Simplexen in »-dimensionalen Réumen
konstanter Kriimmung unter besonderer Beriicksichtigung
des elliptischen Falles

JOHANNES BoHM

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. Wilhelm Maier,
zum 80. Geburtstag gewidmet

1. Einleitung

Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf geometrische Objekte in einem
r-dimensionalen Riemannschen Raum R konstanter Kriimmung, wobei das nor-
mierte ,,Riemannsche KriimmungsmaB*“ x = 1/R? (R konstanter Kriimmungs-
radius) die Werte x:= 1 (elliptischer Raum), x := —1 (hyperbolischer Raum)
und % := 0 (euklidischer Raum) annehmen kann. Die zur Debatte stehenden geo-
metrischen Objekte im Raum R’ sollen unabhiingig von ihrer Lage in diesem Raum
betrachtet und hinsichtlich gewisser invarianter Eigenschaften untersucht werden.
Mit der Gruppe der (direkten) Bewegungen B des betreffenden Raumes R wird
dieser zu einem Kleinschen Raum &I = (R, BY) von konstanter Kriimmung x
gemacht.

In einem solchen Raum wird der Begriff eines Simplexes in der Weise definiert, daB
cr in allen drei Fillen » = 0, 4-1 brauchbar ist (Definition 1). Schwierigkeiten gibt es
dabei zuniichst im elliptischen Raum. Diese konnen durch die Forderung, daB eine
geeignete Hyperkugel des betreffenden Raumes existiert, in derem Inneren das
Simplex eingebettet werden kann, beseitigt werden. Es geht aus den Betrachtungen
hervor, da diese Forderung der ,,Hyperkugeleigenschaft* ein von den topologischen
Verhiiltnissen des elliptischen Raumes herrithrende innergeometrische Eigenschaft
cines Simplexes darstellt. Derartige Simplexe im elliptischen Raum, zuléissige genannt,
sind Gegenstand der weiteren Untersuchungen. Zunichst werden die verschiedenen
Méglichkeiten von zuldssigen und nichtzulssigen Simplexen abgeziihlt, die genau die-
selben Eckpunkte besitzen (Satz 3). Ihre Zahl ist fiir jede Dimension r > 1 stets
groBer als 1. Dann wird die Menge der zu einem zulissigen Simplex gehérigen Neben-
simplexe, im zweidimensionalen Fall auch kolunare Simplexe genannt, ins Auge gefaBit
und Aussagen iiber Anzahlen von stumpfen Kanten in den Nebensimplexen bewiesen.
Es ergibt sich daraus eine Einteilung der r-dimensionalen Simplexe in gewisse Typen,
die sich durch Anzahl und gegenseitige Lage der stumpfen Kanten unterscheiden.
Fiir diese Anzahlen werden Maximum-Minimum-Betrachtungen angestellt, die so-
genannte reduzierte zuliissige Nebensimplexe mit méglichst wenig stumpfen Kanten
als geeignete Reprisentaten fiir die einzelnen Typen erkliren und unter diesen als
einen Extremalfall ein Simplex von einer besonderen und einfachen Struktur (Defi-
nition 7) liefern (Sitze 5 und 6). Im letzten Kapitel wird ein Simplexbaukasten fiir
zulissige Simplexe angegeben, der aus simtlichen zuléissigen Simplexen mit nicht-
Stumpfen Kanten besteht (Satz 7). Dieser Baukasten gestattet, fiir weitere Unter-
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suchungen (hinsichtlich eines feineren Baukastens fiir die Menge der Simplexe bzw.
auch fiir die Menge allgemeiner eigentlicher Polyeder) alle drei Rdume konstanter
Kriimmung in gleicher Weise zu behandeln, wenn die dreieckigen Winde eines r-di-
mensionalen Simplexes als seine wesentlichen Objekte bei den Untersuchungen ver-
wendet werden. In diesem Fall geniigt es, z. B. die Simplexe in einem euklidischen
Raum explizit zu diskutieren, wenn von Realisierungsmoglichkeiten abgesehen wird.
Die Ergebnisse werden dann automatisch auch fiir die Simplexe im hyperbolischen
sowie im elliptischen Raum gelten. Ein solcher feinerer Baukasten konnte etwa die
Menge der Orthoscheme sein. Ein diesbeziiglicher allgemeiner Beweis dafiir steht
allerdings noch aus (vgl. [8]).

Mit Fragestellungen zum Begriff des Simplexes haben ich u. a. H. S. M. CoxETER [5],
L. Feses Té6rr (6], B. GRt'NBAUM [7], H. HADWIGER [8] und L. ScHLAFLI [11] be-
schiftigt (vgl. auch [1]). Zu den topologischen Eigenschaften eines Orthoschems als
einem speziellen Simplex finden sich vor allem Untersuchungen bei [1, 4, 8] und [11].
Polyederbaukisten spielen bei H. HADWIGER [8] und E. HERTEL [9] eine Rolle.

2. Simplexe

In K17 soll als ein linear begrenztes geometrisches Objekt von grundlegender Be-
deutung ein r-dimensionales Simplex rekursiv definiert werden. Begonnen wird zu-
néchst mit den niederdimensionalen Sonderfillen.

Definition 1. In RI¥ wird definiert: Als leeres Simplex wird die leere Menge 9 er-
kléart. Ein nulldimensionales Simplex besteht aus genau einem Punkt, dem Eckpunkt
P,. Ein eindimensionales Simplex R® = [{3(®, R®] besteht aus zwei voneinander
verschiedenen Punkten, den Eckpunkten P, und P,, die zur Eckpunktmenge £(»
= {P,, P,) zusammengefaBt werden, und dem Simplexkérper R®, hier speziell Kante
des Simplexes genannt. Wenn die Zwischenrelation gilt, wird die Kante R® als die
Menge aller Punkte erklért, die zwischen P; und P, liegen einschlieBlich der Eck-
punkte P; und P,. ;

Fiir » := 0 und % := —1 wird durch Definition 1 der Begriff der Kante festgelegt.
Fiir » :=1 sind im elliptischen Raum zwei Moglichkeiten fiir die Fixierung einer
Kante mit den Eckpunkten P; und P, moglich. Darum beschrinkt sich die hier ge-
gebene Definition einer Kante zunichst nur auf den euklidischen und hyperbolischen
Fall. Sie wird am Ende durch die Erweiterung auf den elliptischen Fall ergiinzt wer-
den. .

Im folgenden sind unter Hyperebenen stets solche im Sinne des betreffenden Riemann-
schen Raumes konstanter Kriimmung zu verstehen.

Definition 2. Ein r-démensionales Stmplex R™ in einem Kleinschen Raum K17’

konstanter nicht positiver Kriimmung x := 0 oder x := —1, r = 2, ist das System
[n(n), 28(:’!—)!’ %g'—)a" ssey %(1”)’ R(”)’ ﬁ:.'—)m ﬁ::'-)as ceey R(1")] (1)

mit den folgenden Eigenschaften:

ayn=r-+41.

b) O™ = (P,, P, ..., P,} = RI ist die (erzeugende) Eckpunkimenge mit der Eigen-
schaft, daB die Menge dieser Punkte paarweise voneinander verschieden und nicht
bereits in einem Unterraum $I¥ mit gleichem » und einer Dimension ¢ < r enthalten
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¢) WM (k= 1,2,...,n — 2) ist die Menge der k-dimensionalen Winde, die jeweils
aus k 4+ 1 Punkten der Eckpunktmenge erzeugt werden. Diese Winde sind k-di-

n " b g boam
(Ic 4 1) Stiick. Fiir £ = 1 heiBt diese

Menge speziell die Kantenmenge und ihre Elemente die Kanten des Simplexes. Eine
Kante ist gemiB Definition 1 erklirt. Die Menge {™ wird bei zusitzlicher Beriick-
sichtigung der gegenseitigen Lage ihrer Elemente zueinander das Kantenskelett
(auch kurz Skelett) des Simplexes genannt. Eine Wand aus 8" (1< k< n — 2)
kann auch als ein Untersimplex von R™ aufgefaBt werden. Fiir k = 2 wird sie ge-
|egentlich dreieckige Wand genannt.

d) B ist der Simplexkérper, der von den Elementen aus (", derart berandet wird,
daB die Vereinigung der Simplexkérper aller Winde aus B{™,, Stmplexrand genannt,
den Raum, abgesehen vom Simplexrand, in zwei Klassen von Punkten, innere und
duflere Simplexpunkte, zerlegt. Dabei wird gefordert, daB die Menge der inneren Sim-
plexpunkte eine konvexe Punktmenge darstellt. Der Simplexkérper besteht aus den
inneren Simplexpunkten einschlieflich Simplexrand. Es ist daher méglich, eine r-di-
mensionale Hyperkugel anzugeben, so da der Simplexkdrper ganz im Inneren dieser
Hyperkugel liegt. Es 1i8t sich darum der Simplexkérper auch darstellen in der Form

R™ =NH, (2)
QMmc H

mensionale Simplexe. Es gibt von ihnen genau

wobei der Durchschnitt iiber alle r-dimensionalen Hyperhalbriume H einschlieBlich
ihrer begrenzenden Hyperebene zu bilden ist, die die Menge (") enthalten.

e) R ist die Menge der Keilwinkel k-ter Ordnung. Ein solcher Keilwinkel wird von
zwei Winden w, und w, aus B} erzeugt mit der Forderung, daB der Durchschnitt
wy = w, n w, eine Wand aus W, ist. w, und w, liegen jeweils in einer k-dimensionalen
Hyperebene k, bzw. hy. Ihr Durchschnitt by = h; n k, wird der Scheitel des Keilwinkels
genannt. In h, liegt w,.

f) hq zerlegt h, und k, in Halbhyperebenen. Es werden die beiden Halbhyperebenen
hy und ks mit der Eigenschaftw; = ki < h; (¢ = 1, 2) betrachtet. h{ und k; werden
die beiden Schenkel des Keilwinkels genannt. Die Dimension der Schenkel gibt die
Ordnung des Keilwinkels an. Die beiden Schenkel eines Keilwinkels zerlegen den Raum
in zwei jeweils zusammenhéngende Punktmengen, als Winkelinneres und Winkel-
dupferes bezeichnet. Das Winkelinnere ist diejenigen der beiden Punktmengen, zu der
das Simplexinnere gehort.

Die GréBe eines Keilwinkels liegt zwischen 0 und # und wird erklirt als die GréBe des
Winkels zwischen den beiden Halbhyperebenen 4;. Ein Winkel zwischen zwei Halb-
hyperebenen wird seinerseits durch das Supplement zu 7z der GroBe des Winkels zwi-
schen den orientierten Normalen der beiden Halbhyperebenen gemessen. Dabei sind
die Normalen nach der Seite der betreffenden Hyperebene gerichtet, auf der sich auch
die andere Hyperebene befindet. Es sei angemerkt, daB die Winkelmessung auch mit
Hilfe des normierten MaBes der Oberfliche eines Hyperkugelausschnitts vorgenom-
men werden kann, wobei der Mittelpunkt dieser k-dimensionalen Hyperkugel ein
beliebiger Punkt des Scheitels des Keilwinkels ist, der Hyperkugelausschnitt von den
beiden Halbhyperebenen ki und ; begrenzt wird und im Innern des Keilwinkels liegt.
Diese MaBzahl ist unabhingig von der Auswahl des Hyperkugelmittelpunktes auf
dem Scheitel und ergibt bei geeigneter Normierung dieselbe MaBzahl wie bei der
Winkelmessung durch das Supplement des Normalenwinkels (vgl. H. Hoer [10]). Wie
liblich werden die Keilwinkel der GroBe y mit y = /2 rechte Winkel genannt, fiir y
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mit 0 < y < 7/2 heiBt der Keilwinkel spi#z und fiir y mit #/2 < y < = heiit er
stumpf.

Je nach Aufgabenstellung wird das eine oder das andere Element der angegebenen
Struktur stirker beriicksichtigt. Im Fall n = 3 wird beispielsweise speziell das Sim-
plex Dreieck und der Simplexkorper Dreiecksfliche genannt. Die Elemente der Kan-
tenmenge W!» heifen hier speziell Seiten des Dreiecks, und die Keilwinkel erster
Ordnung aus ®{* heiBen Dreveckswinkel. Bei gewissen Problemstellungen kommt es
dann etwa z. B. im wesentlichen auf die Eckpunktmenge £/ des Dreiecks an, so daf}
man unter einem Dreieck in diesem Zusammenhang vor allem die Menge der drei
Eckpunkte aus £® im Sinne hat. In anderen Zusammenhingen sind es vor allem die
Seiten des Dreiecks, also die Menge ¥, so dafl dann hierbei unter einem Dreieck
insbesondere das Kantenskelett in den Vordergrund der Betrachtungen riickt (vgl.
[3]). Bei weiteren Aufgaben kann es auch die Dreiecksfliche sein, die als das Wesent-
liche von R® angesehen wird.

Fiir % := 0 und » := —1 gilt, daB zu jeder beliebigen Eckpunktmenge Q™ in ein-
deutiger Weise ein Simplex erklart ist. Der Beweis folgt aus der Darstellung (2) eines
Simplexkérpers als Durchschnitt aller berandeten Hyperhalbraume, die (" ent-
halten.

In den weiteren Untersuchungen wird es vor allem die Eckpunktmenge Q™ eines
Simplexes R™ mit seinem Kantenskelett sein, die besondere Beachtung verdient, so
daB im folgenden bei der Betonung von Q™ = (P,, P,, ..., P,} ein Simplex einfach
durch ™ = P,, P,, ..., P, angegeben wird. Das hat einen Sinn, da nach der oben
gemachten Bemerkung aus £ die weiteren Elemente der Struktur (1) in eindeutiger
Weise fiir » := 0 und x := —1 abgeleitet werden konnen.

8. Zuliissige Simplexe im elliptischen Raum

Auch fiir x := 1 wird dahin tendiert, ein Simplex R ebenfalls durch die Struktur (1)
zu erkldren, wobei zur Gewihrleistung von d) und f) in Definition 2 zusitzliche For-
derungen zu stellen sind. Diese beziehen sich vor allem auf dasKantenskelett mitseinen
Kanten aus der Kantenmenge ™. Durch zwei Punkte auf einer elliptischen Geraden
von der GroBe x ist bekanntlich, wie bereits erwihnt, nicht in eindeutiger Weise einc
Kante erklirt. Es kommt offenbar darauf an, aus den jeweiligen beiden Moglich-
keiten fiir eine Kante eine geeignete zu fixieren, so dal der Simplexkérper den ellip-
tischen Raum in zwei Klassen von (inneren bzw. duBeren) Simplexpunkten zerlegt.
Es wird dann auch fiir » := 1 méglich sein, aus dem Kantenskelett eines Simplexes
R™ die weiteren Elemente der Struktur (1) in eindeutiger Weise zu bestimmen. Damit
aber ein solches elliptisches Simplex existiert, miissen gewisse Bedingungen erfiillt
sein, die im folgenden hergeleitet werden. Dazu wird zunéchst angegeben

Definition 3. Beziiglich des Kleinschen Raumes R1f mit » := 1 wird das System
[D(n) %(n) %Lula’ oo %(u) @:‘u)a, ﬁ:n)a, ﬁ.(n)] (3)

ein (elliptisches) Simplex R™ genannt, wenn die Eigenschaften a), b), ¢) und e) der
Definition 2 gelten. Eigenschaft f) von Definition 2 ist zu ersetzen durch:

f,) Die Ebenen k; (+ = 1, 2) werden die beiden Schenkel des Keilwinkels genannt.
Ferner muB noch erfiillt sein:

co) Fiir jeweils zwei beliebige Wiande R® € Wi, und RV € BM,2<h <k =n —2,
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bei denen die Eckpunktmenge von R® Teilmenge von der Eckpunktmenge von R®)
ist, muB das Kantenskelett von R Teilmenge des Kantenskeletts von R® sein.

Nun ergibt sich folgende Fragestellung. Im elliptischen r-dimensionalen Raum
(r 2 1) seien n(=r -+ 1) Punkte gegeben, die nicht bereits in einem elliptischen Raum
niedrigerer Dimensionen liegen. Sie mdgen die Eckpunktmenge Q™ darstellen.
Welche Kantenkonfiguration ergibt dann fiir diese vorgelegten n Punkte das Skelett
cines Simplexes in dem betreffenden r-dimensionalen elliptischen Raum, bei dem der
Simplexrand erklirt ist und wobei der gesamte elliptische Raum durch den Simplex-
rand in zwei jeweils zusammenhingende offene disjunkte Mengen zerlegt wird — die
Menge der inneren und die Menge der duBeren Punkte —, so daB eine Hyperkugel mit
Radius g, 0 < ¢ < /2, existiert, die in ihrem Inneren simtliche inneren Punkte des
Simplexes enthilt? Wenn eine Hyperkugel mit der angegebenen Eigenschaft existiert,
dann soll kurz gesagt werden, das Simplex besitzt die Hyperkugeleigenschaft.

Definition 4. Ein elliptisches Simplex wird zuléssiges Simplex genannt, wenn es die
Hyperkugeleigenschaft besitzt. Andernfalls heiBt es nichézuldissig.

Zum Beispiel ergibt die Kantenkonfiguration fiir die drei Punkte 1, 2, 3 in Abb. 1, die
durch Doppelstrich gezeichnet wurde, kein zulissiges Simplex. Infolge der Nicht-
orientierbarkeit der elliptischen Ebene zerlegt dieser Kantenzug in Abb. 1 die Ebene

Abb. 1

nicht in zwei zusammenhingende disjunkte Punktmengen, die durch den Kantenzug
als Rand des Simplexes getrennt werden. Es gibt demzufolge keine inneren und keine
duleren Punkte, und erst recht nicht ist die Hyperkugeleigenschaft fiir das Dreieck
erfiillt. Daraus wird ersichtlich, daB es bei konkreter Vorgabe von £/ Kanten-
konfigurationen geben kann, die das Skelett eines zuliissigen oder auch eines nicht-
zuléissigen Simplexes darstellen. ]
Zur weiteren Illustration der besonderen Verhiltnisse im elliptischen Raum sei an
folgendes erinnert. Die Menge der Keilwinkel (n — 2)-ter Ordnung R, = {afP}
=1,2..,0—1;k=2,....,n; 1+ k) reicht aus, um ein Simplex mit der Eck-
bunktmenge Q™ = (1,2,...,n) in dem Kleinschen Raum RI7 = (R?, BY)
(% =0, 4+1) mit der Einschrinkung fiir x = 1, da8 das Simplex ein zuléssiges ist,
cindeutig zu bestimmen. Denn ohne diese Einschrinkung gibe es fiir x = 1 Keil-
winkel, bei denen nicht zwischen Winkelinnerem und WinkelduB8erem unterschieden
werden konnte, so daB keine Aussagen iiber Innenwinkelgré8en gemacht werden
onnen. Je nach dem in Rede stehenden Fall eines elliptischen, hyperbolischen oder
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euklidischen r-dimensionalen Raumes miissen gewisse Ungleichheiten fiir die GroBen
dieser Keilwinkel erfiillt sein. Dariiber hinaus besteht im euklidischen Fall sogar eine
Bindungsgleichung zwischen den GréBen |«f'| aller Keilwinkel, derzufolge zum Aus-
druck kommt, daB unter den (g) Keilwinkeln (n — 2)-ter Ordnung nur (g) — 18Stiick
— bisauf die zusitzlichen Ungleichheiten — voneinander unabhéngig sind (vgl. [11, 1]).
Fiir den elliptischen Fall mit x = 1 findet man bei L. ScHLAFLI [11] auch heute
immer noch sehr brauchbare Formeln fiir die Gré8en der Kanten in Abhingigkeit von
den Keilwinkeln (n — 2)-ter Ordnung:

Es mégen die beiden Eckpunkte r und s des Simplexes R durch die Kante 7, s ver-
bunden sein. Ihre GréBe sei mit |r, s| bezeichnet. In [11] wird cos |r, sj durch den
Quotienten @ von zwei homogenen Formen dargestellt. Der Zihler ist homogen vom
ersten Grade in den Cosinuswerten der GroBen derjenigen Keilwinkel, die von der
festen Wand w, des Simplexes, die dem Eckpunkt ! gegeniiberliegt, und den iibrigen
Simplexwiinden jeweils erzeugt werden mit ! = r (oder auch in gleichberechtigter
Weise mit ! = s). Der Nenner ist homogen vom zweiten Grade in den Cosinuswerten
der GroBen derselben soeben genannten Keilwinkel. Werden darum die Gré8en dieser
Keilwinkel, in denen diese beiden Formen homogen sind, simtlich durch ihre Supple-
mente zu 7 ersetzt, dann ergibt sich fiir den Quotienten der beiden Formen der Wert
—@Q. Wird dieser Wert wiederum als Cosinus der GroBe einer Kante aufgefaft, dann
muf diese von der Gr6Be = — |r, 8| sein.

Dieses findet geometrisch seinen Niederschlag in der Tatsache, daB es zu einem ellip-
tischen Simplex R gewisse weitere Simplexe, Nebensimplexe genannt, gibt, bei denen
bestimmte Winkel und Kanten durch solche supplementirer GréBe (beziiglich ) zu
ersetzen sind. Derartige Kanten sollen Supplementkanten genannt werden.

Definition 5. Werden genau diejenigen Kanten des elliptischen Simplexes R™
durch ihre Supplementkanten ersetzt, die von genau einem Eckpunkt k von R™ aus-
gehen, dann entsteht das Kantenskelett eines weiteren Simplexes *R(™. Dieses Sim-
plex wird Nebensimplex von R™ (beziiglich der Ecke k) genannt. Zur Vereinfachung
der Sprechweise soll in diesem Zusammenhang auch das Ausgangssimplex als ein
Nebensimplex bezeichnet werden.

Effektiv bedeutet das im sphirischen Modell des elliptischen Falles die Ersetzung von
gewissen Eckpunkten durch ihre diametralen Gegenpunkte einschlieflich der von
diesen ausgehenden neuen Kanten. Im zweidimensionalen elliptischen Raum ist das
in Abb. 1 veranschaulicht. Die Dreiecke O, I, IT bzw. III sind Nebendreiecke, im Bild
hier um das Ausgangsdreieck (zweidimensionales Simplex) O angeordnet.

Fiir zwei verschiedene Punkte in einem elliptischen Raum gibt es immer genau zwei
Moglichkeiten, sie durch eine Kante zu verbinden. Die Summe der GroBen dieser
n

\ (2 ) (n

Punktepaare aus der Menge . im r-dimensionalen elliptischen Raum genau 2 :)
Méoglichkeiten, so daB dabei je zwei Punkte immer durch genau eine Kante verbunden
sind. Fiir die Punktmenge O™ gilt

Satz la. Fir die Eckpunkimenge O™ (n = r + 1 = 2) im r-dimensionalen ellipti-
schen Raum gibt es stets eine (r — 1)-dimensionale Hyperkugel mit dem Radius o,
0 < p < n/2, die in threm Auferen keinen Punkt von D™ enthill.

Da stets ein g mit p < g < n/2 existiert, ergibt sich sofort auch

Satz 1b. Fiir ein beliebiges Punkie-n-Tupel in einem (n — 1)-dimensionalen ellip-

beiden méglichen Kanten betrigt n. Demzufolge gibt es fiir die moglichen
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tischen Raum gibt es stets eine Hyperkugel mit Radius g, 0 < § < n/2, die in threm
Inneren alle Punkte dieses n-Tupels enthqilt.

Zum Beweis von Satz 1a wird zunéchst ein Hilfssatz bendotigt.

Hilfssatz 1. Zu Q™ < K1Y} (n = r + 1 = 2) gibt es stets eine (r — 1)-dzmenswnale
Hyperebene, die keinen dze.ser n Punkte enthilt.

Beweis. Durch vollstindige Induktion 148t sich der Beweis fiihren. Fiir n = 2 ist die
Behauptung trivial. Unter der Voraussetzung, daf die Behauptung fiir n (= 2) gilt,
wird jetzt die Punktmenge £(*+1) (im (r + 1)-dimensionalen elliptischen Raum be-
trachtet. Durch n Punkte P,, P,, ..., P, von (**+1) ist eindeutig eine r-dimensionale
Hyperebene h, erklirt, die einen elliptischen Raum von der Dimension r darstellt.
In dieser gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine Hyperebene k,_, der Dimension
r — 1, die die Punkte P; (v = 1, 2, ..., n) nicht enthilt. Ferner gibt es genau eine
Hyperebene, die k,., und den restlichen Punkt P,,, von Q"+ enthilt. Alle anderen

Hyperebenen durch %,_, enthalten keinen der Punkte aus Q"+, Damit ist der Hilfs-
satz bewiesen.

Beweis von Satz la. Zu Q™ gibt es eine (r — 1)-dimensionale Hyperebene #,
die ™ nicht enthélt. & kann auch als Hyperkugel um ihren Pol P mit Radius 7/2
aufgefaBt werden. Jetzt ist der Radius dieser Hyperkugel um P stetig soweit zu ver-
kleinern, bis zum ersten Mal mindestens ein Punkt von Q™ auf der Hyperkugel-
oberfliche zu liegen kommt. Der Radius dieser Hyperkugel % ist kleiner als /2. Die
Menge Q™ liegt dabei im Innern oder auf dem Rand von & mit dem Mittelpunkt P.
Das bedeutet, daB alle Punkte der Menge (" von P einen Abstand < 7/2 haben, der
nicht groBer als der Hyperkugelradius ist.

Eine Hyperebene durch das Kugelinnere, das die Punktmenge Q™ enthilt, zerlegt
dieses in zwei jeweils zusammenhingende Gebiete, Seiten der Hyperebene beziiglich
des Kugelinneren genannt. Sie werden durch die Hyperebene getrennt. Es: werden
nun diejenigen Hyperebenen betrachtet, bei denen sémtliche Punkte von /* jeweils
auf genau einer Seite der betreffenden Hyperebene liegen. Diese Seite werde die post-
tive Seite der Hyperebene genannt. Der Durchschnitt aller méglichen positiven Hyper-
ebenenseiten einschlieflich Rand wird — wie im Euklidischen und Hyperbolischen —
der Simplexkirper genannt (vgl. Formel (2)) und definiert ein zuliissiges Simplex R™,
Die zugehorige Kantenkonfiguration stellt das Skelett dieses zuldssigen Simplexes
dar und wird den folgenden Untersuchungen zugrunde gelegt. Damit gilt

Hilfssatz 2. Zu der Eckpunktmenge 2 — K17, (n = r + 1 = 2) gibt es stets min-
destens ein zuliissiges Simplex R™ mit 0™ als Eckpunkimenge.

Aus den bisherigen Betrachtungen folgt, da ein zulédssiges Simplex genau durch
Definition 2 zusammen mit Definition 1 fiir » := 1 erklirt wird. Denn ‘ist R ein
zuldssiges Simplex, dann sind zunéchst die Eigenschaften in Definition 3 erfiillt. Da
fiir ein zuldssiges Simplex der Simplexkorper im Sinne von d) der Definition 2 erklirt
werden kann, ist auch f) wieder sinnvoll, und cc) ist von selbst erfiillt. Umgekehrt be-
schreiben Definition 1 und 2 ein zulissiges Simplex. Die bisher in der Literatur auf-
tretende Beschrinkung bei gewissen Polyederuntersuchungen auf kleine Bereiche des
elliptischen Raumes entspncht der Forderung der Hyperkugelelgenschaft die sich
in diesem Zusammenhang als eine natiirliche topologische Forderung aus innergeo-

metrischen Griinden fiir die Existenz eines zulissigen Simplexes verstehen li8t.
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Es gibt nun verschiedene Moglichkeiten, Kanten von R™ durch ihre Supplement-
kanten so zu ersetzen, dal ein Nebensimplex entsteht. Fiir jedes dieser Nebensimplexe
gilt

Satz 2. Ist R™ =1,2,...,n (n = 2) ein zuldssiges Simplex, dann ist auch jedes
Nebensimplex kR™ (k = 1, 2, ..., n) etn zuliissiges Simplex.

Beweis. Es ist zu zeigen, dafl das Kantenskelett von *R™ die Hyperkugeleigen-
sohaft erfiillt. Alle im folgenden vorkommenden Hyperebenen sind selbstverstindlich
elliptische Hyperebenen. Da fiir » = 2 die Behauptung sofort einzusehen ist, sei nun-
mehr n = 3 und o. B. d. A. k := »n. Die Wand w, von B™ gegeniiber dem Eckpunkt n
erzeugt die (» — 2)-dimensionale Hyperebene h, durch alle Eckpunkte von w,. Auf
Grund der Voraussetzung eines zuléissigen Simplexes R™ muB auch w, ein zulédssiges
(n — 2)-dimensionales Simplex sein. Es liegt im Innern einer Hyperkugel k,. Aus der
Hyperkugeleigenschaft fiir R 1Bt sich ableiten, daB es in k, eine (n — 3)-dimensio-
nale Hyperebene A gibt, die keinen Eckpunkt von R'™ enthilt und fiir die w, auf
genau einer Seite beziiglich h, liegt. Dieses gelingt unter Beachtung der Umkehrung
des Uberganges von Hilfssatz 1 zu Satz 1a. Durch & und den Eckpunkt = ist eindeutig
eine (n — 2)-dimensionale Hyperebene festgelegt, die zusammen mit der Hyperebene
h, zwei Klassen von (n — 2)-dimensionalen Hyperebenen, die jeweils alle durch &
gehen, trennt, namlich solche, die einen inneren Punkt der Kante 1, » von R™ ent-
halten, und solche, die mit derselben Kante 1, n keinen Punkt gemeinsam haben. Aus
den beiden Klassen wird je ein Repriisentant, k. aus der ersten und k_ aus der zweiten
Klasse, ausgewihlt. Fiir k, gilt, daB ihr Durchschnitt auch mit jeder anderen Kante
n,§(j =1,2,....,,n — 1) nicht leer ist. Dagegen ist der Durchschnitt von A_ mit jeder
Kante n, j (j = 1,2, ...,,n — 1) stets leer. h, bzw. h_ werden jetzt als Oberfliche je
einer Hyperkugel um ihren Pol P, bzw. P_ mit dem Radius =/2 aufgefait. Es lassen
sich dann entsprechend Satz 1a und 1b zu %, und A_ je eine Hyperkugel um P, bzw.
P_ jeweils mit einem Radius kleiner als /2 angeben, die das Kantenskelett des Sim-
plexes R™ bzw. des Nebensimplexes "R® in ihrem Inneren enthalten. *R™ hat folg-
lich die Hyperkugeleigenschaft und ist somit ein zulédssiges Simplex.

Zu einem Nebensimplex gibt es wiederum ein Nebensimplex beziiglich seines
Eckpunktes ! (I = k). Es gibt insgesamt 2" verschiedene Moglichkeiten, Eckpunkte
durch diametrale Punkte im sphirischen Modell zu ersetzen. Im Sinne der elliptischen
Geometrie sind unter all diesen méglichen Nebensimplexen immer genau zwei iden-
tisch, ndmlich diejenigen, die vermittels Ersetzung sémtlicher ihrer Eckpunkte durch
deren jeweiligen diametralen Punkte auseinander hervorgehen. Demzufolge gilt

Hilfssatz 3. Die Anzahl der verschiedenen durch N ebensimplexbildung entstehenden
zuldssigen Svmplexe vm ellvptischen r-dvmensionalen Raum st glevch 1/2 - 27 = 27,
Unter den Nebensimplexen von R gibt es verschiedene Arten hinsichtlich des Auf-
baus aus Kanten oder Supplementkanten von R™. Es gibt ") N ebensimplexe
s

(p — 1)-dimensional, das andere (n — p — 1)-dimensional ist. Die restlichen
Kanten sind Supplementkanten beziiglich der iibrigen noch nicht beriicksichtigten

, die jeweils genau zwei Untersimplexe von R enthalten, wobei das eine

n
Kanten von R™. Fiir gerades = gibt es noch die weitere Art von % (n) Neben-
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simplexen, die jeweils genau zwei (—2— — 1}-dimensionale Untersimplexe von R™

enthalten. Damit sind alle moglichen Nebensimplexe erfafit, ihre Summe ergibt wie-
derum 27-1; denn es gilt
firn = 2m — 1:

(n/21 [ 1 8 [n 1
i =— ¥ = — (1 1)n — 9n—1
p‘-z——‘o (P) 2 )= (P) 2 koS
und fiir » = 2m:
n2—-1 1 (" 1 2 (n
5 ()+?(”)=T 2 (2} = e
p=0 \P “\37 p=0 \P,

Es laBt sich ferner kombinatorisch abzihlen, wie viele Moglichkeiten es bei einem fest

vorgegebenen 0 — K1Y, fiir Skelette von zuléissigen bzw. nichtzulidssigen Simplexen
gibt:

Satz 3. Unter den 2(2) Moglichkeiten fiir evn Skelett eines r-dimensionalen ellvptischen -
Simplexes R™ mit der Eckpunkimenge Q™ (n =r + 1 = 2) gibt es genau 2"—1 Mog-
lichkeiten, die ein Skelett eines zulissigen Stmplexes ergeben. Die Menge dieser 27—1 zu-

lissigen Stmplexe ergibt genau die Menge aller zu evnem beliebigen Reprisentanten dieser
Menge gehorigen Nebensimplexe.

Beweis. Nach Hilfssatz 2 gibt es immer zu £, mindestens ein zuldssiges Simplex R,
dessen Eckpunkte genau Q™ darstellen. Wegen Satz 2 und Hilfssatz 3 sind alle 271
Nebensimplexe von E™ zulidssige Simplexe mit (™ als Eckpunktmenge. Nun ist nur
noch zu zeigen, daf alle anderen moéglichen Kantenskelette solche von nichtzu-
lassigen Simplexen sind. Bei einem solchen Skelett miissen fiir » = 3 mindestens drei
Punkte vorkommen, deren Kantenskelett ein nicht zuldssiges Dreieck darstellt.

Fiir n = 1 ist die Aussage in trivialer Weise erfiillt. Fiir » = 2 sind alle méglichen
Kantenskelette diejenigen von zuléssigen Simplexen. Ferner ist sofort einzusehen, da8
es fiir n = 3 genau 4 (= 23-') Moglichkeiten fiir Kantenskelette zuldssiger Dreiecke
(vgl. auch Abb. 1) und genau vier weitere Moglichkeiten von Kantenskeletten nicht-
zuléssiger Dreiecke (vgl. Abb. 2) gibt.

rd
b) c)

Abb. 2
Im Sinne einer vollstindigen Induktion wird nun angenommen, daB es fiir die Eck-

punktmenge Q% (k:=n — 3, » — 2 und » — 1; k = 4) genau 2¢—1 Kantenskelette
gibt, die zulidssige -Simplexe beschreiben. Nun kann Q(™ betrachtet werden. Zu-

8 Beitrige zur Algebra 6
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nichst wird fiir drei feste Punkte P,, P,, P; aus Q™ ein Kantenskelett eines nicht-

zulidssigen Dreiecks fixiert. Dann gibt es wegen der restlichen n) — 3 Kanten genau

! sichen (5
2(2)—3 Moglichkeiten von Kantenskeletten, die auf Grund des fixierten Kantenskeletts

n
eines nichtzuldssigen Dreiecks mit den drei Eckpunkten P;(: = 1, 2, 3) jeweils 2(2)_3
Kantenskelette aufbauen. Fiir die Eckpunktmenge Q" \ P, \ P, \ P, gilt nach Induk-
tionsvoraussetzung,daB zu ihnen genau 2" ~4Kantenskelette von zulissigenSimplexen
gehéren. Es gibt dann jeweils genau zwei Moglichkeiten, diese 2"~ 4zuléssigen Simplexe
mit einem zuldssigen Dreieck P,, P,, P; durch Kanten so zu verbinden, daB wieder
ein Kantenskelett eines zulidssigen Simplexes entsteht. Also existieren genau 273
solche Kantenskelette von zulissigen Simplexen. Darum ergeben sich fiir ein jedes

dieser vier zuldssigen Dreiecke 2 (2) =% _ 2n~3nicht zulissige Simplexe, also insgesamt
fiir die Eckpunktmenge £.("

4. 2(;)'3 4 (2(;)"3 _ 2n—3) — 2(;) — 9n—1

nichtzuléissige Simplexe. Das ist aber genau die Anzahl, die zusammen mit den bereits
2n-1Moglichkeiten fiir die Kantenskelette von zulissigen Simplexen die Gesamtanzahl

n
2(’) aller moglichen Kantenskelette ergibt. Satz 3 ist damit bewiesen.

4. Zuliissige elliptische Simplexe mit stumpfen Kanten
in Zusammenhang mit ihren Nebensimplexen

Es sollen nun Aussagen iiber Anzahlen von Kanten eines Skeletts eines zuldssigen
Simplexes R™ gemacht werden, deren GréBe n/2 iibertrifft. Eine solche Kante soll
stumpf genannt werden. Hat eine Kante die GroBe n/2, dann soll sie orthogonal ge-
nannt werden.

Satz 4. Zu der Eckpunktmenge Q™ < QI (n =7 4 1 = 2) gibt es ein Skelett
eines zuldssigen Simplexes, bev dem im Falln = 2m — 1 hochstens (m — 1)2 Kanten und
wm Fall n = 2m hochstens m(m — 1) Kanten stumpf sind.

Beweis. Fiir n = 3 gibt es zulissige Dreiecke, deren Kanten alle stumpf sind. Thre
Nebensimplexe besitzen genau eine stumpfe Kante. Ferner gibt es Eckpunktmengen
mit zuldssigen Dreiecken, deren Kanten alle nichtstumpf sind. Ihre Nebensimplexe
besitzen genau zwei stumpfe Kanten. Demzufolge gibt es zu einem Punktetripel im
zweidimensionalen elliptischen Raum immer ein Kantenskelett eines zulissigen Drei-
ecks, bei dem héochstens eine Kante stumpf ist. Im Sinne eines Induktionsbeweises
wird angenommen, daB es zu £(™ stets ein Kantenskelett eines zuldssigen Simplexes
gibt, bei dem héchstens (m — 1)2 bzw. m(m — 1) Kanten stumpf sind. Fiir » Punkte
aus Q"1 gibt es unter simtlichen maoglichen Nebensimplexen mindestens eins mit
einem Kantenskelett, das aus hichstens (m — 1) bzw. m(m — 1) stumpfen Kanten
besteht. Von dem noch nicht beriicksichtigten (n + 1)-ten Eckpunkt gehen n Kan-
ten aus. Sind mehr als [»/2] Kanten davon stumpf, so wird zu dem Nebensimplex
beziiglich dieser (n - 1)-ten Ecke iibergegangen. Dessen Skelett enthilt weniger
stumpfe Kanten. Gehen genau /2 stumpfe Kanten vom (n + 1)-ten Eckpunkt aus,
dann enthélt das Nebensimplex beziiglich dieser (n + 1)-ten Ecke nicht mehr stumpfe
Kanten als das urspriingliche Simplex. Demzufolge kommen zu den stumpfen Kanten
des Untersimplexes R™ héchstens [2/2] stumpfe Kanten noch hinzu. Das bedeutet
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fir n = 2m — 1:
w—w+[
und fiir n = 2m:
m(m — 1) 4 [2—;’1] = mi.
Definition 6. Ein Simplex aus der Menge aller zulissigen Simplexe, die die gleiche
Eckpunktmenge Q" haben, wird ein reduziertes (Neben-)Simplex genannt, wenn die

Anzahl seiner stumpfen Kanten im Vergleich zu allen seinen Nebensimplexen mini-
mal ist.

2m — 1

]:(m—l)m,

Ein reduziertes Simplex R" (n = 2) hat demzufolge nach Satz 4 héchstens ay(n)
stumpfe Kanten mit

%m=}@m—m+%u—wwﬂ (@)

Unter simtlichen zuldssigen Nebensimplexen mit der Eckpunktmenge 2™ kann als
cin Reprisentant ein reduziertes Siplex ausgewiihlt werden. Ein reduziertes Neben-
simplex ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, wie schon im Fall eines Dreiecks
mit genau einer stumpfen Kante sofort zu sehen ist (vgl. Abb. 3; stumpfe Kanten sind
fett gezeichnet). Die Nebendreiecke des Dreiecks O haben hier alle genau eine stumpfe
Kante.

Abb. 3

Definition 7. Das zuldssige Simplex R™ mit n = 2m bzw. n = 2m — 1 hat genau
dann die Struktur It = (R»—#/21, R(»/2)), wenn folgendes gilt: Die Eckpunktmenge
2™ von R™ zerfillt vollstéindig in die beiden Teilmengen £, und £,, wobei zu £,
genau m und zu £, die iibrigen m bzw. m — 1 Eckpunkte von R™ gehéren. Die bei-
den Untersimplexe von R™ mit den Eckpunkten £, einerseits und £, andererseits
besitzen jeweils nur stumpfe Kanten. Alle iibrigen Kanten von R™ sind nichtstumpf.

Satz 5. Esset R (n = 2) etn zulissiges Stmplex mit nur stumpfen Kanten. Ein dazu-
gehoriges reduziertes Nebensimplex hat die hochstmogliche Anzahl ay(n) stumpfer Kanten
im Vergleich mit allen reduzierten Nebensimplexen mit genau n Eckpunkten. Dieses redu-

zierte Nebenstmplex hat die Struktur M. Es gibt genau (2m N 1) verschiedene reduzierte
Nebensimplexe zu R(™. v

Beweis. Fiir das zulissige Simplex R{™ mit den Eckpunkten 1,2, ..., n soll jetzt
ein Nebensimplex konstruiert werden, bei dem mit m = n — [n/2] jeweils das Skelett
der zulédssigen Simplexe 1, 2, ..., m und m + 1, m + 2, ..., n nur aus stumpfen Kan-
ten besteht, die Verbindungskanten zwischen diesen beiden Skeletten jedoch nicht
stumpf sind. Zu diesem Zweck wird das Nebensimplex von R{" beziiglich der Ecke 1,

8*
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zu diesem das Nebensimplex beziiglich der Ecke 2 usw. sukzessiv bis zum Nebensim-
plex beziiglich der Ecke m konstruiert. Durch diese Konstruktion entsteht ein Sim-
plex der Struktur M. Im sphiirischen Raum kann es als ein Simplex angesehen wer-
den, in dem die Eckpunkte 1,2, ..., m durch ihre Gegenpunkte 1, 2,...,7 ersetzt
wurden. Man sieht sofort, daB diese Gegenpunkte dann wiederum durch stumpfe
Kanten zu verbinden sind und die nicht verinderten Eckpunktem + 1, m + 2, ..., n
ebenfalls weiterhin durch stumpfe Kanten verbunden bleiben. Dagegen sind die
iibrigen Kanten durch ihre Supplementkanten zu ersetzen, die demzufolge nicht
stumpf sind. Fiir die Anzahl der Kanten, die stumpf sind, gilt dann

fiir n = 2m — 1:

0+ (*3)-oe-

und fiir n = 2m:

(5)+(()=mn -

d. h., die Anzahl der stumpfen Kanten betriigt dy(n).
Da die m Eokpunkte, beziiglich derer sukzessiv die Nebensimplexe konstruiert wer-

den sollen, beliebig ausgewiihlt werden kénnen, gibt es demzufolge (:z) Moglich-

keiten der Auswahl. Fiir gerades n = 2m fallen aber immer jeweils zwei Moglichkei-
ten zusammen, 8o daB es auch in diesem Fall

1 (2m (2m)! (2m — 1)! 2m — 1
_2-(m)=2-m!-m!=ml-(m-—1)!=( m )
Moglichkeiten gibt.

Jetzt ist nur noch zu zeigen, daB ein Simplex R™ der Struktur 9 stets ein reduziertes
ist. Dieses ergibt sich aus den folgenden Hilfssitzen. :

Hilfssatz 4. Qibt es in einem zulissigen Simplex R™ (n = 2) einen Eckpunkt P,,
von dem fir n = 2m — 1 bzw. fiir n = 2m mindestens m stumpfe Kanten ausgehen,
dann st die Anzahl der stumpfen Kanten im Nebensimplex PrR™ um mindestens 1
niedriger. R™ st also kein reduziertes Simplex. Gibt es dagegen in R™ einen Eckpunkt
P,, von dem hochstens m — 1 stumpfe Kanten ausgehen, dann erniedrigt sich die Anzahl
der stumpfen Kanten in PrR™ nicht.

Beweis. Im Nebensimplex P:R™ iindern sich nur die Kanten, die von P, ausgehen.
Von P, gehen in PiR™ hichstens (2m — 2) — m = m — 2 bzw. (2m — 1) — m
= m — 1 stumpfe Kanten aus, es wird also stets die Anzahl der stumpfen Kanten
erniedrigt. Im Nebensimplex P1R™ gehen von P, mindestens (2m — 2) — (m — 1)
. =m— 1 bzw. (2m — 1) — (m — 1) = m stumpfe Kanten aus, es tritt also keine
Erniedrigung sondern héchstens eine Erhshung der Anzahl der stumpfen Kanten ein.

Definition 8. Das zulissige Simplex R?™ (m = 1) bzw. R2m-1 (m > 2) hat die
Eigenschaft (M) genau dann, wenn von keinem Eckpunkt des Simplexes mehr als
m — 1 stumpfe Kanten ausgehen.

Fir gerade und ungerade Dimensionen werden jetzt getrennt die weiteren Hilfssiitze
formuliert. ' .

Fiirn = 2m (m = 1) gilt:



Simplexe in r-dimensionalen Riumen konstanter Kriimmung 117

Hilfssatz 5. In einem zuliissigen Simplex mit der Eigenschaft (M), dessen Kanten-
skelett genau m(m — 1) stumpfe Kanten enthdlt, gehen von jedem Eckpunkt genau m — 1
stumpfe Kanten aus.

Beweis. Jede stumpfe Kante verbindet zwei Eckpunkte. Durch die stumpfen Kan-
ten werden darum insgesamt 2m(m — 1)-mal Punkte miteinander verbunden. Die
durchschnittliche Anzahl der Kanten, die von einem Punkt ausgehen, betragt darum
2m(m — 1)
2m
geben kann, sind es fiir jeden Punkt genau m — 1 stumpfe Kanten.

= m— 1. Da es nach Voraussetzung nicht mehrals m — 1stumpfe Kanten

Hilfssatz 6. Gegeben sei ein zuliissiges Stmplex R®™, th dem von jedem Eckpunkt

genaw m — 1 stumpfe Kanten ausgehen. Gilt fiir jeden Eckpunkt P des Simplexes R?™

die Evgenschaft

(S,) alle Eckpunktpaare P,, P, (P, == P,y; Py, P, & P) des Sitmplexes R®™, die
nicht durch stumpfe Kanten mit P verbunden sind, sind stets unteresnander
durch eine stumpfe Kante verbunden,

genau dann ist R®™ ein reduziertes Simplex. R®™ ist dariiber hinaus von der Struktur M.

Beweis. Gibe es in R?™ in dem von jedem Punkt genau m — 1 stumpfe Kanten
ausgehen, zwei Punkte P,, P,, die sowohl untereinander nicht als auch beide mit P
nicht durch eine stumpfe Kante verbunden sind, dann la8t sich zeigen, daB es ein
Nebensimplex mit weniger stumpfen Kanten gibt. Es gilt namlich:

a) das Nebensimplex von R®™ beziiglich P hat eine stumpfe Kante mehr,

b) zu dem in a) entstandenen Simplex hat das Nebensimplex beziiglich P, eine stumpfe
Kante weniger, es ist also wieder die alte Anzahl stumpfer Kanten erreicht,

¢) zu dem in b) entstandenen Simplex hat das Nebensimplex beziiglich P, drei
stumpfe Kanten weniger, also eine Reduktion der Anzahl stumpfer Kanten um ins-
gesamt 3 war méglich.

Vergleiche Abb. 4 fiir » = 6 (nur die stumpfen Kanten sind gezeichnet); in Abb. 4b

ist ein Nebensimplex zu dem in Abb. 4a dargestellt, das nach der obigen Anweisung
erzeugt wurde und weniger stumpfe Kanten als das Ausgangssimplex in Abb. 4 a hat.

P P
RQ ’?>i<’3
a) b)

Jetzt ist noch zu zeigen, daB fiir ein Simplex, in dem von jedem Punkt genau m — 1
stumpfe Kanten ausgehen und bei dem fiir jeden Eckpunkt die Eigenschaft (8,) gilt,
keine Reduktion der Anzahl der stumpfen Kanten durch Nebensimplexbildung még-
lich ist:

Von einem beliebigen Eckpunkt P; von R®™ gehen m — 1 stumpfe Kanten aus, ihre
anderen Endpunkte seien P,, Py, ..., P,. Zwei weitere davon verschiedene Punkte
miissen wegen der Eigenschaft (S,) untereinander durch eine stumpfe Kante ver-
bunden sein. Das heiBt, die restlichen Punkte P,,,,, ..., P,, sind die Eckpunkte eines .

Abb. 4
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Kantenskeletts, die untereinander nur durch stumpfe Kanten verbunden sind. Von
P,, gehen zu P,,,, ..., Pyy_, seine m — 1 stumpfen Kanten. Demzufolge miissen alle
Punkte P,, P,, ..., P,, wegen der Eigenschaft (S,) untereinander durch stumpfe Kan-
ten verbunden sein. Auch das Kantenskelett fiir die Punkte P,, ..., P, besteht nur
aus stumpfen Kanten; das Simplex R?™ hat die Struktur 9.

Es wird jetzt eines der beiden (m — 1)\-dimensionalen Untersimplexe R{™ und R{™
von R?m betrachtet, die jeweils nur aus stumpfen Kanten betehen, etwa Rm = P,,
P,, ..., P,. Dann liBt sich fiir die sukzessiv konstruierten Nebensimplexe von R@m
bezﬁglich der Eckpunkte von R{™ sagen, daB sich die Anzahl ihrer stumpfen Kanten
jeweils erhoht um 1, 3, 5, ..., 2m — 1. Das letzte hat demnach genau

m(m 1)

2(21)—-1) —z———m=m’

mehr, also insgesamt

mm — 1) + m?2 = m@2m — 1) = (2;’2)
stumpfe Kanten. Das sind aber alle Kanten von R@Zm,
Werden hingegen zuerst sukzessiv die Nebensimplexe beziiglich einiger Eckpunkte
des einen Untersimplexes, etwa mit N, N,, ..., N;_;, N; bezeichnet, betrachtet, bei
denen sich die Anzahl der stumpfen Kanten, wie soeben erlautert, jeweils immer erhéht,
und dann das Nebensimplex zu N beziiglich eines Punktes des anderen Untersim-
plexes, dann ergibt sich wieder dieselbe Anzahl stumpfer Kanten wie in N;_;. Folglich
gelingt keine Reduktion der Anzahl der stumpfen Kanten. Es hat sich somit ergeben:

Hilfssatz 7. Ein zuliissiges Stmplex von der Strukiur M st ein reduziertes.
Firn=2m —1 (m =2) gilt

Hilfssatz 8. In einem zulissigen Stmplex R2m—V mit der Eigenschaft (M), dessen
Kantenskelett genaw (m — 1)% stumpfe Kanten enthilt, gehen von mindestens m Eck-
punkten jeweils m — 1 stumpfe Kanten aus.

Um eine Verschérfung von Hilfssatz 8 zu formulieren, ist eine weitere Definition
niitzlich.

Definition 9. Ein zulissiges Simplex R?m—1 hat die Eigenschaft (MM) genau dann,
wenn es die Eigenschaft (M) hat und wenn von jedem Eckpunkt von R2m—1) mindestens
m — 2 stumpfe Kanten ausgehen.

Hilfssatz 9. In einem zulissigen Simplex RC™—1) mit der Ezgensrhaﬂ (MM), dessen
Kantenskelett genaw (m — 1)® stumpfe Kanten enthilt, gibt es genau m Eckpunkte,
von denen jeweils m — 1 stumpfe Kanien ausgehen. Von den iibrigen m — 1 Eck-
punkten gehen dann jewerls m — 2 stumpfe Kanten aus.

Beweis der Hilfssidtze 8 und 9. Werden die (m — 1)® stumpfen Kanten még-
lichst gleichméBig auf die 2 m — 1 Eckpunkte des Simplexes verteilt, dann ergeben
sich fiir jeden Eckpunkt durchschnittlich
2(m — 1 C om—1
am—1 " ! T a1
Kanten. Es kénnen demzufolge nicht von jedem Eckpunkt m — 1 stumpfe Kanten
ausgehen.
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Um die kleinste Anzahl der Eckpunkte zu bestimmen, von denen jeweils m — 1
stumpfe Kanten ausgehen miissen, muf die Anzahl der stumpfen Kanten, die jeweils
von den anderen Eckpunkten ausgehen, moglichst groB sein, nimlich m — 2. Dem-
zufolge ist anzusetzen, wenn z und y die Anzahl der Eckpunkte bedeutet, von denen
m — 1 bzw. m — 2 stumpfe Kanten ausgehen,

2(m — 1) 4 yim — 2) = 2(m — 12,
x + vy =2m — 1.
Daraus ergibt sich ¢ = m und y = m — 1.

Bemerkung. Sollen von méglichst vielen Eckpunkten jeweils m — 1 Kanten aus-
2(m — 1)2
m— 1
Von genau einem Eckpunkt geht dann keine stumpfe Kante aus. Eine Realisierung

dieser Aussage ist fiir n = 7 in Abb. b zu erkennen.

gehen, dann 148t sich dieses fiir genau = 2m — 2 Eckpunkte realisieren.

o7

2 Abb. 5

Hilfssatz 10. Gegeben set ein zulissiges Svmplex R?m—1 mit genau (m — 1)% stumpfen

Kanten und der Evgenschaft (MM).

Gilt fiir jeden Punkt P desSimplexes R®m—1), von dem genau m — 1 stumpfe Kanten aus-

gehen, die Eigenschaft

(Sy) jeder Eckpunkt P, (&=P), von dem genau m — 1 stumpfe Kanten ausgehen, ist
mat P durch eine stumpfe Kante verbunden,

genau dann tst R?m—1 ein reduziertes Simplex. R?m—1 4st dariber hinaus von der Struk-

tur IN.

Beweis. Gibe es in dem Simplex zwei Punkte P und P;, von denen jeweils genau
m — 1 stumpfe Kanten ausgehen, die aber nicht durch eine stumpfe Kante mit-
einander verbunden sind, dann 148t sich zeigen, dafl es ein Nebensimplex mit weniger
Kanten gibt. Es gilt ndmlich:

a) das Nebensimplex von R?m—1 beziiglich P hat genausoviele stumpfe Kanten wie
R(Zm—l)’ ’

b) zu dem in a) entstandenen Simplex hat das Nebensimplex beziiglich P, zwei stumpfe
Kanten weniger, weil hier von P; ja m stumpfe Kanten ausgingen, im Nebensim-
plex demzufolge nur m — 2 stumpfe Kanten ausgehen kénnen.

In Abb. 6a ist ein solches Simplex im Fall n = b mit seinem entsprechenden Neben-
simplex in Abb. 6b zu sehen (nur die stumpfen Kanten sind gezeichnet). Die Anzahl
der stumpfen Kanten ist entsprechend der obigen Anweisung erniedrigt worden.
Jetzt ist noch zu zeigen, daB fiir ein Simplex R®m—1 mit genau (m — 1)?stumpfen
Kanten, der Eigenschaft (MM) und bei dem fiir jeden Eckpunkt, von dem genau
m — 1 stumpfe Kanten ausgehen, die Eigenschaft (S,) erfiillt ist, keine Reduktion
der Anzahl der stumpfen Kanten durch Nebensimplexbildung eintreten kann:
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Es wird ein beliebiger Eckpunkt P, betrachtet, von dem genau m — 1 stumpfe Kan-
ten ausgehen. Deren andere Endpunkte seien P, P, ..., P,,. Dieses sind aber simt-
liche Eckpunkte, von denen genau m — 1 stumpfe Kanten ausgehen. Da fiir diese m
Punkte jeweils die Eigenschaft (S,) erfiillt sein soll, sind alle diese Punkte unter-
einander durch stumpfe Kanten verbunden, das Untersimplex mit den Eckpunkten
Py, P,, ..., P, besteht nur aus stumpfen Kanten. Da von diesen Punkten nicht mehr
als jeweils m — 1 stumpfe Kanten ausgehen koénnen, sind diese m Punkte mit den
restlichen 7 — 1 Punkten nicht durch stumpfe Kanten verbunden. Folglich sind fiir
diese restlichen Punkte P,,, ..., P;,-; noch die restlichen stumpfen Kanten, von

denen es
m m—1
(m—l)’-—(2)=( 9 )

. R R

a) b) Abb. 6

gibt, zu verteilen. Das ist jedoch nur so méglich, daB simtliche Kanten zwischen
diesen m — 1 Punkten stumpf sind. Also hat das Simplex R?m»-1 die Struktur .
Es werden jetzt die beiden Untersimplexe R, = R™ und R, = R™-1 yon R2m—1 der
Struktur I betrachtet, derenSkelette jeweils nur stumpfe Kanten besitzen. Fiir R2m—1)
erhdhen sich in den sukzessiv konstruierten Nebensimplexen beziiglich der Eckpunkte
von R, die Anzahlen der stumpfen Kanten jeweils um 2, 4, 6, ..., 2m — 2. Das letzte
Nebensimplex hat demnach genau

El2v=2(7g)=m(m— 1)

v=]1
stumpfe Kanten mehr. Also enthilt dieses Nebensimplex insgesamt

2m — 1
2

stumpfe Kanten, d. h., alle Kanten sind stumpf.

Wird hingegen ein Nebensimplex von R®m-1 beziiglich eines Eckpunktes von R, be-
trachtet, dann ergibt sich wiederum ein Simplex der Struktur 9. Werden erst suk-
zessiv Nebensimplexe N,, N,, ..., N;_,, N, beziiglich Eckpunkten von R, betrachtet,
wobei, wie soeben erliutert, die Anzahl der stumpfen Kanten erhéht wird, und dann
das Nebensimplex zu N, beziiglich einer Ecke von R,, dann wird die Anzahl der
stumpfen Kanten wieder erniedrigt auf die Anzahl der stumpfen Kanten in N,_,.So-
mit gilt schlieSlich

Hilfssatz 11. Ein zuldssiges Simplex Rm—1) yon, der Struktur M 5t ein reduziertes.
Damit ist der Satz 6 vollstindig bewiesen. '

In diesem Zusammenhang gilt auch noch
Hilfssatz 12. Gegeben sei ein zuliissiges Simplex R~ mit genau (m — 1) stumpfen

(m—l)’+m(m—1)=(



Simplexe in r-dimensionalen Riéumen konstanter Krimmung 121

Kanten und der Eigenschaft (M). Die Eigenschaft (MM) sei niché erfiillt. Dann ist R2m—1
kein reduziertes Simplex.

Beweis. Wenn (MM) nicht erfiillt ist, besitzt R@™—1 mehr als m Eckpunkte, von
denen jeweils  — 1 stumpfe Kanten ausgehen. Darum gehen in einem solchen Simplex
auf Grund des Beweises zu den Hilfssitzen 8 und 9 von mindestens m 4+ 1 Eck-
punkten jeweils m — 1 stumpfe, von den iibrigen Eckpunkten jeweils héchstens
m — 2 stumpfe Kanten aus. Es gibt dann wenigstens einen Eckpunkt P, von dem
weniger als m — 2 stumpfe Kanten ausgehen, weil sonst fiir die Gesamtanzahl der
Kanten folgendes gelten miiBte:

Wenn es genau m + z (z > 0) Eckpunkte gibt, von denen jeweils genau m — 1
stumpfe Kanten, von den iibrigen Eckpunkten jeweils genau m — 2 stumpfe Kanten
ausgehen, ergibt sich

%[(m— Iy (m 4+ z) + (m — 2) (2m— 1 —-(m+z))]

-
z

=m’-—2m+1+2

> (m — 1)2,

Man sieht daraus auch, daB sich nur fiir ein gerades z ein Kantenskelett mit genau
(m — 1)® 4 2/2 stumpfen Kanten realisieren 1iBt, wenn fiir R2m-1 die Eigenschaft
(MM) gelten soll.

Nun gibt es unter den Eckpunkten, von denen jeweils genau m — 1 stumpfe Kanten
ausgehen, mindestens zwei Punkte P; und P,, die nicht durch eine stumpfe Kante
verbunden sein kénnen, weil von P, genau m — 1 stumpfe Kanten ausgehen und es
aber mehr als m Punkte gibt, von denen genau m — 1 stumpfe Kanten ausgehen.
Jetzt 1aBt sich sofort ein Nebensimplex mit weniger stumpfen Kanten angeben:

a) Es wird das Nebensimplex von R@m—1 beziiglich P, konstruiert; dieses hat die
gleiche Anzahl stumpfer Kanten.

A R

0

a)
¢ c)
Abb. 7

b) Fiir dieses Nebensimplex P1Rm-1 wird das Nebensimplex. beziiglich P, betrachtet.
Dieses hat wenigstens zwei stumpfe Kanten weniger.

Vergleiche fiir n = 7 das Beispiel in Abb. 7a und 7b; durch Bildung eines weiteren
Nebensimplexes beziiglich P, ergibt sich hier Abb. 7¢. Dieses ist iibrigens ein redu-
ziertes Simplex. (Es sind nur die stumpfen Kanten gezeichnet.)

Satz 6. Ein zuldssiges Simplex R™ (n = 2), dessen Kantenskelett aus genau aq(n)
stumpfen Kanten besteht, ist genau dann von der Struktur M, wenn R™ ein reduziertes
Simple ist.
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Beweis. Nach Satz 5 hat ein Simplex von der Struktur It genau ay(n) stumpfe Kan-
ten und ist ein reduziertes Simplex. Man muB sich jetzt noch iiberlegen, daB ein redu-
ziertes Simplex R™ mit genau ay(n) stumpfen Kanten von der Struktur 9t ist. Das
148t sich aber aus den Hilfssitzen 4, 6, 10 und 12 sofort ableiten. Denn es gilt:
Nach Hilfssatz 4 mu8 R™ die Eigenschaft (M) besitzen, wenn es ein reduziertes Sim-
plex sein soll. Fiir n = 2m muB nach Hilfssatz 6 fiir ein solches reduziertes Simplex
die Eigenschaft (S,) erfiillt sein. Das ist, wiederum nach Hilfssatz 6, nur moglich, wenn
es von der Struktur I ist. Fiir n = 2m — 1 ist nach Hilfssatz 12 das Simplex R™
mit der Eigenschaft (M), fiir das die Eigenschaft (MM) nicht gilt, nicht reduziert.
Nach Hilfssatz 10 mu8 fiir ein solches reduziertes Simplex mit der Eigenschaft (MM)
auch die Eigenschaft (8,) erfiillt sein. Das ist, wiederum nach Hilfssatz 10, nur mog-
lich, wenn es die Struktur 9% hat. Damit ist Satz 6 vollstindig bewiesen.

5. Simplexbaukasten

Fiir die Polyederstruktur [, €, %, ~] (vgl. E. HErRTEL [9]) wird die Menge € — B
ein (universeller) Polyederbaukasten genannt, wenn die Operation ,,%* die elementar-
geometrische Addition bedeutet. Wird unter der Operation ,,x‘‘ sowohl die elementar-
geometrische Addition als auch, soweit ausfiithrbar, die elementar-geometrische Sub-
traktion verstanden, dann heiBt die Menge ‘B, wenn fiir diese die Eigenschaft der
Abgeschlossenheit beziiglich Addition und Subtraktion erfiillt ist, eine (elementar-
geometrische) B-Kategorie iiber € (vgl. H. HADWIGER [8]).

Es gilt der Satz, daB die Menge der Simplexe in &1 (x = 0, 4-1) ein Polyederbau-
kasten fiir alle 7-dimensionalen Polyeder des betreffenden Raumes ist. Andererseits
ist die Menge der eigentlichen r-dimensionalen Polyeder aus &% die kleinste Poly-
ederkategorie iiber der Menge der r-dimensionalen Orthoscheme desselben Raumes
(vgl. [8] fiir x = 0). Um der noch unbeantworteten Frage naherzukommen, ob die
Menge der Orthoscheme einen Simplexbaukasten und damit bereits einen Polyeder-
baukasten darstellt, wird jetzt fiir x = 1 ein Simplexbaukasten angegeben, der die
Menge der Orthoscheme als eine echte Teilmenge enthilt. Es gilt

Satz 7. In QI (r = 1) ust die Menge S+ aller zuliissigen r-dimensionalen Simplexe
mat nichtstumpfen Kanten ein Simplexbaukasten fiir alle zulissigen r-dimensionalen
Svmplexe.

Beweis. Der Beweis wird durch vollstindige Induktion nach der Dimensionszahl
gefiihrt. Fiir den Fall der Dimension r = 1 ist die Zerlegung einer stumpfen Kante in
zwei Kanten, die jeweils beide nicht stumpf sind, in trivialer Weise stets moglieh, in-
dem diese Kante in eine solche von der GréBe n/2 und in eine Restkante von einer
GroBe kleiner als #/2 zerlegt wird.

Nunmehr wird angenommen, der Satz sei richtig fiir die Dimension » — 1. Dann kann
filr die vollstindige Zerlegung eines zuldssigen r-dimensionalen Simplexes R™
(n = r 4+ 1) in Teilsimplexe mit nichtstumpfen Kanten folgender Algorithmus an-
gewendet werden:

1. Es wird ein beliebiger Eckpunkt P von R™ ausgewihlt. Diesem Eckpunkt P
liegt in R™ die (r — 1)-dimensionale Wand wp gegeniiber. Sie ist ein zuléssiges
Simplex.

Fiir praktische Zwecke ist es von Vorteil — hinsichtlich einer einfachen Ubersicht der
Konstruktion sowie hinsichtlich der Erreichung einer moglichst geringen Anzahl von
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Teilsimplexen aus €™ —, einen solchen Eckpunkt P nach folgenden Gesichtspunkten
auszuwihlen: Ist k die Anzahl der stumpfen Kanten, die vom Eckpunkt P; von
R™ ausgehen, dann sollte P ein Eckpunkt sein, fiir den m = Max (k,n — 1 — k) mog-
lichst grof3 ist. Falls es dann sowohl Punkte mit k = m als auch Punkte mit n — 1 — k
= m gibt, dann sollte fiir den auszuwihlenden Punkt P die Bedingungm =n — 1 — k
gelten. Es sei angemerkt, daB hierdurch P im allgemeinen jedoch nicht eindeutig
bestimmt ist.

2. Zu P wird in dem r-dimensionalen elliptischen Raum die Polare p konstruiert. Aus
p schneiden simtliche Kanten (oder deren Verlingerung) von R™, die P als den
einen Endpunkt haben, n — 1 Punkte aus. Diese Punkte werden durch das Kanten-
skelett verbunden, das als Projektion des Kantenskeletts der Wand wp bei der
(Zentral-)Projektion vom Zentrum P aus auf p entsteht. Dieses Kantenskelett ist ein
solches eines zulissigen (r — 1)-dimensionalen Simplexes w}p, was sich sofort aus der
Hyperkugeleigenschaft fiir die Wand wp ableiten 1aBt. Denn wird eine (r — 1)-
dimensionale Hyperkugel k,_,, die wp in ihrem Inneren enthilt, zusammen mit dem
Kantenskelett von wp von P aus auf p projiziert, dann enthélt das Bild k/_, von hyq
das Kantenskelett des Bildes w’ von wp ganz in seinem Inneren. Der groBte Durch-
messer o von hy_, ist kleiner als 7/2, da der Radius von h,_, kleiner als z/2 ist. Folglich
gibt es eine Hyperkugel mit Radius ¢ in p, die h;_; und damit das projizierte Kanten-
skelett in ihrem Inneren enthilt.

3. Gehen in R™ von P mindestens eine stumpfe Kante und mindestens eine nicht-
stumpfe, aber nicht orthogonale Kante aus, dann ist der Durchschnitt von wp und P
ein (r — 1)-dimensionales Polyeder, das w’ in zwei Teilpolyeder zerlegt. Diese beiden
Teilpolyeder sind, falls nétig, durch ,,Eckenabschneiden* mit Hilfe ihrer Diagonalen
jeweils in zuldssige Simplexe zu zerlegen. Die Gesamtzahl dieser Simplexe ist selbst-
verstindlich endlich; sie mégen mit w’ (1 =1,2,...,q,) bezeichnet werden.
Haben die von P ausgehenden Kanten in R™ entweder alle eine GréBe = 7/2 (stumpf
oder orthogonal) oder sind alle nichtstumpf, dann ist w% nicht zu zerlegen, und es wird
w'p” := wp und g, := 1 gesetzt.

4. Jedes (r — 1)-dimensionale zulissige Simplex w$’ (1 =1, 2, ..., ¢,) wird in zu-
lissige Simplexe zerlegt, die keine stumpfen Kanten besitzen. Das ist auf Grund der
Induktionsvoraussetzung gewihrleistet. Dadurch wird schlieBlich w}p in ¢ zulissige
Simplexe mit nichtstumpfen Kanten, namlich in R{*~1’, Rn—1"_ ., R("=1 vollsténdig
zerlegt.

5. Die jeweiligen elliptischen Ebenen durch P einerseits und durch jeweils eine Kante
der Simplexe R{"~1 (¢ = 1, ..., g) andererseits schneiden aus der Wand wp als Pro-
jektion der Simplexkanten von R{*~! wiederum Kanten aus. Diese werden derart zu
Kantenskeletten zusammengefaBt (eine Kante kann dabei zu mehreren Kantenskelet-
ten gehoren), so daB die Projektion dieser Kantenskelette von P aus jeweils die Kanten-
skelette der Simplexe R{"1 ({ =1, ..., q) ergibt. Diese Kantenskelette sind ein-
deutig bestimmt und geben AnlaB zu den zulissigen Simplexen Rpp=1'(y = 1, ..., g).
Sie stellen eine Zerlegung der Wand wp von R™ in zuliissige Simplexe mit nicht-
stumpfen Kanten dar.

6. Die Zerlegung der Wand wp in die Simplexe R("~1 induziert eine Zerlegung des
Simplexes R™ in Teilsimplexe, die alle P als einen Eckpunkt und jeweils Rip
(¢ =1, ..., q) als die dem Eckpunkt P gegeniiberliegende Wand besitzen. Bei einem
jeden solchen Teilsimplex kénnen nur solche Kanten stumpf sein, die P als einen
Endpunkt haben. Ferner besitzt die Projektion (Projektionszentrum P) der Wand von
R®™ (1 <7< g), die gegeniiber P liegt, auf die Polare p bei jedem R nur nicht-
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stumpfe Kanten. Die Menge der Simplexe R{"~V (i = 1, ..., q) zerfdllt in zwei Arten.
Die Simplexe der ersten Art haben keine stumpfen Kanten. Die Simplexe der zweiten
Art haben mindestens eine stumpfe Kante (mit P als dem einen Endpunkt). Die
iibrigen Kanten dieser Simplexe zweiter Art, die von P ausgehen, haben dann alle
eine Grofe = n/2.

7. Nunmehr wird das zuldssige Simplex R{™ (1 < ¢ < ¢) mit dem Eckpunkt P be-
trachtet, bei dem simtliche Kanten, die P nicht als Endpunkt enthalten, nichtstumpf
sind, und wobei fiir die GroBe aller Kanten, die P als einen Endpunkt enthalten, ent-
weder < n/2 (erster Art) oder = #/2 mit mindestens fiir eine Kante > n/2 (zweiter Art)
gilt. Gehort R{™ zur ersten Art, dann ist keine weitere Zerlegung erforderlich, es gilt
R™ € &™), Gehort R{™ zur zweiten Art, dann laBt sich R{™ durch Schnitt mit der
Polaren p in zwei Polyeder zerlegen. Das eine mit dem Fckpunkt P ist ein ortho-
pyramidales Simplex (alle Kanten, die von P ausgehen, sind orthogonal; vgl. [2]) und
gehort zu &™), Das zweite sei das Polyeder Q. Fiir dieses gilt das Folgende:

Da R{™ ein zulissiges Simplex ist, gibt es eine Hyperkugel %,, in derem Inneren E{®
enthalten ist. Das Kantenskelett von Q liegt demzufolge ebenfalls ganz im Inneren
der Hyperkugel k,. Alle Kanten und Diagonalen von Q als Verbindung zweier be-
liebiger Eckpunkte von Q im Inneren von k, kénnen nicht stumpf sein. Um dieses
nachzuweisen, ist lediglich noch der Fall zu untersuchen, bei dem der eine Eckpunkt
P, in p, der andere Eckpunkt P, nicht in p und P, nicht auf der Kante P, P, liegen
vgl. Abb. 8; durch einen Winkelbogen mit einem Punkt werden rechte Dreiecks-

pb Abb. 8

winkel gekennzeichnet). Die Projektion von P, in p sei P; (& P;). DannlaBt sich aber
immer die Kante P;, P, innerhalb eines elliptischen Dreiecks legen, bei dem zwei
Seiten die GroBe n/2 haben und die dritte Seite P;, P; eine .GroBe < /2 hat Dem-
zufolge kann die Kante P,, P, nicht stumpf sein.

8. Q kann darum wiederum durch ,,Eckenabschneiden stets in zulissige Simplexe
mit nichtstumpfen Kanten zerlegt werden. Damit ist eine vollstandige Zerlegung von
R in Simplexe aus der Menge ©™™ angegeben. Satz 7 ist somit bewiesen.

Jetzt soll ein Hilfssatz iiber die moglichen Gréfen der Kanten (Seiten) eines zulédssigen
Simplexes R® (Dreieck) angegeben werden.

Hilfssatz 13. Bet einem zulissigen Dreteck konnen hinsichtlich der Grofen der Seiten
genau die folgenden sieben, Fille auftreten (vgl. Abb. 9; stumpfe Seiten sind durch V erstdr-
kung, stumpfe (Drevecks-)Winkel durch einen verstirkten Winkelbogen gekennzeichnet):

1. keine stumpfe Seite und kein stumpfer Winkel,
2. keine stumpfe Seite und ein stumpfer Winkel,
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3. eine stumpfe Seite und exn stumpfer Winkel,
(der stumpfe Winkel liegt der stumpfen Seite gegeniiber),
4. zwet stumpfe Seiten und evn stumpfer Winkel
(ezne stumpfe und eine nichtstumpfe Seite erzeugen die Schenkel des Winkels),
5. zwer stumpfe Seiten und zwel stumpfe Winkel
(die beiden stumpfen Seiten erzeugen die Schenkel des dritten nichtstumpfen Winkels),
6. zwer stumpfe Seiten und drei stumpfe Winkel,
7. dret stumpfe Seiten und drer stumpfe Winkel.

Beweis. Betrachtet werden zulissige Dreiecke in der elliptischen Ebene. Ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit kann vorausgesetzt werden, dafl diese hochstens eine
stumpfe Seite besitzen. Andernfalls gibt es ein geeignetes Nebendreieck mit h6ch-
stens einer stumpfen Seite. Ein solches Dreieck D, dessen lingste Seite a sei, kann in

ein gleichschenkliges zulédssiges Dreieck G eingebettet werden, dessen Seiten die
GroBen n/2, n/2 und |a| besitzen (vgl. Abb. 10). Der Seite a liegt in D die Ecke 4

Abb. 10

gegeniiber. Ist die Seite a nichtstumpf (0 < |a| < #/2), dann besitzt nach Voraus-
setzung D keine stumpfen Seiten. Es kann in D h6chstens bei 4 ein stumpfer Winkel
vorkommen. Ist die Seite a stumpf (z/2 < |a| < =), dann sind nach Voraussetzung
die beiden anderen Seiten von D nicht stumpf. Bei 4 muB dann in D ein stumpfer
Winkel vorkommen. Konkrete einfache Beispiele fiir diese ersten drei Fille sind die
Dreiecke G selber fiir die beiden Fille 1 und 3 und fiir den Fall 2 das Dreieck mit den
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Seiten der GroBen n/2, n/3, =/3. Die Fille 4 bis 7 ergeben sich dann auf Grund der
eingangs gemachten Bemerkung iiber die Nebendreiecke.

Hilfssatz 14. Besitzt ein zulissiges Dreieck D des zweidimensionalen elliplischen
Raumes keine stumpfen Seiten, hiochstens eine orthogonale Seite und keine stumpfen
Winkel, dann kommit in D hochstens ein rechter Winkel vor.

Beweis. Dieser Hilfssatz ergibt sich einerseits sofort aus Sidtzen der sphirischen
Geometrie. In Analogie zum Beweis von Hilfssatz 13 la3t sich andererseits das Drei-
eck D ebenfalls in einem doppeltrechtwinkligen zuldssigen Dreieck einbetten, bei
dem die Seite, an der die beiden rechten Winkel anliegen, dieselbe Grée wie eine der
beiden Katheten von D hat (vgl. Abb. 11).

Abb. 11

In Abb. 12 sind Beispiele fiir die Zerlegung eines Simplexes R in Teilsimplexe aus
&M fiir » = 3 dargestellt. In Abb. 12a hat das Dreieck R® = P, P,, P, genau eine
stumpfe Kante P,, P,, und in Abb. 12b hat es drei stumpfe Kanten. R ist hier eine
Kante und hat die GroBe z/2. Wenn das Simplex R® genau zwei stumpfe Kanten hat,
dann 148t es sich entweder genauso wie in Abb. 12b zerlegen, wenn bei P ein stumpfer
Winkel oder, wie in Abb. 12¢, wenn bei P kein stumpfer Winkel liegt. Das sind, ab-
gesehen von dem Fall eines Dreiecks mit nichtstumpfen Kanten, das bereits selbst zu
&® gehort, gemi Hilfssatz 13 alle Moglichkeiten fiir ein zuldssiges Simplex R®),
Es gilt

Satz 8. Fiir jedes zuliissige Simplex R® gibt es eine Zerlegung tn hichstens sechs zu-
lissige Teilsimplexe RP® (1 =1,2,...,q; ¢ < 6) mit R € ©®. Fiir jedes zulissige
Simplex R® gibt es eine Zerlegung in hochstens 32 zulissige Teilstimplexe R (¢ = 1, 2,
v 7 ¢ < 32) mit RY € G4,

Beweis. Der erste Teil dieses Satzes folgt aus den vorigen Betrachtungen. Es ist
darum lediglich noch der Nachweis fiir » = 4 zu fiithren. Eine Klassifikation der
Simplexe B® (Tetraeder) nach der Anzahl ihrer stumpfen Kanten ergibt fiir die ein-
zelnen Tetraedertypen in erster grober Abschidtzung jeweils die folgenden Hochst-
zahlen von Teiltetraedern aus G®, in die R™® zerlegt werden kann:

1. keine stumpfen Kanten: Tetraeder ist selbst aus S®;
2. eine stumpfe Kante: hochstens 6 Teiltetraeder aus €™ ;

3. zwei stumpfe Kanten:
a) von genau einem Eckpunkt ausgehend: hichstens 6 Teiltetraeder aus &@,
b) gegeniiberliegend: hichstens 16 Teiltetraeder aus ©®;
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4. drei stumpfe Kanten:
a) von einem Eckpunkt ausgehend: hochstens 24 Teiltetraeder aus S,
b) ein Dreieck bildend: héchstens 6 Teiltetraeder aus &4,
¢) nicht von genau einer Ecke ausgehend und kein Dreieck bildend: héehstens
30 Teiltetraeder aus S9¥;

6. vier stumpfe Kanten:
a) die zwei nichtstumpfen Kanten von genau einem Eckpunkt ausgehend: héch-
stens 24 Teiltetraeder aus S®),
b) die zwei nichtstumpfen Kanten sind gegeniiberliegend: héchstens 46 Teil-
tetraeder aus G@;

6. fiinf stumpfe Kanten: hochstens 24 Teiltetraeder aus ®;
7. sechs stumpfe Kanten: hochstens 24 Teiltetraeder aus S,

Es soll jetzt hier nur der Typ 5b), der zunéchst zu der héchstméglichen Anzahl von
Teiltetraedern aus S fiihrt, falls die beiden nichtstumpfen Kanten noch zusiitzlich
nichtorthogonal sind, explizit zur Veranschaulichung des Zerlegungsalgorithmus dar-
gelegt werden.

Es seien P, Py und P,, P, die beiden nichtstumpfen und nichtorthogonalen Kanten
des Tetraeders R = P, P,, P,, P,, die Projektion der Wand w, von P aus in die
Polare p von P sei wp = Pj, P;, P; (vgl. Abb. 13a) (Schritte 1 und 2 des Algorithmus).
Der Durchschnitt von wp und p gibt die elliptische Kante D,, D,. Durch D,, D, wird
w’ in das elliptische Dreieck w'%” = D,, D,, P; und in das ebene elliptische Viereck
P{, D,, D,, P; zerlegt. Durch Eckenabschneiden entsteht aus dem Viereck etwa
w'®’ = Dy, D,, P; und v}’ = Pl, D,, P; (vgl. Abb. 13b) (Schritt 3). Jetzt werden
dle Dreiecke w"" (v =1,2,3) in zulissige Simplexe R{" (jeweils hdchstens sechs
Dreiecke; j = 1, 2, ..., ¢; ¢ < 18) zerlegt (Schritt 4). In Abb. 13¢ ist die Maximalzahl
von 18 Tenldrelecken angegeben. In jedem Dreieck ist eingezeichnet, zu wieviel Teil-
tetraedern von R® jedes R dann jeweils AnlaB gibt (Schritte 5 bis 8). Man beachte
dabei, dal die Dreiecke in w“" Teiltetraeder erster Art und die iibrigen Teildreiecke
solche zweiter Art induzieren. Als Maximalzahl von moglichen Teiltetraedern aus &®
ergibt sich demzufolge 6 -1+ 2-2 +4-3 + 6 -4 = 46.

Wird nun eine feinere Abschitzung der Anzahl der Teiltetraeder aus S* vorgenom-
men, so ergibt sich, daB im Héchstfall fiir den Typ 5b) eine Zerlegung von w'” in
sechs Teiltetraeder aus & nur vorliegen kann, wenn in w%"” drei stumpfe Winkel
vorkommen. Das bedeutet, daB sich fir w%” und w'?” eine Zerlegung in jeweils
hochstens drei Teiltetraeder aus S nétig macht, so daB man mit einer Héchstzahl
von insgesamt 32 Teiltetraedern aus S® — immer noch als gréfte Anzahl der Teil-
tetraeder im Vergleich zu allen anderen méglichen Tetraedertypen — auskommt. Aus
Abb. 14 kann hierfiir in analoger Weise wie vorhin aus Abb. 13¢ abgelesen werden:
4.4+3-3+2-24+3-1=232.

Da ein Simplex R™ aus S™ keine stumpfen Kanten hat, gilt auf Grund der Hilfs-
sitze 13 und 14 -

Satz 9. Die dreieckigen Wiinde eines zuliissigen Simplexes R'™ € @™ (n = 3) enthalten
jewerls hochstens einen stumpfen Dreieckswinkel. Enthilt eine dreieckige Wand wvon
R ¢ ™ ketnen stumpfen Dreieckswinkel, dann enthilt ste hochstens einen rechien
Dreteckswinkel, wenn mindestens zwer Kanten dieser Wand nicht orthogonal sind. Evne
dreieckige WamivonR“" € @™ kann nicht glewhzemg etnen stumpfen und einen rechten
Dreteckswinkel enthalten.
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Damit liegen in den zulissigen Simplexen aus &™ fiir die dreieckigen Winde die-

selben Verhiltnisse hinsichtlich des Vorkommens von stumpfen bzw. rechten Drei-
eckswinkeln wie bei jedem beliebigen anderen Simplex des euklidischen oder des

Abb. 14

hyperbolischen r-dimensionalen Raumes (r = n 4 1) vor. Darum konnen Simplexe
beziiglich des Vorkommens von stumpfen und nichtstumpfen Dreieckswinkeln in
Réumen konstanter Kriitmmung (bei positiver Kriimmung eingeschriankt auf zulissige
Simplexe aus @) gemeinsam weiteruntersucht werden.
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