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Zur Symmetriebeschreibung von OD-Kristallstrukturen!)
durch Brandtsche und Ehresmannsche Gruppoide

KoNRAD FICHTNER

1. Einleitung

Die Symmetrie einer dreidimensional-periodischen Kristall-Struktur kann durch eine
Gruppe charakterisiert werden. Bei Kristallen, die aus iibereinandergestapelten
Schichten bestehen, kann eine einzelne Gruppe entweder nur die Symmetrie einer
einzelnen Schicht oder die Symmetrien, die allen Schichten gemeinsam sind, erfassen.
Es besteht aber das Bediirfnis, die Symmetrie jeder einzelnen Schicht und dariiber
hinaus die Symmetriebeziehungen der verschiedenen Schichten zueinander anzugeben.
Das leisten Brandtsche und Ehresmannsche Gruppoide, wie sie in [4] zur Beschrei-
bung sogenannter OD-Strukturen aus Schichten und zur Herleitung wesentlicher
Eigenschaften dieser Strukturen verwendet werden.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, einen streng mathematischen Aufbau der Theorie
der OD-Strukturen aus Schichten zu entwickeln — einerseits als Grundlage fiir die
mathematische Formulierung von Problemen dieser Theorie und die Losung dieser
Probleme, andererseits als Modellfall fiir die Charakterisierung der Symmetrie von
Kristallstrukturen, fiir die der Gruppenbegriff zu eng ist.

Es erweist sich als moglich, die grundlegenden Begriffe OD-Struktur und OD-Gruppoid
in Analogie zum klassischen Fall dreidimensional-periodischer Kristall-Strukturen zu
definieren und zu zeigen, daB die hier angegebene Definition den Forderungen an
eine OD-Struktur in [4] gleichwertig ist (Abschnitt 7). Der klassische Fall ist in Ab-
schnitt 6 kurz dargelegt. Die Abschnitte 8—10 behandeln Aquivalenzrelationen von
OD-Gruppoiden. In den Abschnitten 2—4 werden eine Ubersicht iiber die verwende-
ten Bezeichnungen, ferner Definitionen aus der Theorie der Transformationsgruppen
des dreidimensionalen euklidischen Raums und der Theorie der Gruppoide angegeben.
Der Begriff der geometrischen Aquivalenz (Abschnitt B) ist einerseits geeignet, die
Symmetriebeziehungen von Paaren benachbarter OD-Schichten zu charakterisieren,
andererseits das wesentliche Hilfsmittel, um eine Klassifikation der’ OD-Gruppoide
vorzunehmen. Probleme werden in Abschnitt 11 angegeben.

1) OD A Order — Disorder; Strukturen, bei denen bestimmten GesetzmiBigkeiten folgende
Abweichungen von der dreidimensionalen Periodizitét moglich sind.
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2. Bezeichnungen und Definitionen
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Gruppe der affinen Transformationen von E
Gruppe der Translationen von E

Symmetriegruppe einer Struktur

Gruppe aller Translationen aus @

Kristallstruktur, d. h. Funktion f: £ — {0, 1, ..., N}
Element von E

Element von B

Element von 4, H homogener Anteil, t translativer Anteil
Matrix

Vektoren

Menge der ganzen rationalen Zahlen

Elemente von Z

f(Bzx) = f'(x) bedeutet: fiir alle x ¢ E gilt f(Bz) = f'(x)

Gruppoid; Gruppoide werden mit Fettbuchstaben geschrieben
Objektmenge von G

Morphismenmenge von G

Menge der Morphismen aus G von 7 und j

Bewegungsgruppoid, dessen Elemente Tripel (3, §, f) sind mit 1, j€Z,
peB :

Gruppoid der affinen Transformationen, dessen Elemente Tripel (7, §, «)
sind mit 7, j € Z, x € 4

zu den Objekten 7, © + 1 gehérendes volles Teilgruppoid von G
Untergruppe von B, die man fiir 7 € ob G, G < B, aus [7, 7]e erhilt,
wenn man ,,vergift, daf die Morphismen an das Objekt ¢ gebunden
sind

geometrische Aquivalenz der Gruppoide ¥, und V,in G

leere Menge

Element von

Menge, die das Element z enthilt

Zeichen fiir Ausagen, logisches ,,und* bzw. ,;oder,

»»folgt*, logische Gleichwertigkeit

Der Wert einer Funktion fiir ein bestimmtes Argument wird — wie all-
gemein iiblich — durch gewdhnliche Klammern bezeichnet, z. B. f(z).
Diese Klammern werden in zwei Fillen der Ubersichtlichkeit halber
weggelassen; bei Abbildungen «: E — E wird anstelle von «(z) einfach
ax geschrieben, und bei Elementen von mor A wird anstelle von
»((3, j, &) einfach »(3, j, x) geschrieben, z. B.v: 4 — A, (i, j, o) — « € 4
Faktorgruppe der Gruppe 7', nach dem Durchschnitt der Untergruppen
T, und 7T,
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3. Transformationsgruppen des euklidischen Raumes

Unter den Abbildungen des dreidimensionalen euklidischen Raumes auf sich inter-
essieren uns die affinen Abbildungen, d. h. solche, die sich durch lineare Transfor-
mationen der Punktkoordinaten

3
o= Y aum+t (0=123)

k=1
mit det (ay) 3 0 darstellen lassen (2} Koordinaten des Bildpunktes, x; Koordinaten
des Originalpunktes). H = (a;) heiBt der homogene Anteil der Transformation, t = (t;)
der translative.
Zwei Abbildungen «,: £ — E, x,: E — E lassen sich hintereinander ausfiihren. Wenn
auf ein z € E zuerst «, angewendet wird und auf den Bildpunkt «,x dann die Ab-
bildung «,, so schreiben wir «,x,x fiir den neuen Bildpunkt. Die Abbildung x > agx,
wird mit a,x, bezeichnet. Mit dieser Hintereinanderausfiihrung als Verkniipfung bilden
die affinen Abbildungen von E eine Gruppe, die wir mit 4 bezeichnen.
Isometrische affine Abbildungen von E heiBen Bewegungen von E. Eigeniliche Be-
wegungen sind Bewegungen, fiir die det (ay) > 0 gilt. Die Menge B aller Bewegungen
von E ist ebenfalls eine Gruppe. Der homogene Anteil einer Bewegung heiBt auch
rotativer Anteil. Affine Abbildungen mit

100
H=1010
001

heiBen T'ranslationen. Eine Translation v = (H, t) ist also durch ihren Translations-
vektor t bestimmt; wir verwenden deshalb das Symbol ;.

Drei Translationen heiBien linear abhiingig oder komplanar, wenn die zugehorigen
Translationsvektoren in einer Ebene liegen. Entsprechend heiBen zwei Translationen
kollinear, wenn die zugehérigen Vektoren parallel sind.

4. Gruppoide

In diesem Abschnitt werden die in dieser Arbeit benétigten Grundlagen iiber Gruppoide
zusammengestellt. Quellen sind dabei [11] und [17].
Ein Gruppoid G besteht aus

(i) einer Menge ob G von Objekten 1, j, k, ...,

~

(i) ewner Familie paarweise disjunkter Mengen [1, jl@, wobei jedem Paar (4, §) .
von Objekten aus G eine solche (mdglicherweise leere) Menge zugeordnet
ist. Die Elemente von [7, jl¢ heiBen Morphismen oder Abbildungen von 7
nach j. .

U [% jle = mor G wird als Morphismenmenge von G bezeichnet.

i,jEob G

(iii) einer Komposition von Morphismen, d. h. einer Abbildung
U, kle x [4, 1le — [4, kle
fiir jedes geordnete Tripel (¢, j, k¥) von Objekten.
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Fiir g, € [4, kla, 91 € [4, jl@ wird das Bild des Paares (g,, g,) mit g.g, (lies g, nach g,)
bezeichnet. -
Diese Daten sind folgenden Axiomen unterworfen:

(1) Assoziativitit der Kompositionen: Sind g9, und g¢,g, erklirt, so gilt stets
(95g2) 1 = 9a(920n) -

Man kann daher auf die Klammern verzichten.

(2) Identititen (Einselemente). Fiir jedes Objekt 7 € ob G gibt es einen identischen
Morphismus 1; € [, ]q, fiir den

lig=g¢g und gl;=g
stets gilt, wenn die linken Seiten erklért sind.

(3) I'nverse Elemente. Zu jedem Morphismus g € [7, jla, 7, j € ob G, gibt es eindeutig
ein inverses Element g-! € [, 7], so daB

997'=1 und glg=1,
ist.

Beispiele
1. Das Bewegungsgruppoid B:

obB = 2Z, .
mor B = ((¢,7,6) | %, j € Z ~ f € B};

Komposition: (4, k, 8) (¢, 7, B1) = (3, k, B B1)-
2. Das Gruppoid A der affinen Transformationen:

obA =2,
morA = ((3,§,x)|%,) €Z A« € A);

Komposition: (4, &, ;) (¢, §, ;) = (3, k, xg &;).

Ein Teilgruppoid S eines Gruppoids G ist ein Gruppoid, fiir das ob S < ob G und
[3, /1s E [3, j]e fiir beliebige <, j € ob S gilt und ferner die Komposition je zweier
Morphismen in S mit der in G iibereinstimmt. .
EinTeilgruppoid U eines Gruppoids G heiBt Untergruppoid von G, wenn ob U = ob G
ist.

Ein Teilgruppoid V eines Gruppoids G heiBt voll, wenn fiir 7, j € ob V stets die Be-
ziehung (7, j]ly = [1, jle gilt. Falls ¥V nur endlich viele Objekte %, %,, ..., ¢, enthilt,
bezeichnen wir das volle Untergruppoid von G mit diesen Objekten mit Va(7;,%,. . ., %y)-
Die zu einem Objekt © € ob G gehorende Morphismenmenge [7, 7] bildet mit der vom
Gruppoid herrithrenden Verkniipfung eine Gruppe. Mit Ug(?) wird die Untergruppe
von B bezeichnet, die dieser Gruppe in folgender Weise zugeordnet werden kann:

Uald) = {B € B| (3, 7, B) € [1, 1]l -

Brandtsche und Ehresmannsche Gruppoide. Man sagt, daBl zwei Objekte 1, 7, eines
Gruppoids G' zum gleichen Zusammenhangsbereich von G gehdren, wenn [7,, i3]e + 9
~ ist. Hat ein Gruppoid nur einen einzigen Zusammenhangsbereich, so heiBt es Brandtsch,
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sonst heiBt es Ehresmannsch. Die Maximalzahl M von Objekten 1,, 13, ..., 1y € ob G,
so daB [7;, i ]Je¢ = @ ist fiir alle §, k mit 1 < §, k < M, § + k, heiBt Anzahl der Zu-
sammenhangsbereiche von G.

5. Geometrische Aquivalenz von Teilgruppoiden von A

Es sei »: mor A — A diejenige Abbildung, die ,,vergiBt*, welche Objekte die Mor-
phismen von A verbinden, fiir die also

(% 7, @) >
gilt.
Definition 1. Die Teilgruppoide V;, V, & G < A heiBlen geometrisch dquivalent in
G, in Zeichen ¥V, g V,, genau dann, wenn es Abbildungen

F: V] —> Vz ,

w: ob V; - mor G .
gibt, die die folgenden Bedingungen erfiillen:
(i) F ist eineindeutig und Abbildung auf (injektiv und surjektiv),
(if) F(1;) = 1pg fiir jedes © € ob ¥,
(iii) F(hg) = F(h) F(g), wenn k, g € mor ¥, und hg in V, erklirt ist,
(iv) w(2) € [%, F(?)]qfiir jedes © € ob V;,
(v) () g = F(g) w(t), wenn g € [1, flv, ist,
(vi) (w(?)) = v(w(j)) fiir 4, j € ob V.
Bemerkung zur Definition 1. Der hier verwendete Begriff der geometrischen Aquivalenz
von Teilgruppoiden von 4 entspricht dem Begriff der Aquivalenz in [4]. Definition 1 ist eine
Kombination von zwei kategorientheoretischen Begriffen, des Begriffs der Isomorphie von Kate-
gorien [17, 8. 7] und des Begriffs der natiirlichen Transformation [11, 8. 198], [17, 8. 12] mit der
speziellen Bedingung (vi). Mit diesen Begriffen kann Definition 1 folgendermaBen gefaB8t werden:
V) und V, heiBen geometrisch équivalent in G genau dann, wenn es einen Isomorphismus F:
V) — V, gibt und eine natiirliche Transformation (I, w, F) in der Menge R(V;, G) aller natiir-

lichen Transformationen von ¥ in G derart, daB (vi) erfiillt ist (I: V; - G ist der Inklusions-
faktor).

Definition 1'. Die Teilgruppoide V;, V, & G < A heiBen geometrisch iquivalent in
G bis auf Translationen, wenn es Abbildungen

F: V>V,
w:ob V; - mor G
derart gibt, daB die Bedingungen (i) bis (v) von Definition 1 gelten, sowie:

(vi')  Fir beliebige 1, j € ob ¥, stimmen die homogenen Anteile von »(w(z)) und
»(w()) iiberein.
Definition 1”. Zwei Gruppoide ¥V, V,C G S Amitob V; = (i,5+ 1,...,% + k)

heiBen in G bis auf Bewegungen aus By, B,,,, ..., By, geometrisch dquivalent, wenn es
Abbildungen

F:V,—>V,,
w: ob ¥V; > mor G
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derart gibt, daBl die Bedingungen (i) bis (v) von Definition 1 gelten sowie:
(vi”)  Es existieren Bewegungen f; € B;, flis1 € Bis1y --+s Bisk-1 € Biwkr, 80 daB fiir
allej,j=%7+1,..,v++k—1,

W) B; = »(w( + 1)
gilt.

6. Dreidimensional-periodische Kristallstrukturen
und ihre Symmetriegruppen

Ein mathematisches Modell der Struktur eines Kristalls, der Atome oder Ionen von N
chemischen Elementen enthilt, ist die Funktion f: £ — {0, 1, 2, ..., N} mit

n, falls z € E der Schwerpunkt eines Atoms des n-ten Elements
flz) = ist, 1 =n <N,
0  sonst.

Die Symmetrieeigenschaften der Struktur werden durch die Menge ihrer Deck-
operationen beschrieben, d. h. durch die Menge derjenigen Bewegungen g € B, fiir
die f(Bx) = f(z) fiir alle z € E gilt (im folgenden schreiben wir f(8z) = f(x) anstelle
von ,,f(Bx) = f(x) fiir alle x € E*“). Es ist leicht zu sehen, daB die Deckoperationen
einer Struktur mit der Hintereinanderausfithrung als Multiplikation eine Gruppe
bilden, die Symmetriegruppe @ der Struktur.

Die Idealstruktur eines Kristalls hat folgende Eigenschaft: Es existieren drei nicht-
komplanare Translationen 7,, 75, 7¢, die Deckoperationen der Struktur sind:

f(zaz) = f(r67) = f(1ex) = f(). (1)

Fiir jede andere Translation 7, die ebenfalls Deckoperation der Struktur ist, ist t
eine ganzzahlige Linearkombination der Vektoren q, b, ¢.

Eine Gruppe G — B mit der Eigenschaft (1) wird kristallographische Bewegungsgruppe
oder auch diskrete Bewegungsgruppe mit endlichem Fundamentalbereich genannt. Eine
solche Gruppe besitzt die folgenden Eigenschaften (vgl. [13, S. 32], [19, S. 95]):

(1) Um jeden Punkt z € E- kann man eine Kugel K(z) mit dem Radius 7(x)
beschreiben, so daB fiir jedes g € G folgendes gilt: Entweder g(x) = z, oder
g(z) liegt auBerhalb der Kugel K(zx).

(if) Es gibt eine Kugel K im Raum E, so daB zu jedem Punkt x € E eine Be-
wegung g € @ existiert, so daB g(z) innerhalb von K liegt.

Die Symmetrie einer dreidimensional-periodischen Struktur wird meist durch die so-
genannten Gitterkonstanten und die Raumgruppe angegeben. Zur Gruppe G haben
diese beiden Angaben folgende Beziehung: Als Gitterkonstanten werden sechs Para-
meter bezeichnet, die Betrige von a, b, ¢ und die Winkel zwischen je zwei dieser Vek-
toren. Als zu @ gehorende Raumgruppe wird die Klasse der diskreten Bewegungs-

gruppen
{aeGax~! | & € A} (2)

bezeichnet. Es gibt 219 Raumgrupf)en. In der Kristallographie ist eine etwas feinere
Klasseneinteilung iiblich. Dazu la8t man in (2) nicht beliebige affine Transformationen

zu, sondern nur solche mit positiver Determinante des homogenen Anteils von . Man
erhiilt 230 Raumgruppen. »
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Raumgruppe und Gitterkonstanten charakterisieren eine kristallographische Be-
wegungsgruppe G bis auf eine (eigentliche) Bewegung: Eine Gruppe @’ hat genau
dann die gleiche Raumgruppe und die gleichen Gitterkonstanten wie G, wenn es eine
(eigentliche) Bewegung 8 € B gibt, so daf}

G’ = pGp?
ist. Diskrete Bewegungsgruppen, deren Translationsgruppe von zwei nichtkollinearen
Translationen erzeugt wird, kann man ebenfalls bis auf eine Bewegung durch Gitter-

konstanten und Raumgruppe (eine sogenannte ebene Raumgruppe) charakterisieren.
Es gibt 80 ebene Raumgruppen, die z. B. in [4, S. 83—85] angegeben sind.

Punktgruppen. Einer Bewegung kann man ihren rotativen Anteil zuordnen. Mit
dieser Zuordnung erhillt man zu jeder Gruppe @ — B eine Gruppe G, von Matrizen,
die isomorph zur Faktorgruppe von @ nach 7 ist.
Als Punktgruppe einer kristallographischen Bewegungsgruppe G bezeichnet man die
Klasse

((@ik) Go(aix)™* | det (ai) =+ 0).

Es gibt 32 verschiedene Punktgruppen, die den sogenannten Kristallklassen ent-
sprechen. Zwei Symmetriegruppen, die zur gleichen Raumgruppe gehéren, haben
auch die gleiche Punktgruppe.

Eine ausfiihrliche Darstellung der mit diskreten Bewegungsgruppen zusammen-
hingenden Probleme einschlieBlich der Beweise ist in [1] enthalten. Hier wurden als
Quellen auflerdem[3, 12, 13, 16] verwendet. '

7. Symmetriebeschreibung von 0D-Strukturen

Die Idealstruktur von OD-Kristallen aus Schichten. In Analogie zu dem
oben angegebenen Modell fiir eine dreidimensional-periodische Kristallstruktur kann
man die Idealstruktur eines aus iibereinandergestapelten Schichten Ly, =0, +1,
12, ... bestehenden OD-Kristalls durch eine Folge (f;);cz von Funktionen f;:
E — 0,1, ..., N} beschreiben:

n, falls # der Schwerpunkt eines Atoms der n-ten Atomsorte
filx) = ist und dieses Atom zur j-ten Schicht gehért,

0 sonst.

Falls dieses Modell, bei dem jedes Atom durch einen einzigen mit einem Gewicht ver-
sehenen Punkt repriisentiert wird, sich als zu stark vereinfacht erweist, miissen die f;
komplizierter definiert werden. In jedem Fall ist es moglich, die Struktur eines OD-
Kristalls durch geeignete Funktionen f;: E — Z zu beschreiben. Diese Funktionen be-
trachten wir als gegeben. Uns interessiert deshalb hier auch nicht die Frage der sinn-
vollsten Einteilung eines OD-Kristalls in Schichten, die in praktischen Fillen natiir-
lich auBerordentlich wichtig ist. . ,

Zur Formulierung des Begriffs OD-Struktur erweist sich eine Funktion

x: B— {0, +1, —1}
als zweckméBig. Fiir # € B setzen wir

+1 fir prpl=r<,
x(f) =q—1 fir prhfl=1_
0 sonst.
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Dabei ist ¢ = a X b. Die Vektoren a, b sind die Translationsvektoren zu den beiden
Erzeugenden 7,4, 7p von ( T; (siehe Definition 2, Bedingung 1 (ii)).

j€z
Leicht zu zeigen sind die Gleichungen

2B = x2(B), (3)
2Baby) = 2(B2) - 2B (x(By) + 0). 4)

Definition 2. Die Idealstruktur eines OD-Kristalls, kurz OD-Struktur genannt, ist
nach [4] durch die folgenden drei Eigenschaften charakterisiert:

1. (i) Die zu jedem j € Z gehérende Gruppe T';,
T, =(v]|7 €T A fi(rz) = [;(x))
ist eine von zwei nicht-kollinearen Translationen erzeugte abelsche Gruppe.

(ii) N 7 ist eine von zwei nicht-kollinearen Translationen 1,, 75 erzeugte abelsche
jez
Gruppe.

2. Fiir 1, j € Z, p € B mit f;(fx) = fi(z) existieren f', " € B derart, daf}
(i) fiir 4(8) = +1=>

[fi(B'x) = fi(2) A fin1 (B'2) = fin(z) v
fi(B'®) = fin(@) A fia(B'2) = fi(z)] ~
[f;(B""x) = filx) A fi(B"%) = fia(2) v
fi(B"®) = fiaa(2) A fia(B %) = fi(0)],

(i) fir 2(8) = —1=>

[f;(B'x) = fi(x) A fia(f'®) = fialz) v

fiB'®) = fia(@) A fin(f'2) = filx)] ~

[fi(8"x) = filx) A fi1(8"%) = fin(z) v

i(B"2) = fin(x) A fi-1(B"2) = fil@)].
3. Fiiri,j € 2, f € Bgilt

1i(Bx) = fi(@) A fi11(B2) = fin(2) = x(B) = +1,
fi(Bx) = fi(@) A fina(B2) = fiaa(2) = 2(B) = —1.

Bemerkungen zur Definition 2. Die erste Forderung bringt zum Ausdruck, daB jede
Schicht in zwei verschiedenen Richtungen Translationen als Deckoperationen besitzt und daB es
ferner Translationen in zwei verschiedenen Richtungen gibt, die Deckoperationen nicht nur fiir
einzelne Schichten, sondern fiir die OD-Struktur als Ganzes sind.

Die zweite Forderung bedeutet, daB gleich aufgebaute Schichten (das heiBt die zugehorigen
Funktionen f; und f; lassen'sich durch eine Bewegung ineinander {iberfiihren) zu den unmittelbar
benachbarten Schichten gleiche Relativlage haben. Ausfithrlicher: Wenn es eine Deckoperation
gibt, die die i-te Schicht in die j-te Schicht iiberfiihrt, gilt (i) fir (8) = +-1: Es gibt Deckopera-
tionen B’ bzw. B”, die das Schichtpaar (3, ¢ 4 1) in das Schichtpaar (j, j 4 1) bzw. das Schichtpaar
(s, ¢ — 1) in das Schichtpaar (j, j — 1) @iberfithren; (ii) fiir x(8) = —1: Es gibt Deckoperationen f’
bzw. 8", die das Schichtpaar (3, + — 1) in das Schichtpaar (j, 7 + 1) bzw. das Schichtpaar (3, ¢ + 1)
in das Schichtpaar (j, § — 1) iiberfithren.

Die dritte Forderung ist eine Konsequenz, die sich aus der Voraussetzung ergibt, daB iiberein-
andergestapelte Schichten vorliegen, also die (s + 1)-te Schicht iiber der i-ten und die (j 4 1)-te
Schicht iiber der j-ten liegt. '
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Aus Bedingung 1 ergibt sich, daB fiir # € B mit f,(8z) = fi(2) nur 4(8) = +1 oder
2(B) = —1 mdglich ist, nicht aber x(8) = 0. Denn aus f;(fz) = f,(x) folgt T; = BT -
Da die zu a, b gehorenden Translationen 74, 75 sowohl zu 7'; als auch zu T; gehéren
(Bedingung 1 (ii)), ist fz¢f-! gleich 7. oder gleich 7_..

Der Begriff ,,0D-Struktur kann durch Modifizierung der Forderungen 1 bis 3 enger
oder weiter gefaBt werden. Ferner konnen zusitzliche Forderungen aufgestellt
werden.

Modifizierungen der Bedingung 1 (ii) sind
L. (ii)’ Fiir v, j € Z gilt T; = T;.

1. (ii)"” Fiir jedes 2 € Z ist T; n T';,, eine von zwei nichtkollinearen Translationen er-
zeugte abelsche Gruppe.

Sinnvolle zusitzliche Forderungen sind

4. M ist eine natiirliche Zahl: Es gibt M Zahlen aus Z, jj, j,, ..., iu, 80 daB fiir
jedes j € Z genau ein m, 1 <m < M, existiert mit f; (fr) = f;(z) fiir eine geeig-
nete Bewegung f.

5. Fiir jedes = € E ist eine der drei folgenden Bedingungen erfiillt:
(i) fiir alle ¢ € Z ist fi(x) = 0,
(ii) es existiert genau ein 7 € Z mit fi(x) &= 0,
(iii) es existiert genau ein ¢ € Z mit f;(x) = 0 und f,,(x) &= 0 und fi(®) = 0 fiir
jedes j mit § 4= 4 und j %= 7 + 1. 7
In [5, 8. 34] wird angenommen, daB die Forderungen 1(i), 1(ii), 2, 3, 4 gleichwertig

sind zu den Forderungen 1(i), 1(ii)”, 2, 3, 4. Das in Abschnitt 10 angegebene Beispiel
widerlegt diese Annahme. .

OD-Gruppoide. Hinsichtlich der Symmetrie der einzelnen Schichten und hinsicht-
lich der Relativlage gleichgebauter Schichten wird eine OD-Struktur durch ein
Gruppoid G beschrieben, das mit den f;, j € Z, folgendermaBen zusammenhéngt:
obG =2,
mor G = ((3, /, f) | %, j € Z A fi(fz) = fi(x));
Komposition: (4 k, ﬂ2) (% I .Bl) = (3, k, B2 ﬂl)'
Alle derartigen Gruppoide G sind Untergruppoide des in Abschnitt 4 definierten
Bewegungsgruppoids B. Unter Beriicksichtigung der Bedingungen 1 bis 3 von Defi-

nition 2 erhilt man also: Die Symmetrie einer OD-Struktur wird durch ein Unter-

gruppoid G des Bewegungsgruppoids B beschrieben, das die folgenden drei Eigen-
schaften hat:

1. (i) Fiir jedes 1 € Z ist T, T; = {v | v € T~ (4, 1, 7) € G}, eine ven zwei nicht-
kollinearen Translationen erzeugte abelsche Gruppe.

(ii) N T ist eine von zwei nicht-kollinearen Translationen 4, 75 erzeugte abel-
'se(fhe Gruppe.
2. Fiir jedes (%, §, B) € mor G gilt:
i) 28 = +1>Vali i+ 1) & Ve, j + 1) A

G
Vali, i — 1) = Vglj,j — 1),
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G
(i) xB=-1 Ve, —1)=Va(jj+ 1)~
G
Va(i,7 4+ 1) = Valj,j — 1).
3. (4,/,BEGA(I+1,j4+ 1,8 € G= x(f) = +1,
(h5HBEGAET+1,j—1,8€eG= yp) = —1.
2: B— {0, 41, —1} ist dabei die zu Beginn dieses Abschnitts definierte Funktion.

Definition 3. Untergruppoide von B mit den Eigenschaften 1 bis 3 werden OD-
Gruppoide genannt.
Die zusiitzliche Bedingung 4 lautet:

4. G besteht aus M Zusammenhangsbereichen, M = 1 natiirliche Zahl.

Die in den Definitionen 2 und 3 enthaltene mathematische Formulierung der Nach-
barschaftsbedingung fiir OD-Schichten stimmt mit den aus physikalischen Uber-
legungen gewonnenen Forderungen in [4] iiberein. Um das zu zeigen, machen wir das
folgende Gedankenexperiment: Wir nehmen an, daB zwei OD-Gruppoide &, G’ bis zu
‘einer Schicht k yéllig iibereinstimmen, und zeigen in Satz 1, daB allein aus den Be-
dingungen 1 bis 4 der Definition 3 folgt, daB die (k + 1)-te Schicht und das Schicht-
paar (k, k 4+ 1) fiir beide OD-Gruppoide bis auf eine Bewegung iibereinstimmen.
Andererseits kann die Lage der (k + 1)-ten Schicht von G und G’ bei den Bedingun-
gen 1 bis 4 der Definition 3 sich genauso unterscheiden, wie man das von den For-
derungen in [4] erwartet.

Satz 1. Es set G ein OD-Gruppoid mit endlicher Zahl von Zusammenhangsbereichen
und G' ein OD-Gruppoid, so daf fir 2, § < k qilt:

(7, 4, B) € mor G' & (2,4, B) € mor G.

Dann 13t wenigstens eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) Es existiert ein (k, k, ;) € mor G mat y(f) = +1 und
*+1,k+4+1,p€emorG & (k+ 1,k + 1, 187!) € mor G,
(k, k+1,8) € mor G’ & (k, k + 1, §,f;*) € mor G.

(ii) Es existiert ein (k, k + 1, f;) € mor G mit y(8,) = —1 und
(k+ 1,k + 1, f) € mor G’ & (k, k, f1fBr") € mor G,
(k, k4 1,8) € mor G’ & (k + 1, k, p,ff7") € mor G.

Beweis. Aus der Endlichkeit der Anzahl der Zusammenhangsbereiche folgt nach
den Beweisen von Satz 3 und Satz 4 (siehe unten), daB ein %, € Z, i, < k, und ein
B € B existieren, so daB (1, k, B) € G und %() = +1 ist. Nach Bedingung 2 von Defi-
nition 3 gilt
S G’ ‘ . - .
Ve k+ 1) = Vel w + 1), o : (6)
o *ie G :
Valio o + 1) = Valk, k + 1). (6)

Da % < k ist und da G und G’ iibereinstimmen, wenn die beteiligten Objekte <k
sind, folgt :

Valiy, 1 + 1) = Valip, % + 1),

7
Valk, k + 1) = Valk, k + 1). 0
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Es seien
F:Ve(k,k+ 1) > Vg(k, k + 1),
w: |k, k+ 1) >mor B

die nach Definition 1 zu der geometrischen Aquivalenz (7) gehérenden Abbildungen,
die durch Kombination der entsprechenden Abbildungen von (5) und (6) entstanden
sind.

Dann gilt (k) € G, wegen der vorausgesetzten teilweisen Ubereinstimmung von G
und G'. )

(i) Es sei w(k) € [k, k]g, also w(k) = (k, k, B;) fiir eine gewisse Bewegung B,. Nach
(vi) aus Definition 1 ist w(k + 1) = (k + 1, k + 1, 8,). Folglich gilt nach (v)
aus Definition 1 fiir jedes (k + 1, k 4+ 1, B) € mor G’ '

k+LE+LB) R+ 1L, k+ 1,8 =F((k+ 1L,k+1,8) (k+1,k+1,8)
S F((k+ Lk+1,8) = (k+ LEk+ 1,468
Fiir jedes (k, k + 1, B) € mor G’ gilt

(k+ 1L, k-+1,8) (k k+ 1,8 = F((k, k + 1,8)) (k, k, 1)
= F((k, J + l’ﬁ)) = (I(', k + l’ ﬂlﬂﬂl_l *

Da f#, das Produkt zweier Bewegungen ist, deren yg-Werte wegen Bedingung 3
von Definition 3 entweder gleichzeitig + 1 oder gleichzeitig — 1 sind, gilt x(8,) = 1
nach (4).

(ii) Fiir o(k) € [k, k 4 1]g 1Bt sich in ganz analoger Weise zeigen, dafl die Bedingung
(ii) von Satz 1 erfiillt ist.

8. Der Typ eines 0D-Gruppoids

Fiir OD-Gruppoide sind verschiedene Klasseneinteilungen zweckmiiBig, die teilweise
den Klasseneinteilungen bei Symmetriegruppen entsprechen (z. B. den Begriffen
Raumgruppe und Punktgruppe), teilweise neu sind und sich aus der Tatsache er-
geben, daB es sich bei einem OD-Gruppoid nicht um ein einzelnes Objekt handelt,
sondern um eine unendliche Menge von Objekten.

OD-Gruppoiden kann man einen ,,Typ‘ zuordnen. Ein einfache Definition dieses
Begriffes, die auf den bisher verwendeten Begriffen und Bezeichnungen beruht, ist
weiter unten angegeben (Definition 4'). Die zunichst angegebene Definition 4 ist
komplizierter, hat aber den Vorteil, daB sie die Definition des Begriffes OD-Gruppoid-
Familie vorbereitet. Fiir eine vorgegebene Anzahl M von Zusammenhangsbereichen
héngt der Typ eines OD-Gruppoids davon ab, ob die Deckoperationen, die die Schich-
ten ineinander iiberfiihren, Oberseite auf Oberseite oder Oberseite auf-Unterseite ab-
bilden.

Am Beispiel M = 1 1Bt sich das am einfachsten erldutern. Falls die einzelne Schicht
eine Deckoperation besitzt, die die Oberseite in die Unterseite iiberfiihrt, also (2, 7, f)
€ mor G mit yg(f) = —1, symbolisieren wir die Schicht durch einen Doppelpfeil § .
Falls die Schicht keine solche Deckoperation besitzt, symbolisieren wir sie durch
einen einfachen Pfeil 1. Wie unten bewiesen wird, sind nur drei verschiedene Typen
méglich (Abb. 1a—c). Alle anderen Typen, wie z. B. die in Abb. 1d, e charakteri-
sierten, widersprechen der Bedingung 2 fiir OD-Gruppoide (Definition 2).

6 Beitrige zur Algebra 6
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Die Funktion . Fiir die Definition des Begriffs ,,Typ‘ fiihren wir eine Funktion
n:Z — {0, +1, —1} ein. Es sei j;, j,, ..., ju ein Reprisentantensystem fiir die
Zusammenhangsbereiche von G. 7(j,), 1 =< m < M, wird folgendermafen festgelegt:

() = 0, falls ein (ju, jm, B) € G mit x(B) = —1 existiert,
MIm) =11 sonst.
Fiir jedes j € Z mit (, jm, ) € G, 1 = m =< M, soll
n(7) = n0m) - 2(B) (8

gelten.

| 1

Abb 1. Schematische Darstellung von
Strukturenauseiner Art von Schichten
a) OD-Struktur vom Typ I,
T b) OD-Struktur vom Typ 11,
b

!
T
| !
l
T
!

l ¢) OD-Struktur vom Typ III,
) ) d) e) d), e) keine OD-Strukturen

|
|
:
|
|
i,

Lemma 1. Zu einem vorgegebenen Repriisentantensystem fiir die Zusammenhangs-
bereiche st n eindeutig definiert.

Beweis. Fiir jedes j € Z existiert genau ein m, 1 < m < M, mit

BI1BEBA(jm B EG) +9.

Gilt 7(jn) = 0, so ist nach (8) auch n(j) = 0. Ist 9(jn) = 1, (s jm> ) € G, (s Jms B)
€ G, so folgt (jm jm BB € G und wegen 7(j,) = +1 auch y(p'f')=1. Da
2(8') == 0 und g(8-!) == O ist (siche Bemerkungen zu Definition 2), folgt aus (3) und
(4) x(B") = x(B).

Folgerung. Wenn j,, ..., jy und ji, ..., jj zwei Reprisentantensysteme fiir die
Zusammenhangsbereiche des OD-Gruppoids sind und #®, 5 die zugehérigen Funk-
tionen Z — {0, +1, —1} ‘bezeichnen, besteht folgender Zusammenhang: Fiir alle
Objekte ;j desselben Zusammenhangsbereichs von G gilt

entweder 7M(j) = y®(j)

oder  7(j) = —n®(j) + 0.

Definition 4. Die OD-Gruppoide G, und G, heillen vom gleichen Typ, in Zeichen
G, e G,, genau dann, wenn es eine Abbildung ¢: Z — Z gibt, die folgende Eigen-

schaften hat:



Symmetriebeschreibung von OD-Kristallstrukturen 83

(i) ¢ ist beziiglich der in Z definierten Ordnung < ein Isomorphismus oder ein
Antiisomorphismus.

(i) Fiir jedes Paar (7, j) € Z X Z gilt
[ ile, = 9 < [¢(9), 9(j)]e, = 9.
(iii) Fiir jedes 7 € Z gilt
n6(1) = 0 & ng,(¢(2)) = 0.
(iv) Fiir jedes Paar (3, j) € Z X Z gilt mit [7, j]g, & @ auch

16,(1) = n6.(f) © nau(e()) = n6(e()-

Bemerkung. Aus Bedingung (ii) folgt, daB zwei OD-Gruppoide vom gleichen Typ
auch die gleiche Anzahl von Zusammenhangsbereichen haben. Ein Brandtsches und
ein Ehresmannsches Gruppoid kénnen daher nicht vom gleichen Typ sein.

Bedingung (ii) ist fiir Brandtsche OD-Gruppoide G, und G, offensichtlich erfiillt.

Lemma 2. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Es ist zu zeigen, daf} o reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

G -~ G. Als ¢: Z — Z nimmt man die identische Abbildung. Dann sind (i) und (ii)

offensichtlich erfiillt. Wie man aus der Folgerung von Lemma 1 erkennt, sind (iii)
und (iv) auch fiir die Wahl unterschiedlicher Reprisentantensysteme bei der Defi-
nition von 7 erfiillt.

G, o G,=> G, = G,. Die Bedingungen (i) bis (iii) aus Definition 4 sind beziiglich G,
und G, offensichtlich symmetrisch. Die Bedingung (iv) ist es bestenfalls wegen der
Bedingung (ii).

G, =t G, N G, et G;=> G, i~ G,. Wenng,: Z — Z und ¢,: Z — Z die zu G,?’ G,
und G, = G, gehorenden Abbildungen sind, fiir die jeweils die Bedingungen (i) bis
(iv) gelten, dann ist @,p,: Z — Z eine Abbildung, die zeigt, daBl G, = G, ist.

Die Frage, welche verschiedenen Aquivalenzklassen es beziiglich o in Abhingigkeit

von der Anzahl der Zussammenhangsbereiche von G gibt, wird in den folgenden drei
Sétzen beantwortet.

Satz 2. OD-Gruppoide mit einer unendlichen Anzahl von Zusammenhangsbereichen
liegen beziiglich ot in drei Aquivalenzklassen. Jeder Zusammenhangsbereich enthilt

hochstens zwei Objekte. Die dret Typen konnen in folgender Weise charakterisiert werden:

I. Es exustiert ein © € Z, so daf n(t) = 0 st.
11. Fiir alle v € Z gilt n(?) == 0.
Fiir alle,j € Z, % =+ §, gilt [, jle = 9.
II1. Fiir alle v € Z gilt n(¥) == 0.
Es existieren 1, € Z, 1 = §, fiir die [1, jla == O st.

Satz 3. Die Menge der OD-Gruppoide mit M Zusammenhangsbereichen, M > 1,
zerfiillt beziiglich o in vier Aquivalenzklassen. Diese vier Typen kinnen wie folgt charak-

et
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tervsiert werden:
1. Es existieren j € Z mit n(j) = 0.

Fiir jedes j € Z mit y(j) = 0 und fiir alle n,0 < n < P, qilt n(j + n) =+ 0.
P 13t daber die kleinste natiirliche Zahl, so daf fiir eine gewrsse Zahl vy € Z
[20s % + Pla == 9 und (i) = n(?y + P)
grlt.

II. Fiir alle j € Z qult 3(j) =+ 0. Es existiert exn © € Z, so dap fiir beliebige j,, j, € Z
mit §, =+ Jar * S Gy J2 < t + P die Beziehung (4, j.le = 9 gqult.

ITI. Fiir alle j € Z gilt y(j) = 0.
Fiir alle © € Z existiert mindestens ein Paar (jy, j,) € Z X Z mit §; == j, und
1<y j2 < T+ P, sodaP [y, jola + 9 ist.

Iv. Es gibt jy, j, € Z, 80 daff n(jy) = 1(js) = 0und 1 < j, — j, < P ust.

Satz 4. OD-Gruppoide mit einem einzigen Zusummenhangsbereich bilden beziiglich o~

drer Aquivalenzklasaen, die wie die Typen I, 11, 111 von Satz 3 charakterisiert werden
konnen.

Beweis der Sitze 2 bis 4. Aus den Bedingungen 2 und 3 der Definition 3 lassen
sich die folgenden Eigenschaften von OD-Gruppoiden mit Hilfe vollsténdiger Induk-
tion herleiten. Es sei G ein OD-Gruppoid und ¢, j, ,, » € Z. Wir schreiben [7, j] an-
stelle von [7, j]g. Dann gilt

(471 =8 ~An@) = () = [+ nj + n] =0 A+ n) = + n), 9
Ll +£8 Ant)=—9(G)=> [+ nj—n]+9 A6+ n)=—y(—mn), (10)
[3, 41 = 8 A~ (@) = n() = [,y + 2 — D =+ 8 A 5(Gi) = (i +nG —19), (11

) =0=>[t+n,7—n] 0 Ay + n) = —n0—n), (12)
() = 9() = 0=> [ji,  + 2n(j — )] + 0, (13)
1 % 7 A [, 7] = 8 A 5(?) = n(j) = G besteht aus hochstens
7 — © Zusammenhangsbereichen, (14)
1 % 7 A 5(?) = 5(j) = 0= G besteht aus hochstens
j — 7 +.1 Zusammenhangsbereichen. (15)

Wie die Eigenschaften (9) bis (13) bewiesen werden konnen, soll am Beispiel (10)
gezeigt werden. Fiir (9) und (11) bis (13) wird der Beweis ausgelassen. (14) folgt un-
mittelbar aus (11); (15) folgt aus (12) und (13).

Beweis von (10). Fiir n = 0 ist die rechte Seite von (10) identisch mit der linken.
(10) ist in diesem Fall also trivialerweise richtig. Wir nehmen an, da (10) fir n = m
richtig ist. Es gilt also [¢ +m, j — m] == @ und %(? 4+ m) = —n(j — m). Nach Defi-
nition von 7 gibt es ein § € B, so daB (v + m,j — m, f) € G und x(f) = —1 ist.
Wegen Bedingung 2 (ii) von Definition 3 gilt

G
Ve@+m,i+m+ 1) = Vg(j —m,j —m —1).
Nach Definition der geometrischen Aquivalenz existiert ein 8, € B, so daB entweder

@C+mj—mp)EG und C+m+1,j—m—1,p8)€G
oder
(i+M,f—m—1,ﬂ|)€G und ("+m+1r7—m:ﬂl)€G
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ist. Im ersten Fall gilt also [¢ + m 4+ 1, j — m — 1] & &, und nach Definition von 5
ist (2 +m + 1) =n(j — m — 1) - x(8)). Wegen Bedingung 3 aus Definition 3 ist
7(81) = —1 und folglich n(Z +m + 1) = —y(j — m — 1). Im zweiten Fall gilt
f4+m+1,j—m]+=0,[j—mi+m]+6,[¢+mj—m— 1] =0 und damit
[f+m4+1,j7—m— 1]+ 4.

Aus der Definition von 7 ergibt sich

(i —m — 1) = 9@z + m) - x(6),
n(@ 4+ m 4+ 1) = 9(j — m) - x(B1).

Zusammen mit der Induktionsannahme 7(z + m) = —#(j — m) erhdlt man aus die-
sen Gleichungen wieder (¢ + m + 1) = —n(j — m — 1).

Beweis von Satz 2. Die Forderung, dal die Anzahl der Zusammenhangsbereiche

unendlich ist, hat zur Folge, daB es nach (15)
hochstens ein 7 € Z mit 7(7) = 0 gibt (186)
und dafB nach (14)

jeder Zusammenhangsbereich hichstens zwei Objekte enthalt und
falls er zwei Objekte enthilt, diese unterschiedliche n-Werte haben.  (17)

Wegen (16) und (17) ist die Bedingung (iv) von Definition 4 fiir OD-Gruppoide mit
einer unendlichen Anzahl von Zusammenhangsbereichen trivialerweise erfiillt.
Unmittelbar aus Definition 4 folgt, dafl zwei OD-Gruppoide, die zwei verschiedene
der Bedingungen I, II, III von Satz 2 erfiillen, beziiglich = nicht dquivalent sein
koénnen.
Erfiillen andererseits G, und G, beide die Bedingung I und ist 7a,(%;) = 0, 7a,(%;) = 0,
so definieren wir ¢: Z — Z durch ¢(j) = j 4 %, — 7,. ¢ ist ein Ordnungsisomorphis-
mus. Wegen (12) und (17) ist (ii) von Definition 4 erfiillt. Wegen (16) gilt (iii).
Wenn G, und G, beide die Bedingung II erfiillen, gelten (i) bis (iii) offensichtlich fiir
die Zuordnung ¢(j) = 4, j € Z.
Fiir jedes G, das die Bedingung ITT erfiillt, gibt es ¢, j € Z mit [4, §] 3 @ und wegen
(17) n(z) = —n(j). *—j ist ungerade, denn sonst wire nach (10) % (1, _;-7 = 0 fiir
= 7;21 im Widerspruch zu ITl. Firk =7 4 1—

= §
__; gilt n(k) = —n(k + 1).

Wenn die OD-Gruppoide G, und G, beide III erfiillen, definieren wir ¢(§) = j + k,
— ky, wenn ky, k, € Z so beschaffen sind, daB

na(k) = —na(ky + 1) und 7, (k) = —nalk; + 1)

st. @ ist ein Ordnungsisomorphismus. Nach (10) und (17) ist (ii) von Definition 4 er-
iiillt. (iii) ist trivialerweise erfiillt. Satz 2 ist bewiesen, wenn wir uns noch davon iiber-
fzeugen, daB keine dieser drei Aquivalenzklassen leer ist. Die drei Typen von OD-
Gruppoiden mit unendlicher Anzahl von Zusammenhangsbereichen kann man durch
Tabelle 1 charakterisieren. Die Funktion o: ob G — Z kennzeichnet dabei die Zu-
gehorigkeit zu Zusammenhangsbereichen (zwei Objekte haben den gleichen g-Wert,
wenn sie zum gleichen Zusammenhangsbereich gehoren).

i
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Tabelle 1. Die drei Typen von OD-Gruppoiden mit einer unendlichen Anzahl von Zusammen-
hangsbereichen (vgl. Beweis von Satz 2)

Typl

Objekt i, —n =24 -1 4 |4 +1]4+2 i+ n
o (Objekt) n 41 3 2 1 2 3 n+ 1
1 (Objekt) | ... —1 e | —1 —1 0 1 1 1
Typ II

Objekt —n —2 —1 0 1 2 n

o (Objekt) —n -2 —1 0 1 2 n

7 (Objekt) | ... 1] ... 1 1 1 1 1 . 1
Typ III

Objekt k—n k—1 k k+1 k42 k+n
o (Objekt) n+1 2 1 1 2 - n
nObjekt) | ... | —1 | .. | —1 |—=1 1 1 o

Beweis von Satz 3. Ein OD-Gruppoid, das genau M Zusammenhangsbereiche
hat, muB genau eine der Bedingungen I bis IV aus Satz 3 erfiillen. Wenn zwei OD-
Gruppoide G, und G, verschiedene Bedingungen erfiillen, fithrt die Annahme
G, = G, zu einem Widerspruch. An welchen der Eigenschaften (i) bis (iv) von Defi-

nition 4 sich dieser Widerspruch zeigt, ist aus Tabelle 2 ersichtlich. In der Diagonale
dieser Tabelle ist eingetragen, wie ¢ definiert werden kann, wenn G, und G, dieselbe
Bedingung I bis IV erfiillen. (In der Tabelle steht ¢(j), j € Z.) Dabei sind 1%,, 7, € Z
beliebig mit 7g,(%;) = 0, 76,(13) = 0, ky, k; € Z, mit

[k, y + 1] =0 und 9g,(k) = —ne,(k + 1),
(kg ks + 1] =0 und 7ne,(k) = —na,(k: + 1).

Die Existenz derartiger Zahlen 1,, 7, folgt unmittelbar aus I bzw. 1V. Den Nachweis,
daB Zahlen £, k, existieren, kann man analog zur entsprechenden Aussage im Beweis
von Satz 2, III erbringen.

Tabelle 2. Zum Beweis von Satz 3

I I III v
1 I (i) (iii) '(iii), (ii)
I (iii) i (i), (iv) (iii)
I (i) @) (v) |Gtk —k | (i)
v (i), (iii) (iii) (iii) j+ i —,
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Offensichtlich ist ¢ in jedem der Fille I bis IV ein Ordnungsisomorphismus. Die Er-
fiilltheit der Bedingungen (ii) bis (iv) von Definition 4 ist gezeigt, wenn wir nachweisen,
daB in jedem der Fille I bis IV die Zahl P invariant ist, d. h. gleich fiir alle OD-Grup-
poide mit M Zusammenhangsbereichen, die der gleichen Bedingung I bis 1V ge-
niigen.

Zunichst folgt nach (9) aus [4, % + P] & @ und 75(%) = n(i + P) fiir beliebiges
1€Z, [t + P]+49,

n(@) = (i + P).

Es ist im

Falll: P =2M — 1 wegen (10),
Fallll: P=M wegen (14),
Fall III: P = 2M wegen (10),

Fall1V: P = 2M — 2 wegen (12).

Analog zum Beweis von Satz 2 werden die vier Typen von OD-Gruppoiden mit M
Zusammenhangsbereichen in Tabelle 3 charakterisiert.

Beweis von Satz 4. Da die Bedingungen I, II und III von Satz 4 mit den ent-
sprechenden Bedingungen von Satz 3 iibereinstimmen, ist bereits gezeigt, daB hoch-

Tabelle 3. Die vier Typen von OD-Gruppoiden mit M Zusammenhangsbereichen (vgl. Beweis
von Satz 3)

Typ I

Objekt vl B i |+ M =1 i+ M | |i+2M —2]i+2M —1]...
o (Objekt) |...| 1 | 2 |... M M. 2 1

n (Objekt) |...| o | 1 |... 1 =1 [... e 0
Typ II

Objekt vl i+t e i+ M —1 i+ M.,

o (Objekt) |... |1 2 |... M 1

7 (Objekt) [... | 1 t .. 1 1

Typ III

Objekt | i+t || i+ M=t | i+ M | |i+2M—1]it2H
o (Objekt) | ... | 1 2 |.. M ¥ .. i 1

7 (Objekt) | ... | 1 1 .. 1 -1 ... —1 1

Typ IV

Objekt cils i+ M —2|i+ M —1]|i+M|...|i+2M —2|i+2M—1].
o (Objekt) [...[1| 2 |[...] M—1 M M—1]... 1 2

7 (Objekt) |...]o| 1 |... 1 0 —1 ... 0 1
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stens vier Typen auftreten konnen. Aus Tabelle 3 ist ersichtlich, daB die ersten drei
auch bei Beschrinkung auf einen einzigen Zusammenhangsbereich existieren, nicht

aber Typ IV von Satz 3.

Satz 5. Der Begriff ,,Typ eines OD-Gruppoids mit M Zusammenhangsbereichen' ent-
spricht dem Begriff , Kategorie einer OD-Struktur aus M Arten von Schichten* aus
[4, 8. 24—25, 8. 64—67).

Beweis. Der Beweis von Satz 5 ergibt sich aus einem Vergleich von Tabelle IX aus
[4, 8. 67] mit Tabelle 3 der vorliegenden Arbeit.

Aus dem Beweis der Siitze 2 bis 4 folgt, daB der Begriff ,, Typ eines OD-Gruppoids*
auch folgendermaBen gleichwertig zu Definition 4 festgelegt werden kann.

Definition 4'. Der Typ eines OD-Gruppoids G mit einer endlichen Anzahl von Zu-
sammenhangsbereichen wird festgelegt durch

(i) die Anzahl M der Zusammenhangsbereiche von G,

(ii) die Existenz oder Nichtexistenz von Zahlen i € Z, fiir die (3, 7, f) € G mit
2(8) = —1 ist,

(iii) die kleinste Zahl P > 0, fiir die (0, P, §) € G mit y(f) = +1 ist.

Der Begriff ,,Typ eines OD-Gruppoids* wurde hier als eine Verfeinerung der Ein-
teilung nach der Anzahl M von Zusammenhangsbereichen eingefiihrt. Analog zum
Begriff ,, Kategorie von OD-Strukturen* in [4] ist es méglich, die vier Typen unab-
héingig von der Anzahl der Zusammenhangsbereiche zu definieren, so daB dann also
auch OD-Gruppoide mit verschiedener Anzahl von Zusammenhangsbereichen den-
selben Typ haben konnen.

Es sei G ein OD-Gruppoid.

Der Typ I liegt genau dann vor, wenn ein j, € Z existiert, so daB na(j;) = 0 und fiir
jedes j € Z mit ng(j) = 0 auch [4, j,]e¢ + 9 gilt.

Der Typ II liegt genau dann vor, wenn y(8) = 41 fiir jeden Morphismus (%,1,8) € G
gilt. _

Der Typ 111 liegt vor genau dann, wenn 7g(j) = O fiir jedes j € Z gilt und Morphismen
(% 4, ) € G mit x(8) = —1 existieren.

Der Typ IV liegt genau dann vor, wenn Zahlen J1> J2 € Z mit na(f;) = na(js) = 0
existieren, so daB [}, f,]Je = O ist.

9. OD-Gruppoid-Familien

In diesem Abschnitt soll die Klasseneinteilung nach Typen von OD-Gruppoiden ver-
feinert werden. Die zugehérige Aquivalenzrelation in der Menge aller OD-Gruppoide
soll mit G+ bzw. ~ bezeichnet werden. Dieser Begriff hat fiir OD-Gruppoide eine

analoge Bedeutung wie der Begriff Raumgruppe fiir kristallographische Bewegungs-
gruppen (vgl. Abschnitt 6).
Definition 5. Zwei OD-Gruppoide G, G, heiBen genau dann dquivalent beziiglich ~

wenn eine Abbildung ¢: Z — Z existiert, so daB auBer (i) bis (iv) von Definition 4

noch die folgende Bedingung erfiillt ist: \

(v) - Fir jedes ¢ € Z ist das volle Teilgruppoid V(3,7 + 1) in 4 geometrisch
dquivalent bis auf Translationen zum vollen Teilgruppoid Va,(cp(i), o(t 4+ 1)),
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wobei fiir die zugehorige Abbildung

Fi: Vg, (3,5 + 1) > Ve, (p(d), @i + 1)) (18)
noch gilt:
[%, ¢+ 1]la, = B = Fi(t) = ¢(1). ~ (19)

Bemerkungen zu Definition 5. Es lafit sich zeigen, daB (iii) aus (v) folgt. Fiir
Brandtsche OD-Gruppoide folgt (iv) ebenfalls aus (v).

In [4] ist der Begriff der OD-Gruppoid-Familie folgendermafen eingefiihrt. Aus-
gehend von einer OD-Struktur wird zu einer Familie von OD-Strukturen iiber-
gegangen. Eine OD-Struktur gehért zu dieser Familie, wenn zu jedem ihrer Schicht-
paare in der Ausgangsstruktur ein Schichtpaar existiert, aus dem es durch eine Be-
wegung hervorgeht. .

Von der Familie von OD-Strukturen gelangt man zur OD-Gruppoid-Familie, indem
man die Struktur (d. h. die speziellen Funktionen f;) ,,vergit‘ und vom Unterschied
in Translationsanteilen von Symmetrieoperationen abstrahiert.

Fiir Brandtsche OD-Gruppoide vom Typ I und II stimmt Definition 5 mit dem ent-
sprechenden Begriff aus [4] iiberein. Fiir Brandtsche OD-Gruppoide vom Typ III
und fiir Ehresmannsche OD-Gruppoide ist der in [4] eingefiihrte Begriff der OD-
Gruppoid-Familie feiner als der von Definition 5. Weiter unten wird deshalb in Defi-
nition 5’ der Begriff der OD-Gruppoid-Familie in Ubereinstimmung mit [4] fest--
gelegt. Zundchst werden aber einige Invarianten einer OD-Gruppoid-Familie an-
gegeben.

Satz 6. Es ser G, o Gy, ¢: Z — Z die zugehorige Abbildung und © € Z. Dann gult

(i) Die OD-Gruppoide G,, G, sind vom gleichen T'yp.
(ii) Die zu © und @(z) gehorenden maxvmalen Untergruppen U g,(¢) und Ua,(qp('i))
haben die gleiche ebene Raumgruppe.

(iii) Es set w;: (1,7 + 1} — A die nach den Definitionen 5 und 1’ zu jedem 1 € Z
gehorende Abbildung und

Yoid)) =i €4, oy = (Hpty).
Dann gibt es fiir beliebige j, k € Z und geeignet gewdhlte x; eine Matriz M i,

so daf
Hi=Mika und Idet(.M,,,)l:l (20)
8t.

(iv) Es seien Ty, Ty, Tisty Topiotys Toptiys Thoivry die Untergruppen aller Trans-

lationen von Ug,(i — 1), Ug,(?), Ua,(i + 1), Ug,(e(t — 1)), Ua.(tp(i)) bzw.
Ug,(9(¢ + 1)). Dann gelten die folgenden Isomorphien: : :

Ti|Ti 0 Tin 22 Tois/ Tty 0 Toirnys ‘ (21)
Ti|T; 0 Tiry 22 T/ Toiiy 0 Tpi-ny- (22)
Bevor wir Satz 6 beweisen, wollen wir ihn kommentieren. Dieser Satz gestattet es,
die durch die Relation r bewirkte Klasseneinteilung einzuschitzen.
(i) sagt nichts weiter, als daB die durch e bewirkte Klasseneinteilung eine mindestens
ebenso feine Klasseneinteilung wie ~ ist.
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DaB die ebenen Raumgruppen einander entsprechender Objekte zweier beziiglich o

dquivalenter OD-Gruppoide gleich sind, ist eine Minimalforderung fiir eine Klassen-
einteilung, die dem Raumgruppenbegriff dreidimensional-periodischer Kristall-
strukturen entsprechen soll.
(iii) und (iv) sagen aus; da die Klasseneinteilung bei = ziemlich fein ist, fiir manche
Zwecke vielleicht zu fein. Aus (iii) folgt z. B., da8 fiir G, ~ Gy, 7, ] € Z,

Ie) _ Ia))

Io (o))  La(er)

gilt. I (¢) bezeichnet dabei den Flicheninhalt der primitiven Elementarmasche der
i-ten Schicht von G,. Das bedeutet, daB es fiir # = 2 unendlich viele OD-Gruppoid-
Familien mit M Zusammenhangsbereichen gibt.
Aus (iv) kann man Aussagen iiber die méglichen Lagen der (7 4 1)-ten Schicht bei

fixierter i-ter Schicht folgern (vgl. Satz 1). Aus (iv) folgt auch, daB es fiir M =1
unendlich viele OD-Gruppoid-Familien gibt.

Beweis von Satz 6. (i) folgt unmittelbar aus den Definitionen 4 und 5.
(ii) ist gezeigt, wenn wir nachweisen, daB fiir jedes i € Z eine affine Abbildung y;
existiert, fiir die

Ug, (i) = yiUq,(9(d) ¥i*
ist. Nach Definition 1’ heit geometrische Aquivalenz von Vg,(7, 7 + 1) und VG,(qa(i),
ot + 1)) insbesondere, dafl

Ug(t+ 1) = &,T‘UG,(q;(i HE 1)) &5 (23)
oder

Ug,(i + 1) = &;'Ug,(p(?) &; (24)
ist. Dabei ist &; = »(w(¢ + 1)).
Falls [¢(?), p(t + 1)]g, = 9 ist, gilt nach (18) und (19) sowie Definition 4 (ii) Glei-
chung (23). Ist [¢(2), ¢(i + 1)le, = @, (¢(2), ¢(Z + 1), B) € [¢(3), ¢(z + D]a,, so folgt
Us (i) = BUey(e(i + 1) B-
Die Giiltigkeit von (24) hat damit die Giiltigkeit von
Ug,(i + 1) = & 'pUg,(p( + 1) B&; (25)
zur Folge. Da fiir jedes ¢ € Z wenigstens eine der Gleichungen (23), (25) erfiillt ist, ist
(ii) bewiesen.
Entsprechend zu (23) und (25) iiberlegt man, da

Ug,(i + 1) = a7y Ug,(¢(i + 1)) iy (26)
ist oder ein B € B existiert, so da8
Ugli +1)= da‘xﬂ_lUﬂa(?’(i ot 1)) Boxina (27)

ist. Wenn wir anstelle von UG.(q:(i + 1)) kurz U schreiben, ergibt sich aus (23),(25),
(26), (27), daB immer eine der folgenden vier Gleichungen erfiillt ist:

&,-_IU&; = a.'__',lanh.], (28)
&' UB&; = oihUoin, (29)
&0 = oa; i UPainas (30)
& 'BUB%; = oy Ui ’ (81)
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Aus (28) folgt:

(@in®7Y) Ulxinag ' = U. (32)
Da bei der Transformation mit (x;.,&;!) die Gruppe von Translationen Ty U
= Ug,(¢(i + 1)) auf sich abgebildet wird, muB die affine Abbildung («x;,,&;")den
Flicheninhalt der Elementarmasche von U unveréndert lassen. Er dndert sich folg-
lich bei &;;; um denselben Faktor wie bei &;. Da die Ug,(7) ebene Symmetriegruppen

sind, kann fir die H; gefordert werden, daB die Lingen von Vektoren parallel zu
a X b unveriandert bleiben. Fiir die Matrix M; = H;,, H; ! folgt, da}

Hi, = M;H; und |det (M| =1 (33)

ist. Analog 148t sich(33)auch aus (29) bis (31) ableiten. Durch sukzessives Einsetzen
folgert man aus (33) die Gleichung (20). Damit ist (iii) bewiesen.

Von (iv) zeigen wir nur (21); die Gleichung (22) beweist man in gleicher Weise.
Angenommen, es sei F;(t) = ¢(?). Dann folgt analog zur Herleitung von (23)

“"T.'Oé'-_l = 7';(“, (34)
Elwa;! = T;(i+1), (35)
wobei sich «; und &; nach Voraussetzung (Definition 1') héchstens hinsichtlich des
translativen Anteils unterscheiden. Nach [1, S. 101] hiingt aber bei den durch «; und

¥; vermittelten Isomorphismen (34), (35) das Resultat nur vom homogenen Teil der
affinen Abbildung ab. Deshalb gilt

xi(Tin Tiy) ot = Toiy 0 Tiyany- (36)
Aus (34) und (36) folgt als Spezialfall des zweiten Isomorphiesatzes [16, S. 847]
TiTin Ty =~ T;u)/T;u’) n T;(Hl)’ ‘ (37)

also gerade die Gleichung (21).
Es sei jetzt Fi(1) = @(? + 1). Dann ist nach (19) [7, 7 + 1] 4 &, und analog zu (37)
zeigt man

TilTi 0 Tivi 22 Toin/ Ty 0 Toptinny- (38)
Zu jeweils zwei erzeugenden Translationen von 7';, T, und 7'; n T';,; mogen die Vek-
toren a;, by; @iy, biyq und a; 444, bi,44; gehoren, die Parallelogramme der Flichen I;,

Ii,; und I; ;,, aufspannen. Man iiberlegt sich unschwer, daB
1 i,i+1

ord (Ty/T; 0 Tiyy) = T - (39)
und entsprechend

ord (Tiy/Ti 0 Tiy) = : ‘;_“ ' (40)
ist. Aus [4, 5 + 1]g, & 0 folgt I, — 7,.. und damit . '

ord (Ti/T; n T'is1) = ord (Tisa/Ty 0 T'isy)- (41)

Aus (41) werden wir folgern, daB 7',/T; n T;,, und Ti1/T; n T}y, zyklische Gruppen
sind. Eine zyklische Gruppe ist aber durch ihre Ordnung bis auf Isomorphie bestimmt.
Aus (38) und (41) folgt damit auch in diesem Fall (21).

Beweis, daB T/T;nT;, und T, /T;n T, zyklische Gruppen sind. Zu-
niichst wollen wir unsere Bezeichnungsweise vereinfachen. Statt 7'; und 7';,, schreiben
wir T'y bzw. T;. T sei eine der Gruppen T;/T'; n T,y und T4,y /T 0 T4y Fiir a4 4., und
b;,i+1 schreiben wir einfach a, b. Es sei f = ord 7T,
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(i) Es sei g eine Primzahl, die f teilt. Dann gibt es in 7'y ein Element der Ordnung g,
und es gibt Zahlen k,, I, mit 0 < k,, I, < ¢, so daBl der Vektor

1
E— (kya + 1,b)

dieses Element reprisentiert.
(ii) Es sei Ty die Quotientengruppe von 7', oder T, nach einer Untergruppe, die
von den zu o’ = — und b’ = — gehoérenden Translationen erzeugt wird. Es sei f;

1 2
= ord (7'3), und es gelte: Wenn ein Vektor ein Element von T reprisentiert und
parallel zu a oder b ist, dann reprisentiert er das Nullelement von 7.
Dann folgt, daBl 7') zyklisch ist und das erzeugende Element von 7T'; durch einen
Vektor

Loyl
FAa

repréasentiert wird, wobei ! und f; teilerfremd sind. Das sieht man, wenn man ein
Element von T'j betrachtet, das durch einen Vektor reprisentiert wird mit moglichst
kleiner von Null verschiedener Komponente in a-Richtung. Dann ist diese Kompo-

b', 0<l<fa,

1 .

nente — a’, denn sonst gdbe es mindestens zwei Vektoren, die verschiedene Elemente
3

von T'; reprisentieren, aber die gleiche Komponente in a-Richtung haben. Das hitte

zur Folge, daB es ein von Null verschiedenes Element in T gibe, das durch einen
Vektor parallel zu b reprisentiert wird — im Widerspruch zu unserer Annahme. Falls
/s und 7 nicht teilerfremd wiren, gibe es ein vom Nullelement verschiedenes Element
von 7}, das durch einen Vektor parallel zu a reprisentiert wird.

(iii) Es sei T'q nicht zyklisch und f =/, - f, - fs, wobei — 1 a und — b Elemente von
T, reprisentieren und f,, f, maximal sind. h f :

Wir zeigen, dal es eine Primzahl ¢ gibt, die sowohl /; als auch f, teilt. Daraus folgt,
daB fiir beliebige Zahlen k, I mit 0 < k,1 < ¢, & + 1 5= 0, der Vektor

k l
—a+—b
q +q

ein vom Nullelement verschiedenes Element von T, repriasentiert. Falls f; = 1 ist,

erzeugen die zu den Vektoren — a und — 1 b gehérenden Elemente von T, die
Gruppe T'q. Damit f L A
‘ 1 [

—a+—b

h f
nicht die ganze Gruppe T'q erzeugt (7' war als nicht zyklisch vorausgesetzt), muB es
eine Primzahl ¢ geben, die sowohl f,; als auch f, teilt.
Falls f; == 1 ist, betrachten wir die Quotientengruppe T}, die in (ii) definiert ist. Es
gilt ord (Tg) = f;. Nach (ii) ist 7' eine zyklische Gruppe, deren erzeugendes Element
durch den Vektor

1

Ea—}—mb, 0<li<ty,
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reprisentiert wird, wobei ! und f, teilerfremd sind. Damit wird 7'y erzeugt durch Ele-
mente mit den repriasentierenden Vektoren
1 1 1 l

ZO, Eb, fl—fa(l"f-mb.

Wegen der Teilerfremdheit von [ und f, gibt es eine ganze rationale Zahl m, so daB die
Zahl 1 4+ mfy teilerfremd zu f, ist.
Das zu dem Vektor

1 l m
—a+-—0b+4+—D
his*  fifs fx
gehorende Element von 7'y hat nur dann eine kleinere Ordnung als f, wenn es eine
Primzahl ¢ gibt, die sowohl f, als auch f, teilt.

(iv) Es sei eine der Gruppen 7,/T, n T, und T,/T, n T, nicht zyklisch, beispielsweise
die erste. Dann folgt nach (iii), daB es eine Primzahl ¢ gibt, die f teilt und so beschaffen

ist, daB fiir beliebige Zahlen k,1,0 < k, 1l < q, k + I = 0, der Vektor %a +%b ein

vom Nullelement verschiedenes Element von 7',/T, n T', reprisentiert.
Aus (i), angewandt auf 7',/T, n T, folgt, daB ein vom Nullelement verschiedenes Ele-

ment von 7',/T; n T, reprisentiert wird durch einen Vektor ﬁa + -llb fiir gewisse
Zahlen ky, 1, 0 < ky, I, < q. b ;1 7

Das heilit, es gibt Zahlen g, k,, I;, so daB der Vektor ja + ?'b vom Nullelement
verschiedene Elemente in T',/T; n T; und in T,/T, n T, reprisentiert. Das ist unmog-

lich. Deshalb muB 7',/T, n T, zyklisch sein.
Ebenso muB 7,/T; n T, zyklisch sein.1)

Definition §'. Zwei OD-Gruppoide G,, G, heiBen genau dann dquivalent beziiglich
£y Wenn eine Zahl 1 € Z existiert, so daB das volle Teilgruppoid Vg,(0, 1, ..., P) von

G, (Definition von P siehe Satz 3) in 4 bis auf Bewegungen aus B,, B,, ..., Bp_, geo-
metrisch #dquivalent ist zum vollen Teilgruppoid Vg, (i, ¢ + 1, ...,7 4+ P) von G,.
Dabei gilt
By ="T-(81(,j, f) € Gy ~ 2(f) = +1 )
VB=B-B A+ L7],B) € G~ x(B) = —1}.

10. Punktgruppe und Superpositionsgruppe eines OD-Gruppoids.
0OD-Gruppoide von maximalem Ordnungsgrad

Jedem OD-Gruppoid G kann man zwei Gruppen zuordnen:

Definition 6. Die Superpositionsgruppe @, des OD-Gruppoids G ist diejenige
Gruppe, die von der Menge aller zu Morphismen von G gehorenden Bewegungen er-
zeugt wird, :

G, =B 17, ) € GD.
') Anmerkung bei der Korrektur: Der Beweis zu Teil (iv) dieses Satzes 1iBt sich vereinfachen,

wenn man einen Satz iiber die Untergruppen freier abelscher Gruppen (vgl. [15, 8. 120]) be-
nutzt.
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Definition 7. Nimmt man von jedem Morphismus (¢, §,8) € G denrotativen Anteil H
der Bewegung f, so erzeugt die Menge aller dieser H eine Matrizengruppe G,,

Go = ({H | (3,7, (H, 1)) € G}).
Als Punktgruppe des OD-Gruppoids G bezeichnet man die Klasse aller G mit
@ = (ai) Golau)?

fiir eine gewisse Matrix (a;;) mit det (ay;) + 0. Offensichtlich gilt: Wenn G, eine kri-
stallographische Bewegungsgruppe von E ist, dann ist die Punktgruppe von G,
gerade die Punktgruppe des OD-Gruppoids G (vgl. Abschnitt 6). Dal die Umkehrung:
»Wenn G, zu einer der 32 kristallographischen Punktgruppen gehort, ist G, eine kri-

stallographische Bewegungsgruppe‘‘ nicht richtig ist, ergibt sich aus dem folgenden
Satz.

Satz 7. Falls fiir ein OD-Gruppoid G die Bedingung 1(ii)’ aus Abschnitt 7 qilt, d. h.,
wenn fiir beliebige 7, j € Z stets Ty = T; = T'q vst, dann ist die Punktgruppe von G eine
der 32 kristallographischen Punktgruppen.

Falls 1(ii)’ gult, ist die Gruppe G, genau dann eine kristallographische Bewegungsgrup-
pe von E, wenn

(i) G aus einer endlichen Anzahl von Zusammenhangsbereichen besteht,

(ii) fir jede Translation v = iy -+ i mit (iy, 1, f1)s +--s (s i Bi) € G, fiir
die t vn der von a und b aufgespannten Ebene liegt, die Komponenten von t in
a- und b-Richtung rationale Vielfache von a bzw. b sind. Dabet sind t4 und 1y
zwet die Translationsgruppe T'q erzeugende Translationen.

Beweis. Wegen der Bedingung 1(ii)’ muB8 fiir jedes (i, 7 (H, t)) € G die Operation H
die Translationsgruppe 7'g in sich iiberfiihren. Je nachdem, ob 7'¢ die Translations-
gruppe eines allgemeinen, rechtwinkligen, quadratischen oder hexagonalen Netzes ist,
ist G, eine Untergruppe von 2/m, mmm, 4/mmm oder 6/mmm. In Frage kommen also
die nichtkubischen Kristallklassen.

Fiir den zweiten Teil von Satz 7 miissen wir zeigen, daB die Bedingungen (i), (ii) not-
wendig und hinreichend dafiir sind, daB die Untergruppe 7', der Translationen von G
von drei nicht-komplanaren Translationen erzeugt wird.

(i) ist notwendig und hinreichend dafiir, daB iiberhaupt in G, eine Translation exi-
stiert, die aus der von a und b aufgespannten Ebene herausfiihrt. Die Notwendigkeit
folgt unmittelbar aus Satz 2.

DaB (i) auch hinreichend fiir die Existenz einer solchen Translation ist, sieht man
folgendermaBen: Wegen der Endlichkeit der Anzahl der Zusammenhangsbereiche ist

Ziy =i | [js %] =+ 2}

eine unendliche Menge fiir mindestens ein %, € Z. Fiir j € Z;,, (j, %, ) € G und
f = (H, t) ist H € G nach Definition von Gy. Oben wurde gezeigt, dal G, endlich ist.
Deshalb existieren j,, j; € Z;, mit j; < ja, (j1, % B1) € G, (J2s %, B2) € G,y = (Hy, 1),
B2 = (H,, ty), fiir die H, = H, gilt. Dann ist aber f;!8, = t eine Translation, die
wegen j; =+ j, aus der von a und b aufgespannten Ebene herausfiihrt:

(J2s %0y B2)™ + (15 %0s B1) = (15 Jos 7) € G.

Die Notwendigkeit der Bedingung (ii) ist offensichtlich. Der Beweis, daB (i) und (ii)
hinreichend ist dafiir, daB G, eine kristallographische Bewegungsgruppe ist, soll nicht
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in allen Einzelheiten ausgefiihrt werden. Insbesondere verfolgen wir bei Fallunter-
scheidungen nur eine der analogen Méglichkeiten.
Es sei

Bl:‘.BlﬂEB/\(ihi‘nﬂ)EG/\jl§il’i2§j2}'

Dabei sind jy, j, Objekte von G, fiir die j, = j, und eine Translation = € T existiert mit
(J1s J2s 7) € G.

Da fiir jedes © € Z die Faktorgruppe Gi/T endlich ist, existiert in B, eine endliche
Teilmenge B,, so daB

B,=B,-Tg=1Te- B,

ist. Wir wollen zunéchst zeigen, daB fiir jedes (2, J» B) € G sich die Bewegung g als
Produkt von Bewegungen aus B, schreiben liBt. Dazu reicht es aus, diese Behauptung
fir alle (2, jo, B) € G mit ¢ € Z, j, < j, < j, zu zeigen, denn zu jedem (3, hP)eG
existiert ein jo, jy < jo < jo, und By, B, so daB (%, jo, B1) € G, (o , Bs) € G und
B = By ist.

Induktionsannahme. Es sei 7 > jj, und die Behauptung sei richtig fiir beliebige
(i_ l’j’ﬂ’) € Gmitjl §7§72

Wegen (4, jo, B) € G folgt nach Bedingung 2 von Definition 3, da8 ein g existiert, so
daB (fiir y(8) = +1)

G—1Ljo—1,f)€G und (ijpf)€ G
oder
(t—1,jof)€G und (5o — 1,8) € G

ist. Wir nehmen an, daB j, > j, und daB das erste gilt. (Alle anderen Moglichkeiten,
auch die fiir y(8) = —1, kénnen &hnlich diskutiert werden.) Dann gilt fiir 8’ die In-
duktionsvoraussetzung, d. h. g = g}, --- f; mit f;, ..., B € B,. Da G ein Gruppoid ist,
folgt aus (1, 7o, f') € G, (4, jo, B) € G die Existenz eines (Jos Jo» Pne1) € G, 80 daB

(i’ Jos ﬂ) = (70’ Jos ﬂ"l+l) : (i» Jos ﬂ’)

und folglich g = f;,,8; -+ B gilt. Wegen B;,,€ B, ist das die gesuchte Produkt-
darstellung.

Analog zeigt man die Existenz einer solchen Produktdarstellung fiir 7 < 5, bei der
Annahme, daB eine solche Darstellung fiir alle g’ existiert, wenn (i + 1,7, ') € G
ist.

Es sei P die Menge derjenigen endlichen Folgen von Elementen von B,, fiir die das
Produkt der Elemente jedes Ausschnitts der F olge eine Bewegung liefert, die keine
Translation ist.

Es sei Py, ein Repriisentantensystem von P in folgendem Sinne: Zwei Folgen betrach-
ten wir als nicht wesentlich verschieden, wenn sich die entsprechenden Glieder jeweils
nur um eine Translation unterscheiden.

Py ist eine endliche Menge, da G, nach dem ersten Teil von Satz 7 eine endliche Gruppe
ist. Es folgt, daB T§,, die Menge aller Translationen von G,, endlich erzeugbar ist,
denn ein Erzeugendensystem von T'q, erhalten wir, wenn wir aus der Menge

M = {va, 75} U B, - B(Pg) u B(Pg) - B,
alle Translationen auswiihlen. Dabei ist B(Py) die Menge aller Bewegungen, die man
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erhilt, wenn man in Py die Glieder der Folgen multipliziert:

B(Pg) = (B | B = By~ B fiir (Bi, ..., B1) € Prl.

M ist endlich. Deshalb ist auch die Menge T aller Translationen von M endlich.

Aus Bedingung 2 von Definition 3 folgt (vgl. Tabelle 3), daB in 7', ein 7y, existiert,
dessen Translationskomponente in Richtung von ¢ = a X b positiv und minimal ist.
Jede Translation von 7', unterscheidet sich von einem Vielfachen von 7y, héchstens
um eine Translation in der von a und b aufgespannten Ebene. Zusammen mit der
Tatsache, daB 7', endlich erzeugbar ist, ergibt das: Die Untergruppe von T, der in
der von a und b aufgespannten Ebene liegenden Translationen von 7', ist endlich
erzeugbar. Da nach Voraussetzung der Vektor jeder Translation eines derartigen Er-
zeugendensystems rationale Komponenten in a- und in b-Richtung besitzt, gibt es
natiirliche Zahlen m und n, so daB diese Untergruppe in der von 7 o und 7y erzeugten

m n
Gruppe von Translationen liegt. Nach einem bekannten Satz der Theorie der abel-
schen Gruppen ([14], S. 122) wird diese Untergruppe durch zwei Translationen 7z, 7;
erzeugt. Damit wird 7g, von 7y, 75, 75 erzeugt.
Wie das folgende Beispiel zeigt, ist die Gruppe G, nicht fiir jedes OD-Gruppoid eine
der 32 kristallographischen Punktgruppen (dann kann G, natiirlich auch keine kri-
stallographische Bewegungsgruppe sein).

Beispiel. Es sei G ein Brandtsches OD-Gruppoid mit quadratischem Translations-
netz der Einzelschicht, die als Symmetrien auBer den Translationen noch die Spiege-
lung an einer Ebene parallel zu den Translationen besitzt. Die Schicht L, gehe aus L,
durch eine Drehung um einen Winkel 4 mit tan % = % und anschlieBender Trans-
lation lings der Drehachse hervor (Drehachse senkrecht zu den Translationen der
Schicht).

Dann gilt

1. Das zugehérige OD-Gruppoid ist vom Typ 1.

2. Die Punktgruppe enthilt eine Drehung um den Winkel ¢ (~ 53°) und kann damit
keine kristallographische Punktgruppe sein.

3. Je zwei benachbarte Schichten haben ein quadratisches Translationsnetz gemein-
sam. Die Bedingung 1 (ii)"’ der Definitionen 2 und 3 ist damit erfiillt.
Die Vektoren

a=2ao+bo=2al—b“
b=2bo—'ao=2bl+a|
sind Basisvektoren dieses gemeinsamen Netzes der Schichten L, und L,.

4. Fiir das OD-Gruppoid mit diesem Schichtpaar, fiir das die geradzahligen und die
ungeradzahligen Schichten jeweils fiir sich translationsidquivalent sind, ist die
Bedingung 1 (ii) aus Abschnitt 7 erfiillt.

Dagegen ist fiir ein OD-Gruppoid, bei dem (j, j + 1, fo) € G fiir alle j gilt (B, ist
die oben angegebene Schraubung um den Winkel ¢) die Bedingung 1 (ii) nicht er-
fiillt. (Es sei a* ein kiirzester Vektor, der allen Schichten gemeinsam ist. Dann mufl
der Vektor a, den man aus a* durch Drehung um den Winkel & erhilt, ebenfalls
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allen Schichten gemeinsam sein. Folglich ist auch @ — a* ein allen Schichten ge-
meinsamer Translationsvektor. @ — a* ist kiirzer als a* im Widerspruch zu unserer
Voraussetzung iiber a*.) '

Unter den OD-Strukturen sind die sogenannten OD-Strukturen von maximalem
Ordnungsgrad [4, 5, 10] besonders wichtig.

Definition 8. G, hat einen hoheren Ordnungsgrad als G,, wenn eine Zahl n, € Z,
ny > 0, existiert, so dall folgendes gilt:

(1) Fiir jedes 1 € Z und jedes n, mit 0 < n < n,, gibt es ein j € Z, so daB
Vg, (3,7 + 1,..., 7+ n) geometrisch dquivalent zu Vg, (4, 7+ 1, ..., § + n) ist,

(it) Es gibt ein j, € Z, so daB fiir jedes ¢ € Z das Teilgruppoid
Ve,(o» jo + 1, -+ Jo + mp) nicht zu Vg3, © + 1, ..., 7 4+ n,) geometrisch
dquivalent ist.

In Zeichen schreiben wir G, > G,.

Beziiglich der Relation > maximale Elemente heiBen OD-Gruppoide von maximalem
Ordnungsgrad.

Aus Definition 8 folgt unmittelbar, daf} die Relation > transitiv und antisymmetrisch
ist. Damit liegt eine Halbordnungsrelation vor.
Aus [10, Sitze 5, 7, 10] folgt

Satz 8. Fiir etn Brandtsches OD-Gruppoid G,, fiir das die Bedingung 2 (i)’ aus Defr-
nition 3 erfiillt vst, gilt:

G, ist von maximalem Ordnungsgrad genaw dann, wenn fiir ny = 8 kein G, existiert,
so0 daf die Bedingungen (i) und (ii) aus Definition 8 erfiillt sind.

In [6] sind weitere notwendige und hinreichende Bedingungen angegeben dafiir, dal
ein OD-Gruppoid von maximalem Ordnungsgrad ist. Aus diesen Resultaten folgt auch,
daB fiir ein beliebiges OD-Gruppoid G stets ein OD-Gruppoid G von maximalem

Ordnungsgrad existiert, so dal G < Gy ist.

11. AbschlieBende Bemerkungen

Im Zusammenhang mit dem Ausbau der mathematischen Grundlagen der OD-Theo-
rie stehen folgende Aufgaben und Probleme:

1. Angabe eines Verfahrens fiir die Ableitung der OD-Gruppoid-Familien unter
gewissen einschrinkenden Bedingungen. In [4] ist eine Tabelle der Brandtschen
OD-Gruppoide fiir gleiche Translationsgruppen der Schichten enthalten. Diese
Tabelle enthilt einige Liicken (vgl. [7]). In [7] ist das prinzipielle Vorgehen fiir ein
solches Verfahren skizziert.

2. Untersuchung des Zusammenhangs zwischen OD-Gruppoid und Superpositions—
gruppe. Insbesondere interessiert, inwieweit das OD-Gruppoid durch die Super-
positionsgruppe bestimmt ist.

3. Analog zur Charakterisierung einer kristallographischen Gruppe bis auf eine
(eigentliche) Bewegung durch Raumgruppe und Gitterkonstanten (vgl. Abschnitt 2)
ist ein OD-Gruppoid bis auf eine (eigentliche) Bewegung durch die OD-Gruppoid-
Familie und durch gewisse Parameter zu kennzeichnen. Beispiele fiir eine derartige
Charakterisierung existieren fiir gewisse Klassen von Polytypensubstanzen ([8, 9]).

7 Beitriige zur Algebra 6
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4. B. 8. ScHEIN (Saratow) hat darauf hingewiesen, daB man die Symmetrien von
OD-Strukturen auch durch induktive Gruppoide, die ihnen zugeordneten Pseudo-
gruppen (siehe [11]) oder durch inverse Halbgruppen (vgl. [2]) beschreiben kann.
Eine derartige Beschreibung kionnte vorteilhaft fiir die Untersuchung der OD-
Gruppoide von maximalem Ordnungsgrad sein.

5. Es ist zu untersuchen, welche sinnvollen Aquivalenzrelationen man angeben kann,
derart, daB die zugehérigen Klasseneinteilungen einerseits grober sind als die nach
OD-Gruppoid-Familien, andererseits feiner als die nach Typen.

6. In [20] wird eine Darstellungstheorie fiir Brandtsche Gruppoide entwickelt. Dabei
wird vorausgesetzt, dal das Brandtsche Gruppoid zu je zwei Objekten eine globale
Symmetrieoperation besitzt, die diese Objekte ineinander iiberfiihrt. Diese Be-
dingung ist bei OD-Gruppoiden eine sehr starke Forderung, der nicht einmal alle
Brandtschen Gruppoide von maximalem Ordnungsgrad geniigen. Es ist zu
kliren, ob diese Darstellungstheorie so modifiziert werden kann, daB sie fiir groBere
Klassen von OD-Gruppoiden sinnvoll ist.

7. In dieser Arbeit ist stets vorausgesetzt, daB der dreidimensionale euklidische Raum

vorliegt und die einzelnen Objekte der Gruppoide zwei nichtkollineare Trans-
lationen als Symmetricoperationen besitzen.
Es ist zu untersuchen, inwieweit eine Verallgemeinerung der Begriffe und Aussagen
mdglich und richtig ist fiir den n-dimensionalen euklidischen Raum und Objekte der
Gruppoide, die n — 1 linear unabhingige Translationen als Symmetrieoperationen
besitzen.

8. In [18] wird eine fehlgeordnete Struktur untersucht, die aus Stiben aufgebaut ist.
Das zugehorige Gruppoid hat also Objekte, die nur in einer Richtung des Raums
periodisch sind. Wiihrend bei Schichten die Frage der Nachbarschaft klar ist, denn
jede Schicht hat bei Ubereinanderstapelung naturgemiB zwei Nachbarn, wird
diese Frage bei Staben komplizierter. In [18] z. B. bilden die Stibe die Eckpunkte
eines aus Sechsecken bestehenden reguliren Mosaiks; jeder Stab hat also drei
Stéibe als Nachbarn. Uber allgemeinere Moglichkeiten der Anordnung der Stibe
gibt die Theorie der homogenen Mosaike [14] Auskunft.

Der Verfasser dankt Frau Professor BorLL-DorNBERGER und Frau GRELL fiir eine
kritischg Durchsiqht des Manuskripts und fiir zahlreiche wertvolle Hinweise.
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