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Spezielle Gleichungen in freien Halbgruppen und eine Anwendung
auf Normalformen regulérer Ereignisse

JURGEN Dassow und WALTER HARNAU

Ausgehend vom Begriff der Ableitung, der fiir Wortmengen vor ungefahr zehn Jahren
eingefiihrt wurde, gelangt man zu speziellen Gleichungen in freien Halbgruppen, die
wir in Analogie zur Analysis Differentialgleichungen nennen. Die Untersuchung dieser
Gleichungen fiihrt auf einen Integralbegriff, den wir im ersten Teil der Arbeit stu-
dieren. Der zweite Teil beschiftigt sich mit der Losung linearer Differentialglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten.

Seit lingerem werden Untersuchungen angestellt, um spezielle Wortmengen durch
gewisse Gleichungen bzw. Normalformen zu beschreiben. Durch Anwendung der
Resultate des zweiten Abschnitts erhalten wir eine Normalform fiir eine Klasse von
Wortmengen, die die reguliren Ereignisse umfaBt, und verallgemeinern dadurch eine
Normalform von A. SaLomaA.

1. Der Integralbegriff

Es sei X ein Alphabet und W(X) die freie Halbgruppe mit dem Einselement e iiber X.
Dann ist die Ableitung von R & W(X) nach @ S W(X) durch
do(R)={p: 39@€ Q A gp€ R)
definiert.
Wir fithren nun die folgenden Mengen ein:
Jedes Element aus Ig(R) heiBt Integral von R nach Q.
In [1] fiihrten die Autoren unabhingige Ereignisse ein. § & W(X) heiBt unabhingig,
wenn aus p€ S und pg€ § die Beziehung ¢ = e folgt.
Lemma 1. Ist Q unabhingig, so ist Ig(R) fiir alle R eine nichtleere Menge.
Beweis. Da Q unabhiingig ist, gilt giR " ¢sR = @ fiir © +j und g4, ¢;€ Q. Damit ist
_[R fir 1=74,
do(@sR) = {ﬂ fir i+ j
8 Beitriige zur Algebra 5
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und daher

do(@R) = U dy(@R) = U dg; (U ¢;R)= U R= R.
2;€Q 2;€Q 2;€Q 2;€Q

Somit ist QR also ein Integral von R nach Q.

Ist @ nicht unabhingig, so ist @R nicht unbedingt ein Integral, wie das folgende
Beispiel zeigt. Es sei X = {z, y}, R = {2}, @ ={y, y?}. Dann ist do(QR) = {z, zy} + R.
Wie man leicht nachpriifen kann, ist es moglich, @ und R derart anzugeben, dafl
Iq(R) = @ist. Wir geben dafiir zwei Beispiele. Fiir Q = {z, 22}, R; = {z} und R,= (x2)*
ist Ig(Ry) = @ fiir 1 = 1,2, (Mit R* bezeichnen wir die von R erzeugte freie Halb-
gruppe mit Einselement, also R* = {¢} U R U R2 U R3 | ---.) Deshalb beschriinken
wir uns in dieser Arbeit stets auf unabhingige Ereignisse Q.

Lemma 2. Es sei Q unabhingig. Dann ist |Ig(R)| = 1 genau dann, wenn Q = {e} 1st.

Beweis. Fiir ein unabhingiges Q gilt @ = {e} oder e & Q. Ist @ = {e}, so ist wegen
d.(8) = 8 sicher Ig(R) = R. Es sei nun e¢€ @ und S ein Integral von R nach Q.
Ist e € 8, s0 haben wir wegen do(S U {e}) = dg(8) = R in S | {¢} ein weiteres Integral
gefunden, und ist e€ 8, so weist man S\{e} leicht auch als Integral nach.

Eine Menge S & W(X) herft Q-Konstante, wenn dg(S) = 0 1st.

Lemma 3. Ist S€ Ig(R) und S’ eine Q-Konstante, so ist auch 8 | 8’ € Ig(R).

Wir wollen nun noch den Fall etwas genauer untersuchen, in dem @ nur aus einem
einzigen Wort ¢ besteht.

Satz 4. Es ses RS W(X) und g€ W(X). Dann gilt S€ I,(R) genau dann, wenn
8= ¢qR U 8 1st, wober S’ eine q-Konstante vst.

Beweis. Wegen Q(SIOSQ) = dq(lgi)ndq(SZ) ist mit Sl’ 826 Iq(R) auch 810826 Iq(R).
Folglich gibt es genau ein kleinstes Integral 8"’ (beziiglich der Enthaltenseinsrelation).
TIst also S€ Iy(R), so gilt S = 8” U 8’ mit 8" N §’' = @. Damit aber gilt

@g(8') = dg(8\S"') = dy(8)\dg(8”) = R\R = 8.
Die Aussage ist daher bewiesen, wenn 8’ = ¢gR bewiesen ist. Es sei p€ R. Wegen
3,(8"') = R, ist gp€ 8" und folglich 8" 2 ¢gR. Lemma 1 und die Definition von S"’
liefern aber 8" & qR.
Folgerung 6. Essei | X| = 2und R & W(X). Dann enthilt Io(R) fiir ¢ & e unendlich
viele Elemente.
Beweis. Es sei ¢' ein Wort mit I(g) = I(¢’) und ¢ =+ ¢'. (I(g) bezeichne die Lénge
des Wortes ¢.) Dann ist mit einer beliebigen Menge S & W(X) nach Satz 4 auch
qR U ¢'S€ Iy(R).

2. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeftizienten

Zuerst wollen wir hier einige Begriffe einfithren. Unter einer linearen Differential-
gleichung mit konstanten Koeffizienten verstehen wir eine Gleichung folgender Art:

U 8dB=RUT, ©
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wobei z€ X ist, die Koeffizienten S; seien z-Konstanten fiir i = 1, ..., r und S, + 0.
Wir nennen die Gleichung (0) homogen, wenn das Absolutglied T' = @ ist. Andernfalls
nennen wir sie inhomogen.

Evne Menge Q= W (X) heift Polynom in 2 € X vom Grade k, falls

Q=a%Q Ux¥1Q: _ U - U2Q, UQ,

ust, wobei die @y, v =0, ..., k, z-Konstanten sind und Qp + @ 1st. Offenbar ist Q genau
dann ein Polynom vom Grade ! < k in z, wenn @ eine z¥*1-Konstante ist.
AuBerdem bemerken wir noch, daB sich jede Wortmenge R offensichtlich in der
Form

R = O x‘R; (1)
i=0

darstellen laBt, wobei die R; z-Konstanten sind. Die R; sind dabei eindeutig be-
stimmt.

Unser Ziel besteht nun darin, die Differentialgleichung (0) zu lésen.
Dazu betrachten wir zuerst die Differentialgleichung

Udnl)=R. @

Mit d bezeichnen wir den griBten gemeinsamen Teiler der positiven Zahlen ny, ..., ny.
Aus den Darstellungen (1) und (2) gewinnen wir die Beziehungen

r
RBy= U Riyyq; fir 1=0,1,2,..., 3)
i=1
und diese Bedingungen sind offenbar notwendig und hinreichend dafiir, da8 R
eine Losung von (2) ist. Aus (3) erhalten wir durch Induktion
R2R , fiir beliebige o«;€ Na,l€ Na.

I+ Z amy
t=1

Ohne groBe Schwierigkeiten beweist man das

Lemma 6. Sind ny,...,n, von Null verschiedene natiirliche Zahlen und ist d ihr
groPter gemeinsamer Teiler, dann gibt es eine natiirliche Zahl N derart, daB fiir alle
natirliche Zahlen n = N natiirliche Zahlen oy existieren, so dap

r ‘
nd = 2 aymy
i=1
gilt.
Hiervon ausgehend erhilt man fiir alle € Na und n > N

R; 2 Bypa.

Beachten wir noch (3), so erhalten wir

Bi= U Ryma und Rya= U Riuana= U Ring,
n=N+1 n=N n=N+1
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womit wir
Ry = Ry,q
erhalten. Hieraus folgt nun sofort der
Satz 7. R ist genau dann eine Losung der Differentialgleichung (2), wenn
R = (z9)*S
18t, wobes S ein Polynom des Grades k < d — 1 in x und
d=g. g T. (g, ..., n)
ist.
Bemerkung. Es sind also die d Koeffizienten des Polynoms § frei wihlbare GroBen,
im Gegensatz zur Analysis, wo die Losung der entsprechenden Differentialgleichung

Y4ty =y

n, frei wihlbare Konstanten enthilt. Um zu einer eindeutigen Losung zu kommen,
gibt man in der Analysis zu der eigentlichen Differentialgleichung noch Anfangs-
werte vor. Da die Darstellung (1) einer Taylorentwicklung entspricht, ist die For-
derung Ry=@Qy, 1=0,1,...,d — 1, mit vorgegebenem @; ein Analogon zu den
Anfangswerten, und es gibt dann nur eine einzige Losung, die dieser Zusatzbedingung
auch geniigt.

Wir wenden uns nun der homogenen linearen Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten

U Sid,ik) =R @

zu. Wegen d.(S;) = 0 erhalten wir durch Ableiten

U d,5+1(R) = dz(R),

j€D
wobei D die Menge der ¢ mit e € Sy ist. Ist D = @, so erhilt man hieraus und aus (4)
sofort, daB R = 0 sein muB. Es sei nun also D == 0. Dann erhalten wir

U d,j(dz(R)) = dz(R).

jeD
Die Losung dieser Differentialgleichung fiir d;(R) ist aus Satz 7 bekannt, und durch
Integration erhalten wir

R = a(x®)* @4 1Qa_¢ U -+ U 2@ UQo) U 8,

wobei S und die @; z-Konstanten sind und d = g.g. T. {j: € D} ist. Dabei sind
nicht alle Gr6Ben frei wihlbar. Sind die @; gegeben, so bestimmt sich § wie folgt.
Wir setzen

R = a(x®)* (x271Qz_4 U -+ U Qo)
und erhalten

da(R)=0Qay UR'. (5)
Da R= R' | 8 gilt, ist nun

USd R US=R US
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und somit wegen (5)
r r r
.Ulsidzt(R' Us) = 'UIS(d,l(R') = ‘Ul(Sl\{e}) d,«(R')ileJD(R' U €a-y).
= = =

Damit haben wir den folgenden Satz erhalten.

Satz 8. In der Differentialgleichung (4) seten die Sq fiir v =1, 2, 3,..., r xz-Konstanten,
und es set D = {i : e€ S¢}. Dann hat die Losung R von (4) folgende Gestalt:

a) Ist D= @, so tst auch R = 9.

b) IstD + @ und d = g. g. T. {t : ©€ D}, so 1st

R = z(x?)* (x971Qq_y U 24720 o U - U 2@, U Qo) U 8.
Dabei sind die @, 1 =0, ...,d — 1, und S z-Konstanten, die nur die Bedingung

§ = U (Sie}) da(a(e)* (29 9Qus U+~ U Qo) U Qey)

erfiillen miissen.

Damit ist unser Problem in homogenen Fall gelost. Damit hat man auch einen
kleinen Uberblick iiber die Lésungen der zugehérigen inhomogenen Gleichung, denn
es gilt

Lemma9. Ist R eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (0) und R' eine
Lésung der zugehorigen homogenen Gleichung, so 18t auch R \J R’ eine Lésung der
inhomogenen Differentialgleichung (0).

Mittels Beispielen kann man nun nachweisen, da man R aber nicht so angeben kann,
daB sich jede Losung von (0) in der Gestalt R |J R’ schreiben 146t, wobei R’ (4) 16st.
In einem Spezialfall wollen wir nun aber alle Losungen der inhomogenen Gleichung
angeben.

Satz 10. R st genau dann eine Lisung der tnhomogenen Differentialgleichung
UdaB)=RUT,
wobet T' evn Polynom des Grades k < min n, in x mit den Koeffizienten T'q ist, wenn R
die Gestalt 1ssar
R = ak*i(zt)* (23-1Qs_ U+ U Qo) U kS U -+ U8, U So
hat, wober d = g. g. T. (ny, ..., ny) tst und folgende Bedingung erfiillt sevn mup:
S8t UTi= Qi +imoaa féir t=0,1,....k
mitd' = —k— 1modd und d'€ {0,1,...,d — 1}.
Beweis. Durch (k 4 1)-maliges Ableiten erhalten wir die Differentialgleichung

U d BB = dpos(B)

fiir d i+ 1(R), deren Losung aus Satz 7 bekannt ist. Nun erhalten wir durch (k4 1)-
~ malige Integration, daB R die behauptete Form haben muB.
Wegen g > k+ 1undd =ny— k— 1 mod d firalle:=1,..., kist

d p(B) = 28~ 1(29)* (28 1Qay U - U Qo) U 2%~ "Qag U -+ U Qur_y
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und folglich fiir = 0,1, ..., k

S UTi=Qa+imodd-

Alle bisher angestellten Betrachtungen lassen sich auch fiir andere Strukturen durch-
fiihren. Wir wollen hier nur ein einziges Beispiel anfithren. Es sei @ eine Gruppe.
Dann ist ds(K) = a~1K fiir a€ G und einen Komplex K. Ein Komplex R ist genau
dann Losung der Differentialgleichung

r
K=a1'K UUa "MK,
i=t
wenn er Vereinigung von Nebenklassen der von a erzeugten Untergruppe ist. Dies
entspricht genau unserem Resultat iiber freie Halbgruppen.

8. Eine Anwendung auf Normalformen

In diesem Abschnitt beschrinken wir uns auf endliche Alphabete. Spezielle Wort-
mengen spielen in einigen Teilgebieten der Mathematik eine wesentliche Rolle. In
der Automatentheorie sind es die reguliren Mengen und in der mathematischen
Linguistik die contextfreien Sprachen. (Fiir die genauen Definitionen vgl. [2].)
Wir suchen nun eine Normalform fiir Wortmengen (oder mindestens einer Klasse
von Wortmengen), die uns gestattet, auch zu erkennen, ob die Menge regular oder
contextfrei ist.

Zwar ist die Darstellung (1) schon eine Normalform, aber man kann an ihr nicht
erkennen, ob die vorgelegte Menge regulir ist, denn R muB nicht reguldr sein,
obwohl alle R; regulir sind, wie das Beispiel R = {a"y% : n = 0} iiber X = {z, y}
zeigt. Wir beschrinken uns daher auf solche Wortmengen, die nur endlich viele
verschiedene Ableitungen nach den Potenzen von z€ X besitzen.

Satz 11. Ist die Menge M = {d i(R) : 1€ Na} fiir ein Ereignis R S W(X) endlich, so
existieren natiirliche Zahlen d und k und eindeutig besttmmie z-Konstanten @y,
i=0,1,...,d— 1, und 8,j=0,1, ...,k — 1, mit

R = a¥(x8)* (2971Qa_y U - U@ U Qo) U 2¥ 18 U -+ U So. 8)
Hat R umgekehrt diese Form, so ist M endlich.
Beweis. Da M endlich ist, gibt es natiirliche Zahlen d und & mit
d.¢+d(R) = d_x(R).
Fassen wir dies als Differentialgleichung fiir d_x(R) auf, so erhalten wir aus Satz 7
da(R) = (x%)* (x4 1Qa_y U - U @),

und durch k-maliges Integrieren folgt die behauptete Form von R.

Wegen Ry = S;fiiri =0, ...,k — 1 und Ry,3 = @ fiir: = 0, ..., d — 1 folgt die Ein-
deutigkeit der Q¢ und ;.

Die Umkehrung ist trivial.
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Folgerung 12 (SaLomaa [3)). Ist |X| = 1, so tst R genau dann reguldr, wenn natiir-
liche Zahlen k,d, d,, ..., dy, ky, ..., ks mit
05dy <dpy <+ <dy <4d, 0§k3<k3_1<"'<k1<k
und
R=zk@d)* @ Uz - Ua™yUst yat2 U .- Ua'
existieren.

Beweis. Fiir regulire Mengen ist M endlich. Wegen @y, S;€ {0, {e}} folgt die
Behauptung aus Satz 11, da Mengen der obigen Form sicher reguldr sind. Wir
haben damit fiir den Fall | X| = 1 auch gleichzeitig die Aquivalenz der Regularitét
von R und der Endlichkeit von M nachgewiesen.

Folgerung 13. a) R st genau dann regulir, wenn natirliche Zahlen k und d und
reguldre x-Konstanten Qq, S; 8o existieren, daf R die Form (8) hat.

b) Fiir R sei die Menge M aus Satz 11 endlich. Dann ist R genau dann eine contextfreie
Sprache, wenn R in der Form (8) darstellbar ist mit contextfreien x-Konstanten Qy, S;.
Beweis. a) Hat R die Form (8) mit reguldren Sy, @y, so ist R sicher regular.

Es sei nun R regulir. Dann ist M endlich und R ist in der Form (8) darstellbar. Ferner
sind dann alle Ableitungen von R wieder reguldr. Insbesondere ist also dz,-v(R) =dy(Ry)
eine regulire Menge. Wegen

Ry = ydy(R¢) U 2zd,(Rg) U - U wdw(Ry)
ist damit Ry regulér. (Dabei sei X = {z, 9,2, ..., w}.) Wegen Ry, = @; und By = 8
folgt damit die Regularitiat der @y, Sq.

b) beweist man analog.
Durch Minimalitatsforderungen kann man auch noch die natiirlichen Zahlen d und &
aus Satz 11 eindeutig festlegen.

Wir wollen nun noch eine weitere Normalform herleiten. Dafiir benétigen wir einige

Begriffe.
Es sei N das k-fache kartesische Produkt der Menge der natiirlichen Zahlen. LS N
heiBt linear, wenn fiir gewisse c, py, ..., py aus N

L={c+ oayp+ -+ otnpn: € Na}
ist. py, ..., pn heiBen Perioden.
oi(w) gebe an, wie oft der Buchstabe z; in wE€ W(X) vorkommt. Dann sei fiir eine
Sprache RS W(X), X = {z,, ..., 7},

L(R) = {(e1(w), ..., ex(w)) : w € R}.
Eine Menge RS W (X) heiBt beschrinkt, wenn R & xfx¥ -+« af ist.
Folgerung 14 (GiNsBURG und SPANIER). Es sei R eine beschrinkte Menge. R ist
genau dann reguldr, wenn L(R) die Vereinigung endlich vieler linearer Mengen 1st,
deren similiche Perioden genau eine von 0 verschiedene Koordinate besitzen.
Beweis. Fiir k = 1 folgt die Behauptung aus Folgerung 12 sofort. Die geforderte

Linearitatseigenschaft fiir eine regulire beschrinkte Menge R 1Bt sich nun wegen
Satz 11 und Folgerung 13 leicht mittels vollsténdiger Induktion erbringen.

Umgekehrt ist jede Menge mit entsprechendem L(R) die endliche Vereinigung und
Verkettung gewisser (zf)*, und somit regulir.
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