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126 HErNz-JoRG FITZNER U. 8.

fiir |v| = e, daher gibt es (vgl. 2.3.4.3.) eine Konstante M = 1, so daB fiir alle »,
|| = e, eine Losung (4,, ¢;,, ki) von () existiert, und

4L, llewlls koll = M - llys — il
und fiir geeignetes 6 heift dies

4y2”]l, lleww’ll, kow’] < K,
q.e.d.

2.4. Algebraisierung formaler Deformationen

In 2.1. haben wir uns mit dem Problem der Existenz formaler semiuniverseller
Deformationen befaBt. Im algebraischen Fall werden wir uns wiederum eine solche
Deformation vorgeben, die wir dann auf geeignete Weise approximieren. Mit den
Bezeichnungen aus 2.1. sei wieder (B, (7,)) eine formale semiuniverselle Deformation,

7€ D(B(m*+1)), wobei nach Konstruktion B = A[[X,, ..., Xa]l/(f, - ..» fm) ist.

Problem (A): Existiert ein B = A(z,, ..., 2,) mit B" = B sowie D(B), das alle Ny
induziert ¢

Problem (B): Ist ein beliebiges Paar (B, ) mit Eigenschaft (A) schon semiuniversell
(in der Kategorie der lokalen Henselschen /1-Algebren)?

Der erste Satz wird nun zeigen, daB sich die Frage (B) positiv beantworten laBt,
wenn der Funktor D noch gewisse zusitzliche Eigenschaften hat.

24.1. Definition. Es sei F': (4-Algebren) — Ens ein Funktor. F heiBt lokal von
endlicher Darstellung, wenn er mit gefilterten induktiven Limites vertauschbar ist.
Es gilt der folgende

2.4.2. Satz. Es sei A eine lokale, als Henselscher Ring endlich erzeugte, A-Algebra und A
ein lokaler Henselscher Ring, der durch eine Algebra von endlichem Typ iiber einem
Korper oder einem exzellenten diskreten Bewertungsring erzeugt wird. Dann gilt:
Ist F': (A-Algebren) — Ens ein Funktor und € F(A"), so gibt es ein n€ F(A) mit
7 = 7 mod m¢ zu gegebenem c€ N.

Dieser Approximationssafz liefert nun
2.4.3. Satz. Es ser A wie in Satz 2.4.2. D set lokal von endlicher Darstellung. Dann
gilt: Ist B eine lokale Henselsche A-Algebra von endlichem Typ und induziert (B, n)
eine formale semiuniverselle Deformation, so st (B, n) semiuniversell.
An D stellen wir jedoch dabes die zusiitzliche Forderung, daf

D(A) — lim-proj D(A/m?%)
injektiv vst fiir jede komplette lokale A-Algebra A.
Beweis. Esist (UD 1) nachzuweisen fiir beliebige lokale Henselsche 4-Algebren 4. Da
D und Hom4(B, []) mit gefilterten induktiven Limites vertauschbar sind, kann man
sich auf den Fall beschriinken, daB A4 als Henselsche /-Algebra endlich erzeugt ist.
Es ist nun zu zeigen: Jedes Diagramm
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148t sich erginzen. Es sei nun fiir A-Algebren C stets

(4,8) — (C,%0o)-
Dann definiert, falls u: B — A" eine formale Erginzung des obigen Diagramms ist,
die Zuordnung

F(C) = {v€ Hom,(B, C), D(y)n = {c,» = @« mod IC}
einen Funktor, der lokal von endlicher Darstellung ist, und nach dem vorigen Satz
1a8t sich nun 2€ F(A) durch ein «€ F(A4) approximieren, q. e. d.

24.4. Satz (M. ARTIN). Es set /A ein Henselscher Noetherscher lokaler Ring mit
Restklassenkérper k und Maximalideal m. B sei eine komplette Noethersche A-Algebra,
7€ D(B), s0 dap (B, (1)) eine formale semiuniverselle Deformation fiir D ist (g = Bild
von 7 in D(B(’5'"))). D sei lokal von endlicher Darstellung. Dann gibt es eine lokale
Henselsche A-Algebra B, einen Isomorphismus B* ~ B und ein 7€ D(B), so daf #in
durch n induziert wird.

Beweis. Wenn B Komplettierung einer Henselschen A-Algebra von endlichem Typ
ist, kann man nach der Approximationseigenschaft 7 durch ein € D(B) mod m%
approximieren und ist fertig. Dies ist jedoch allgemein nicht klar. Daher verlduft
ArTINS Beweis folgendermafBen:

B wird als endliche Algebra iiber der Komplettierung einer Henselschen /A-Algebra A

(von endlichem Typ) dargestellt, und gleichzeitig wird (B, %) durch ein Paar (B, n)
in geeigneter Weise approximiert. Man kann sich von vornherein auf den Fall be-
schrinken, daB A ein Korper oder diskreter Bewertungsring ist. Ist dies ndmlich
noch nicht der Fall, so ist /A von endlichem Typ iiber einem Kaorper oder diskreten
Bewertungsring /A, (im Henselschen Sinne). Fiir u€ Homy,, (4, A) bezeichne uA4
den Ring 4 mit der durch y induzierten /-Algebrastruktur.

Ist

dann ist D, ein Funktor auf der Kategorie der lokalen Henselschen /,-Algebren;
D, ist ebenfalls lokal von endlicher Darstellung, und ist v: A — B die gegebene
A-Algebrastruktur auf B, so ist (v, 7)€ Do(B-) ebenfalls formal semiuniversell.
Eine Algebraisierung von (v, 7) liefert dann auch eine Algebraisierung vom 7.
Im folgenden sei also A ein Korper oder ein Henselscher diskreter Bewertungsring,
dann enthilt B einen Unterring

4" = AA[[xb veiey 27,;]] >~ AA[[XD veey Xn]] ’
so daB B endlich iiber A" ist. Der Unterring 4" ist natiirlich algebraisierbar (4" = Kom-
plettierung von A = A(zy, ..., z)). Es zeigt sich, daB bei geeigneter Wahl von 4
dann auch (B, 77) algebraisiert werden kann.
Wenn man jeder A-Algebra A’ die Menge aller Paare (B’,7"), B’ eine endliche
A’-Algebra, 5’ € D(B’), zuordnet, so ist dieser Funktor von endlicher Darstellung,
und (B,7%) laBt sich folglich beliebig genau durch ein (B’,%’), B’ eine endliche
A-Algebra, n'€ D(B'), approximieren. Die formale Semiuniversalitit von (B, 1)
impliziert dann einen A-Homomorphismus B — B"; dieser ist natiirlich surjektiv,
sofern man B bis mindestens zur Ordnung 2 approximiert.
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Um zu erreichen, daB er auch injektiv ist, benétigt man allerdings noch mehr In-
formation iiber B'.

Es sei A’ eine A-Algebra, M’ ein A’-Modul und L, ..., L, endliche A-Moduln. Dann
definieren wir nach M. ARTIN: Eine (i, ..., s)-Vorbereitung vom Typ (L, ..., Ls)
von M’ ist eine Folge von A’-Homomorphismen

U'
L,®44, - M @4, =: M,

mit U,oV,= X,,40 idu,, V,oU,=X,+10 idL,@,,A,’ fiir ¥ < n (wobei wir zy,1=1
setzen).

Hierbei bezeichne A, den Restklassenring A’/(z 4’ 4 «+* + z,4’), (4o := 4’).
Hilfssatz. Bei geeigneter Wahl von xy, ..., 2y € B gibt es A-Moduln L,, so daf B als
A-Modul eine (z,,. . .,7s)-Vorbereitung vom Typ (Ly, ..., Ly) besitzt (A" = A"[[zy, .. .,za]])-

Beweis. Da A4, = A" ist, ist B® 4.4, endlicher A"-Modul, also stets vom Typ
Ly®4 A" (Jeder endliche A-Modul ist direkte Summe von A"-Moduln vom Typ
A'/p°A" = A/p’A und von freien Bestandteilen, p bezeichnet dabei ein Prim-
element, falls A diskreter Bewertungsring ist.)

Angenommen, 2, ..., 2, sind so, daB fiir v < 8 bereits 4-Moduln L, mit Homo-
morphismen L, ® A, & B, mit den geforderten Eigenschaften existieren.

B, ist ein endlicher A; = A[[z,,, ..., 2,]]-Modul; da die Lokalisierung von 4; in pA4;
ein diskreter Bewertungsring mit p als Primelement oder ein Korper ist, ist sofort
klar, daB es eine Zanskmmgebung B(z) von pA; gibt (z€ A4;), iiber der B, vom
Typ L,® 4 A; ist mit einem geeigneten A-Modul L,. Da dim (A,/xA,) < d]m (4;)
und z zu p prim ist, kann man (zy, ..., z,) durch eine Folge (z{, ..., z;) mit z, = z,,
v < 8, 2,,, = geeignete Potenz von z, z,€ A", ersetzen, so daB A" endlich iiber dem
Unterring A"[[z], ..., za]] ist.

Fiir Moduln iiber reguliren lokalen Ringen gllt aber stets cod k + dh = dim, also ist
A" freier A'[|z}, ..., z4]]-Modul. Also erfiillt (z}, ..., z;) die geforderten Bedingungen
fiir v < 8 (indem man die L,, » < s, geeignet abéndert). Durch Induktion folgt daraus
der Hilfssatz.

Die weitere Beweisidee von Satz 2.4.4. ist nun, zy, ..., zs und (L, ..., Ls) zu fixieren,

8o daB B eine (@4, + « -, Zn)-Vorbereitung vom Typ (Ly, ..., Ls) besitzt, und diese mit zu
approximieren. Dazu ist zu zeigen:

Hilfssatz. Fiir A-Algebren A’ sei
B’ endliche A'-Algebra, 5' € D(B'),
PA")=(B,y",[U,, V,)) [U., V.] (%4, +++, Zn)-Vorbereitung
von B’ iber A’ vom Typ (L, ..., Ly).
Dann st A’ — P(A’) ein Funktor lokal von endlicher Darstellung (auf der Kategorie der
lokalen Henselschen, Noetherschen A-Algebren).
Beweis. Die Vorgabe von (B’,%’) ist durch endlich viele Daten bestimmt, die der

[U,, V,] mit den geforderten Eigenschaften ebenfalls wie folgt
Ist B'= B,® " ' (4o eine A-Algebra, so daB B’ iiber 4 definiert ist), so daB

A'=hm(A:) lst A, Ag-Algebren, so sind [U,, V,] durch ihre Wirkung auf L,
bzw. Bo bestimmt, q. e. d.
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Wir konnen also (B, 7) mit der fixierten (xy, ..., 24)-Vorbereitung (T,, V,] modulo
m%. approximieren durch eine endliche A-Algebra B, ein #€ D(B) und eine Vor-
bereitung [U, V. Das heiit, wenn man alles mit A/m%'! tensoriert, sind (B, %,[U,, V,])
und (B, 5, [U,, V,]) isomorph. Wie bereits bemerkt, induziert die Semiuniversalitidt
von 7 sukzessive A-Homomorphismen B B/m%3*'B, m = ¢,c+ 1, ..., also einen
.1-Homomorphismus ¢: B - B’, der im Fall ¢ > 1 auf alle Falle surjektiv ist, und
so daB 7) bei B — B/m"*'B in nm (= Bild von ) iibergeht. Es ist also zu zeigen, daBg
auch injektiv ist, sofern ¢ hinreichend gro8} ist.

Es ist ¢(x,) =, 4+ y,, 9,€ m'B, also wird m,B" auch durch p, w, ..., %,
P(Ceiq)s o ons pl,) erzeugt (0 <. 8 < n), und daher gilt

n m
it = (3 gt B+ pB) . )
r=g+

Die entscheidende Bemerkung ist nun die, daBl die Multiplizitat der einzelnen B;
beziiglich m,4; durch die Vorbereitung eindeutig bestimmt ist, sie ist némlich
gleich der Anzahl der freien Summanden von L, (da L, ® 4 A; — B, injektiv ist und
der Kokern durch x,,; annuliert wird, also klcinere Dimension hat).
(Ist d = dim A,, dann ist die Multiplizitit cine additive Funktion auf der Kategorie
der 4,-Moduln, die auf der Unterkategorie der Moduln der Dimension < d ver-
schwindet.)

Wegen (1) hat also B; beziiglich des Ideals 2, ¢(x,) B; 4 pB; dieselbe Multiplizitat
1

Vgt
— n
wie B; beziiglich des Ideals 3, «,B,;-+ pB,; daher haben alle Elemente des Kerns
v=g+1
von B, — B, eine kleinere Dimension als dim B,. _
Wir betrachten zunichst den Fall, daB A ein Korper ist. Wegen z,,,B, & L,® 4 4.,

und da L, ® 4 A, frci ist, also alle von 0 verschiedenen Elemente dieselbe Dimension
haben, gilt dann

(2) -'ra+chﬂ K,=0.

Offenbar ist K, = 0, da B, — B, surjektiv und beide Seiten Algebren vom gleichen
Rang iiber .1 sind.

Aus (2) folgt daher durch Induktion nach n — s, daB K, = 0 fiir alle s, also ins-
besondere K, = Kern ¢ = 0 ist.

Im Fall eines diskreten Bewertungsrings /1 ist der Beweis im Prinzip dersclbe, man
betrachte hier jedoch auch noch die Multiplizititen von B,/p™B, und B;/p™B;, die
wieder durch die Vorbereitung eindeutig bestimmt sind und iibereinstimmen; be-
zeichnet man diese Multiplizititen als Funktion von m mit e(m), so ist e(m) stiick-
weise linear, und der Anstieg an der Stelle m ist gleich der Anzahl der Summanden
von L,, deren Linge > m ist.

Da wieder alle von 0 verschiedenen Elemente von L, ® 4 4 /p™A4; (m = 1) dieselbe
Dimension haben, folgt wie oben B,/p™B, ~ B,/p™B, fiir alle m, also K, = 0 und
ebenso Gleichung (2), also K, = 0 fiir alle s, q. e. d.

9 Beitrige zur Algebra s
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