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Beweis. Gilt dies nicht, so existieren beliebig groBe e, da8 J,,, nicht minimal iiber J,
ist; e; sei die entsprechende Teilfolge der Indizes. Wir wihlen Erweiterungen
Jors E oy, von J, ; ist

JO={h€ I, h|p-H, EJ,

€f+1 €f+1
so ist {J}, eine Kette von Erweiterungen und JO = lim JO S (p- H)", wobei

J® E JU+9 it denn wir konnen k€ J¥* wahlen mit k, ¢ J, falls e groB ist.
Dabher ist

JOE Jarn E Je+n E ..o
was unmoglich ist, denn pH ist Noethersch.

fir j=4,¢+1=¢),

2.3.2. Der WeierstraBsche Vorbereitungssatz fiir ein Ideal
Es sei wieder H,= H/m®, Hoo:=H, e = 1,2, ...,00. Ist o€ RT fest vorgegeben,

-1
JEH,, f= ‘Z a,l’, 8o setzen wir
I

Al = =y 20(jv| + 1)™+2 |a, | @
mit § = 2m+? i (r+ 1)2.
v=0

Motiv. Fiir die induktive Konstruktion konvergenter Potenzreihen  mochte man
ein handliches Kriterium haben, wie man aus den ersten Koeffizienten a die folgenden
withlen muB, um Konvergenz zu erreichen. Es gilt ndmlich

23.2.1. Bemerkung. Ist f€ H, so werde |[f| wie oben definiert. Dann ist
1€ H& |flle < oo fiir ein p.

2.3.2.2. Definition. & = B%p) = {f€ H., |Iflle < oo}.
Nun folgt leicht
2.3.2.3. Satz. B%p) ist esne Banachalgebra.

Beweis. Man sieht leicht, da8 || |, eine vollsténdige Norm auf 8¢ ist. Zu iiberpriifen
ist also nur die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung. Sind

e-1 e-1
f= 2 at, g= b€ H,,
Ivi=0 lui=0
80 ist zu zeigen: ‘
IIf - gll = 1WAl - ligl -
Es gilt nun
-1
fr9= Z 8 2 ab)=: Jat
=0 »+p=2

und

14]
laal =1 2 abul < Zlas] bl = 2 3 las] 1bal,
v+ u=2a - r=0 !:l-fl

rHp=-
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und da die Zahl der m-Tupel ¥ mit |y| = r stets < (r + 1)™ ist, folgt fiir ||fll = ¢,
llgll = ¢2

Ely Cy Co
loal = 2, |~|2-r 28(v] + 1™ 2" 28(A] — ™2 gh
€y %Ill (r+ 1)m 0162-2"'“ 'l'm
72 S 1
N R e e R P R
0oy 2™ omea_ G0
g 6291(|’z_| + 2)m+2 §-2m 2= 269‘(M| + 1)m+2’

d. h. ¢; - ¢g = 289*(|A| + 1)™+? fiir alle 4, q. e. d.

Wir fiihren unter den Multiindizes nun eine Ordnunggrelation ein.

2.3.24. Definition. Es seien v= (v, ..., %), & = (t4y, ..., 4m) ZWei m-dimensionale
Multiindizes. Wir definieren

[v] < |ul

oder

Jk=m mit wn < pr, Ve = Mkt

fir 71=1,....m— k.

< us

Ist «€ He,a = 2 a,uth, so sei O(a) = min (u, @y == 0). Fiir 6(1) > v schreiben wir
»

auch a > ».
Fiir O gilt natiirlich

O(a; + ay) = min (O (x)), O(y)) und  O(xy - o) = Oley) + Oletg)-
2.3.2.5. Satz. Es sei v ein m-Multiindex, « = D, aut*€ He, 0 > v, 8 > 0 gegeben.
Dann existieren positive Zahlen gy, 0y = 05(0); -+, Om = Om(04> -+, Om_1), ¥ = p(0) mt

llcllye = d(ye)”,
und diese Ungleichung bleibt erhalten, wenn man die oy und y in der Weise g, = of,
02 é 9’2'(91)’ eees Om é efu(el’ iy Qm—l)’ Y= 7*(9) verkleinert.
Beweis. Es ist

a= 30 aurt Jtap

lpsl = |#] lul >1»l

20 ist endlich, und a,t* sei ein Term davon, k 80, daB g > Ve, Ves1 = Pkss -+ ¥ = im

ist. Sind nun gy, ..., 0r_; gegeben, so gibt es ein g mit |jaut’]l, < do” (Or41, -+ Om
beliebig). Wir wihlen nun p erst fiir die Glieder mit k¥ = 1, dann fiir ¥ = 2 und lassen
¢¢ unverdndert, usw., so daB )

20 = de
ist, und o.B.d. A. konnen wir ¢ durch yp ersetzen. Nach 2.3.2.1. ist fiir kleine
0 = 9o nun || Z4|| < oo, und fiir beliebige § < 1 gilt dann

12tk = #7412
I 247 < 8G¥e) fiir kleine 7, d. h.,
fiir y = 5 - 7 ist auch || 34, = d(ye)’, q. e. d.

daher
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Nach dieser technischen Vorbemerkung wenden wir uns der Betrachtung gewisser
zahlentheoretischer Funktionen zu, die wir spiter als WeierstraBinvarianten von
Idealen in H interpretieren werden.

2.3.2.6. Definition. Es sei 8 = (s, ..., 8n) ein m-Tupel von Abbildungen gewisser
Teilmengen von N°, ..., N*-!in N U {oo} mit

8 = const,
8y = 62(’1) definiert fiir 0 é 121 < 8 mit 82(’1) = 00
falls 8; = oo fiir alle ¥, ist,

8p = 8p(¥y, ..., ¥p-1)  definiert fir 0 < » < sy, ...,
0< vp_1 <8p_1(¥,...,¥p_2) mit
8p-1(¥y, o0y Pp-2) = 0O >
8p(¥y, o0y ¥p-1) =00 fiir alle v,_;.

Weiter sei e€ N | {oo} gegeben, und es gelte stets

8p(¥yy ooy ¥p-1) = {3d—ervé°_._ — 4
) 8 heiBt dann reduzierendes System zu e (bzw. einfach reduzierendes System,

falls e = oo ist).
(id) hE€ H, heiBlt reduziert beziiglich 3, falls
h= 2 at’

0sri<ey
05r9<ey(vy)

0 S 7 <tpy(*1s eons Yy~ 1)
Irl<e
ist.

(i) v = O sei zugelassen. Der Multiindex » = (v, ..., %) mit 0 < © < m heiit
mazimal beziiglich des reduzierenden Systems 3, falls 0 < v; < 8(»y, ..., 7s_y)
ist fir j=1,...,1v sowie &(¥,...,%_4) <oco und & (¥,...,¥)=co
(falls ¢ < m) ist.

2.3.2.7. Bemerkung. Zum reduzierenden System 8 gibt es nur endlich viele maxi-
male Multiindizes. (Denn mit & < co sind auch s, ..., 8_; < oo an der Stelle ».)

2.3.2.8. Bemerkung. Es sei h€ H, reduziert beziiglich 8 und (v,...,%) =1
maximaler Multiindex. Setzen wir

"( +1, t'm

h(v') := 2 y,9; 4 g0 Py bi41 ms

Y54 1o oo ' EN
T e

h._ ;i - h(v).

Beweis. Einfaches Durchnumerieren der Indizes; wir wihlen », fest, dann
9,€ {0, ..., 8(») — 1}, darauf %€ {0, ..., 83(»;, ;) — 1} usw., bis zum ersten Mal
8,1(¥y, ..., %) = 0o wird (oder ¢ = m). So werden alle Terme von 2.3.6. (ii) genau
einmal durchlaufen.

so gilt
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2.3.2.9. Definition. Es sei 8 ein reduzierendes System.

(i) (g5 +++, %) = v sei Multiindex mit 1 < 7 < m.
v heiBt endlich beziiglich 8, falls 0 < »; < 8(vy, ..., ¥;_y) ist fir j=1,...,¢
und 8¢, 5(¥y, -+, %).

(i1) Sind 8,3 reduzierende Systeme, so heiBt 8 < 8 (,, hochstens stirker
reduzierend als 3‘‘), falls

8t ¥y i) = LI 7 )
ist fiir alle beziiglich 8 endlichen » = (¥, ..., ).
Man sieht sogar: Man muB nicht fordern, daB 3, fiir beziiglich 3 endliche » definiert

ist, das gilt automatisch (Induktion iiber 7). 8 < 3 heiBt: Zu 8 gibt es hochstens mehr
endliche Multiindizes als zu 8. Offensichtlich ist ,,<*‘“ eine Halbordnung der redu-

zierenden Systeme.

2.3.2.10. Satz. Es sei 8, < 8, = -+ eine unendliche Folge reduzierender Systeme.
Dann existiert evn py€ N mit 8p = 8, fiir alle p = py

Beweis. Es gilt:
358=> Es gibt ein » endlich 3 mit » nicht endlich 8.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist 3, § 8, 5 --* und iiberdies 8;,, > 8,
so groB, daB gilt:

Jeder beziiglich 8; maximale Multiindex, der beziiglich 8; mit ¥ > j endlich ist,
ist schon beziiglich 8;,, endlich.

(Das ist moglich, da zu 8; nur endlich viele maximale Multiindizes existieren.)

Es gilt

» maximal 8;, endlich 3;,, = dim» > j — 1. ()
Daher wird die Folge fiir j = m 4 1 stationir.
Hierbei ergibt sich (x) durch Induktion iiber j:
j = 1 ist trivial; es sei
j > 1, und fiir alle y maximal 8;_; mit v endlich 3; sei dim» = j — 2.
Weiter sei ¥ = (v, ..., ) maximal 8; und endlich 8 ;. Dann ist r > 0 und (»,, ..., %)
endlich g;, daher enthdlt (»,...,%_;) einen beziiglich 8;_; maximalen Multiindex
(#,...),d. h.,esist r — 1 = j — 2 und daherr = j— 1, q. e. d.

2.3.2.11. Definition. Ist 3 ein reduzierendes System zu e, ¥' = (, ..., %) endlich 8,
8o schreiben wir stets

v = (v, oous V1, 804 (Vgy oo es W)
Weiter sei A = H,. Dann heiBt A ein Syatem von WeierstraPpolynomen zu 3, falls

A = {w,, = ¢* 4 red,, v’ endlich}
i(sa t(r)nit re((i),')> »* feduziert (»* identifiziert mit dem m-dimensionalen Multiindex
*,0, ..., 0)).
2.3.2.12. Satz. Es sei A = {w, = ¢*, v’ endlich 8} das triviale System von Weierstraf-

polynomen, o € R vorgegeben. Dann gibt es fiir jedes h€ H,mit ||b|| < oo eine eindeutig
bestimmie Darstellung

h =" 'Eﬂ Qv’(ﬂv’ + R,
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R reduziert beziiglich 8 und Q, € H,_ ,») Potenzreihen in by, ..., tm (fiir v' = (v, ..., %)).
Weiter gilt
OR) ZO0k),  0Q)+v*= O,
RNl < Ilklle=*, IR = &l
Beweis. Induktion nach v = 7(8) = max {3, 3 (3, ..., %) endlich 8}.
7=10: Nur 8 < oo, daher A= {t;'}; somit ist h= Q! + R mit degy,R < 8

(eindeutig). Die Abschitzungen folgen, da die Zerlegung in ,,disjunkte* Unterreihen
vorgenommen wurde.

7 > 0: Wir betrachten ein neues reduzierendes System 3* zu e:

8.’(1’1, veoy ‘V‘_l) fiir ig T,
0 fiir 7 > 7.

8(¥yy vees ioy) = {
Dann ist 7(3*) = 7 — 1, daher
h = Wy + R*
v engeh .‘Q @ +
und R* reduziert beziiglich 8*. Nun ist A = A* JJ A mit
A* = {w,, v endlich 3*}, A = {w,, v maximal 3%, endlich 8},

wobei stets ¥' = (v, ..., ¥,) ist. Es sei nun

R¥*= 3 ay(liyg, o tm) .
"-('jn seey "')
»’ maximal 8¢
Wir miissen zeigen: Fiir w,- € 4 1Bt sich £ """ abspalten von a,#*". Nun ist

ay = Qv (ts+1, ooy tm) * C:',T':' + bor(trsts eees tm)

eindeutig bestimmt mit dem Polynom b, in &4 4, dege, . ,(by) < &(»"). Also ist

R*= 3 Qew, + R, R reduziert (beziiglich 8).
o, €A

Nach Induktionsvoraussetzung ist R eindeutig bestimmt, daher auch R und die @,,
q.e.d.

Wir betrachten nun ein beliebiges System von WeierstraBpolynomen. Dieses erfiillt
nach 3.2.5. stets die Voraussetzungen der folgenden Verallgemeinerung der Weier-

straBschen Formel (fiir geeignetes g). Wir verwenden im folgenden Satz jedoch nicht,
daB die a, reduziert sind!

2.3.2.13. Satz. Es sei 3 reduzierendes System zu e,
A= {wy ="+ a,, endlich 3}

gegeben mit a, > v* und ||ay|| < 019" fiir ein 0 < e <1 und ¢ = |3| = Anzahl
der endlichen ¥’ zu 8. Dann gibt es fiir alle hE H, mit ||h]| < co eine eindeutige Dar-
stellung

h - AM Qwy + R
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mit R reduziert, Q,-H,_ |, Potenzrethe in by, ..., tm (fiir v' = (v, ..., %)). Dabei gilt
weiter

OR) = O(), 0@Q.)+»* =0,

-y

RIS W= RS I

Wir konstruieren Folgen k;, R;, H,, Q¥, H,_,,», deren Grenzfunktionen die gewiinschte
Zerlegung liefern.
Zuniichst setzen wir @ = ¢*°.
1=0:hy=:h.
1 > 0: k4 sei schon konstruiert. Nach dem vorigen Satz ist
h‘ = 5 Q(v"+l)&’v’ + R(+l
»’ endlich
mit
Q¥ = lIkdle™",  [1Rsssll = llAdll. (%)
Wir setzen
hiyy = h; — ZQQ’“)wo' — Ry =— Z %, QU+,
Nach (*) folgt
(e sall = (8](e01e"") llAsllo="" = ellhall = &***|Al;
daher konvergiert ¥, k¢ und nach (x) auch 3 R, 3 Q4.
Bezeichnen wir die éummen mit 2 bzw. R bzw. Q,-, so ist
b= Zth— e = 3 (3 @00,) + 3 R = T, + B
i=0 v -0 t=0 [
Die Aussagen iiber O sind klar. Weiter ist

. 1
1Bl = II;} kil = 'ZB‘“HhII =1

und

. 1
Q11 = =" T I

Wir zeigen die Eindeutigkeit der gefundenen Zerlegung. Es geniigt zu zeigen, daB
folgendes gilt: Ist ZQ.'w, + R=0,|Q~|,||B| und R reduziert, so ist R=0,

Ist K= IIZ Q»w, + R||, so ist nach (3.2.12.)
el < K -9
weiter gilt
R v'~v' =5 v Ky’ ,
+ ;Q @ ;Q [
und daher ist ‘
= R+ ZQrowvl = |8| - (Kg~"*) - e0-1¢" = ¢ K.

Aus K < ¢K folgt aber K = 0; daher ist R 4+ 3 Q,m, = 0, und die Emdeutlgkexts-
aussage von 3.2.12. liefert R = 0,Q,r = 0,q. e. d.
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Wir nennen R die Reduktion von h beziiglich 8.
Es gilt iiberdies
2.3.2.14. Bemerkung. Die Koeffizienten von 2 und den w,’ seien rationale

Funktionen in ¥ = (v, ..., )€ C¥, die fiir ¥ = 0 definiert sind. Dann sind dies
Koeffizienten von @, und R rational in V.

Beweis..In einer Umgebung V = V(0) S C* sind die Voraussetzungen von 2.3.2.13.
immer noch erfiillt (fiir geeignetes g). Dann sind dort die Koeffizienten von R, @,
Funktionen von ¥ iiber V.

e < 0o: @y, R geniigen linearen Gleichungen mit den Koeffizienten von w,s und A.
Nach 2.3.2.13. hat das System eine eindeutige Losung, die dann nach der Deter-
minantentheorie rational in den Koeffizienten w,, % ist, q. e. d.

e = 0o0: Wir entwickeln schrittweise fiir wachsendes e < co.

Der folgende Satz ist das Hauptresultat dieses Abschnitts und liefert uns eine
,,Division mit Rest durch ein Ideal‘.

2.3.2.15. Satz. Ist J E H, ein Ideal, so existiert ein reduzierendes System 3 zu e und
eine Zariski-offene Tetlmenge Z & GL(m, C), so daf nach einer beliebigen Trans-
formation mit einem g€ Z gilt: J besilzt evn evndeutig bestimmies Erzeugendensystem
aus Weierstrafpolynomen zu 3.

Beweis. Wir zeigen induktiv die folgende Aussage:

(A;): Es gibt ein reduzierendes System 3, = (s{”, ..., %) zu e und @ + Z, & GL
(2, Zariski-offen) und nach einer beliebigen Koordinatentransformation mit g € Z,
ein System

A,={w;=w,j'= "+, j=1,..,1}
von Weierstra8polynomen zu 3, mit
(i) ‘V".‘..’ > ‘l'l* .
(id) h€ J reduziert zu 8, = h > ¥}.
(i) Die Koeffizienten von w} sind regulire rationale Funktionen von g€ Z,.
(iv) A, S J.
") Zry 2723 H fir r>0.
red, bezeichnet die Reduktion beziiglich A,.

Nach 3.2.10. und (v) folgt dann die Existenzaussage des Satzes, falls wir zeigen
konnen:

a) (Ao),

b) (Ay) und red, J = 0=> (Aryy).

Nun ist (Ag) trivial, wenn wir 8§y = (oo, ..., ), Zy = GL(m, C), 49 = P setzen.
Es sei (Ay) bewiesen, redy J == 0. Es sei 4 minimal mit der Eigenschaft: Es gibt eine
Transformation aus Z, und ein A€ red, J, so daB a,¢* 3 0 ein Term von & ist.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist a, =1 und A=t 4 a, 9 <p < a
(wegen (ii)). Ist §€ J fixiert mit red, j = A, 80 sind die Koeffizienten von « rationale
Funktionen von g€ Z, (3.2.14.); es sei Z,, deren Definitionsbereich in Z,. Weiter sei

p= (g o0, 44, 0,...,0) mit g >0.
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Wir definieren 3, durch

85"”(#1: ooy fhio1) = fhis
80wy, ooy ¥_g) = 87(vy, ..., ¥y) fiir v = (v, ...,%._,) endlich 8,,
8 (v, ..., j_y) = oo sonst.

Wir zeigen:

() 87 (pays ooy phizg) = 00,

) 824 (fag, -5 phi_g) < 00.

Damit ist dann 3,,; wohldefiniert, und (u;, ..., ¢_y) =: %, ist maximal zu 3,, endlich
zu 3, 4.

(«) h reduziert => pg < 8 (g, -, iy,
und falls (gq, ..., us_y) endlich 3, ist, ergibt (ii)
b > (fhyy ooy phigs 87 (Bys ooy phi—y)), Widerspruch!
(B) Annahme: 8{”,(u,, ..., ty_y) = co. Wir wihlen 4, g so, daB

lewlle = 8™, llaelle < Je#

ist (Satz 3.5. anwendbar wegen a > u > v*).
Da Z, ., offen ist, konnen wir auf die Koordinaten hinreichend kleine Drehungen und
Streckungen anwenden, ohne die Situation zu veridndern. Es sei

h=ody (G=1,...,m).

Wir haben @&, = £ + & mit ay=p~ " i a.'(ggt}) (d'se Eigenschaft kann man
induktiv zu (iii) hinzunehmen) und setzen k = t* 4 & mit « = g~ *«. Es folgt fiir
e=(1,...,1)

el < 8, iy < 8.

Eine Drehung um einen kleinen Winkel ¢ in der (¢_,, ¢)-Ebene liefert

cos —sin«p) (t._,) _ (t:‘_i cos ¢ —Z‘ sinq:)
sing cosg/ \k t_ysing tcosg)’
d. h.

o8 P A ) =

mit o = sin"! ¢ cos'-1 g, f = ﬂ(?,_,, t;) homogen vom Grad Mi-y + g4, und ¢ tritt in
allen Gliedern auf. .
Behauptung: red, @ =: « enthdlt den Term ai""’""""”?f_‘;‘“‘ (damit folgt (B),
denn offenbar ist (uy, ..., #_g, ps—g + ) < p im Widerspruch zur Minimalitét
von u).
Mit ¢ 4 o€ J haben wir y +pa€ J,y + a € ¢J, und dies ist reduziert (reduziert
wegen &7, (u) = o0). Fiir kleines § wird a klein, und bei Verkleinerung von g¢ bleibt
der Term

aZ,"_‘;**"‘I"'" Y T ))

unberiihrt, tritt also nicht in & auf, q. e. d.
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