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zwei Deformationen 4’ — P’, A — P und erhalten eine Abbildung
” @
o (B)'} (falls P’ @4 A = P ist),

bei der ®(P") im Urbild von (P, P"')€ Dp,(A') X pp () Dp,(A") liegt. P konstruieren
wir wie folgt: Ist P"€ D\(P | A”,J ®4 P), s0 ist 0 — JP" — P" — P — 0 exakt,
daher

0—JP" > P'XpP"— P —0,
und aus

JP'~JR@AP~J @4 (P R4 A)~J R4 P ~J ®p P’
folgt, daB Q := P' ®, P"" € DY(P' | B, J ®g P') ist. Da bei

D\P | A”,J @4~ P)— D\P' | B,J ®p )
Nebenklassen mod DY(P | A,J ®4 P) in Nebenklassen mod DY(P' | A’,J ®p P’)
iibergehen, folgt mit 2.1.7. leicht die Existenz von &.

Ebenso beweist man Eigenschaft (ii) des Kriteriums 2.1.3. und erhilt so die Be-
hauptung.

2.2. Charakterisierung von Deformationen durch Gleichungen

Fiir unsere Untersuchungen brauchen wir zunichst ein Flachheitskriterium, dessen
Beweis bei BourBAKI, Algébre commutative, zu finden ist.

2.2.1. Definition. Es sei 4 ein Ring, m ein Ideal von 4. Dann heiBt M mod 4
idealsepariert beziiglich m, falls fiir alle Ideale a von 4 gilt: a ®4 M ist separiert in
der m-adischen Topologie.

2.2.2. Satz. Es sei (4, m) ein Noetherscher lokaler Ring, A/m = k, und der A-Modul M
set idealsepariert beziiglich m. Dann sind folgende Evgenschaften dquivalent:

(i) M ist A-flach.

(i) Torf(N, M) =0 fiir alle N € mod 4 mit mN = 0.

(ii") Tor{(N, M) =0 fiir alle N € mod A, die durch eine Potenz vonm annulliert

werden.
(i) m®a M — mM st bijektiv.
(iv) Wenn wir

grd) = @m/m’+!, gr(M)= @m'Mm+M
y=0 y=0
selzen, 80 st die Eigenschaft
(GR)  Der kanonische Morphismus
gr(4) ® grya) gro(M) — gr(M) ist bijektiv
erfillt.
(v) Fiir alle n > 1 18t M/m*M flacher A/m™Modul.
Aus dem Satz erhalten wir leicht:

22.3. Korollar: Ist f: A — B ein lokaler Homomorphismus lokaler Noetherscher
Ringe, 0 st f flach genau dann, wenn ms @4 B — B injektiv ist.
qe
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Beweis. Zu zeigen ist (&), wofiir nach dem Satz ((i) ¢ (iii)) hinreichend ist, da B
idealsepariert beziiglich m,4 ist. a < A sei ein Ideal; zu zeigen ist, daB N=a®4B
separiert in der my-adischen Topologie ist.

Nun ist N von endlichem Typ iiber B, daher in der mp-adischen Topologie separiert
(Krullscher Durchschnittssatz), also erst recht in der my-adischen (m4 B & ms,
q.e.d.

Wir betrachten von nun an wieder eine beliebige der drei in der Einleitung genannten
Kategorien & iiber k und bezeichnen mit k(Xj, ..., X4) die von den n Unbestimmten
X, erzeugte freie Algebra dieser Kategorie.

2.2.4. Satz. Es ser

B@L—B'

N,/

A
ein kommutatives Diagramm in . Dann gilt:
(i) Ist h ® 4 k surjektiv, so 18t h surjektiv.

(id) Ist h ® 4 k injektiv und B iiber A flach, so st h injektiv.
Beweis. (i) Die Surjektion B’/m4B’ — B/my B liefert bei Faktorisierung nach mg-
k = B'/mp —» B/mp'B, '
daher B/mpgB = k, d. h. mpB = mp, also
h(m ) = m mod m5,
d. h. % surjektiv, also auch k.
(ii) Ist B flach iiber A, so ist nach dem vorigen Satz (wobei jede der Graduierungen
die m4-adische sei)
yg: gr(4) @& B/maB = gr(B).
Behauptung a): gr(k) ist injektiv.
Behauptung b): gr(k) injektiv = h injektiv.
Zu a). Wir haben

gr(4) ®r B'maB’ 22, or(4) @sB/m4B

17 i lYB

gr(B’) =~ griB)
und da yp bijektiv, 1 ® gry(h) injektiv ist, folgt gr(k) injektiv, q. e. d.
Zu b). Vorbemerkung. A~{(m’%B) = m}B’
Beweis. Zu zeigen ist die Inklusion &. Da gr(h) injektiv ist, folgt

m,B’ N A m7*B) S myB
und induktiv nach k = 0

myi*B' O k-i(m%B) S miB'. (#)
So ergibt () fiir k = »

W\mB) S miHB,
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g- e. d. Nun gilt nach der Vorbemerkung
F30) S N A imLB)= Nm4B =0,
daher ist k injektiv, q. e. d.
2.2.5. Korollar. In der Kategorie £ st esn Morphismus h: B' — B von A-Algebren
in eine flache A-Algebra B genau dann ein Isomorphismus, wenn der induzierte Mor-
phismis der speziellen Fasern tiber A ein Isomorphismus 1st.
2.2.6. Satz. Es sev (p: A— P, P/msP ~ P;) eine Deformation von A, und es se
eine Einbettung von Py durch Py= k(X,, ..., Xp)/Iy gegeben; k(X,, ..., Xy) =:0.
Dann gilt:
(i) Es existiert eine Fortsetzung der Einbettung von P, zu einer Einbettung
von@O® A,d.h.

A

4
’/
’/
,I

oA Py = P/maP

O=0® Almu

(i) Es set I=kery und Iy= (f;,...,fa). Stnd dann Fy,...,Fa€ I und
Fi= fymod my(@ ® A), so st I = (Fy, ..., Fg).

(iii) Es sei @ ein beliebiger Morphismus, der obigem Diagramm geniigt und fiir den
I=Ykery, Iy=kerc durch jeweils ein bestimmtes Erzeugendensystem
mit (i) gegeben sind. Dann ist @ Deformation von P (d. k. flach) genau dann,
wenn folgende Bedingung erfiillt vst:

d ~
Sind pr€O mit J pifs = 0 auf Py, so existieren PiCO ® A mit
i=1

P

7

. d
Pi= pymod mu(@ ® A) und 3 PiFy =0 auf P.
i=1

geweis. (i) Die Existenz von yp ist klar, die Surjektivitat folgt dann aus dem letzten
atz (i).
(ii) Ist I' = (F,, ..., F) < I, so haben wir

/ A\
(OB A)|] <e—— (O ® A)I'
und nach dem letzten Korollar ist T Isomorphismus, d. h. I' = 1.

(i) Vorbemerkung E' & E mod A sei ein Untermodul, E/E’ flachiiber 4,0 & 4

ein Ideal; dann gilt

0’ = E' N aE (Beweis trivial).

Daraus folgt leicht: ‘
g:P—Aistflache I N (ma-OR A)=my- 1. ()
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