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Modulprobleme in der algebraischen Geometrie II 89

Man iiberlegt sich sofort, da8 k beziiglich der || [x-Topologie gleichmiBig stetig ist.
Damit konnen wir 4 zu einer Abbildung % (eindeutig) auf die AbschlieBung FV von F°
ausdehnen. Nun ist-zﬁ : Fo . Fo die Identitit. Wir konnen also den Satz iiber

¢ ko,0
implizite Funktionen anwenden und erhalten in einer kleinen Umgebung des Ur-

sprungs von A! (AbschlieBung von A1) eine C>-Funktion g, so daB
£+ Géy + GIR(p,{) =0

erfiillt ist, genau dann, wenn { = g(yp) ist.

Man iiberlegt sich durch die Untersuchung der Differentialgleichung zweiter Ordnung
vom elliptischen Typ [+ & +9R(y, )=0, daB (€ F? ist. Damit haben wir
unser Problem gelost und folgenden Satz bewiesen:

1.4.2. Theorem (KURANISHI). a) Es set M eine kompakte komplexe Mannigfaltigkert,
{n"} eine Basis von H\(M, ©), ¢(t) eine Losung von

1
wn=gpm+§wmwm1

und B = {t| Hlp(t), p(t)] = 0} = {t€ C||t| < eund bi(t) =0 fir A= 1, ...,7}.
Dann induziert p(t) fiir jedes t aus der analytischen Menge B eine komplexe Strukiur M
auf M.

b) Es sei y eine beliebige Vektorform aus 1 mit

%—%mw=m

Dann definiert y eine komplexe Struktur M, auf M. Wenn ||l geniigend klein ist, dann
existiert genau ein € FO mut

yoft=¢() firent € B,
womit M, zu M, biholomorph dquivalent st.

Von GRAUERT wurde eine andere Methode entwickelt, um die Existenz semiuni-
verseller Deformationen nachzuweisen. Diese besteht darin, geeignete Uberdeckungen
zu betrachten und die Verheftungsbedingungen zu deformieren sowie die eventuell
vorhandenen Singularititen. Damit kann folgendes Theorem gezeigt werden
(GrRAUERT, DoUuADY).

1.4.3. Theorem. Jede kompakte komplexe Mannigfaltigkeit besitzt eine semiuniverselle
Deformation, die in allen Punkten des Parameterraumes noch vollstindig vst.

1.5. Existenz von lokalen Modulriumen kompakter komplex-analytischer
Mannigfaltigkeiten

Problemstellung: Wir betrachten , Keime“ von Familien kompakter komplex-
analytischer Mannigfaltigkeiten (siehe 1.1.), d. h., wir identifizieren zwei Familien

M 5 B und M’ S B mit demselben Parameterraum, wenn ihre Einschrinkungen
auf irgendeine Umgebung des Basispunktes o€ B isomorph sind.

Es sei M eine feste kompakte komplexe Mannigfaltigkeit und M 2 Beine in o€ B
universelle Familie mit My = M, so daB fiir jede Familie N — B’ mit Ny = M der

wegen der Universalitit von M 5 B existierende Morphismus f: (B’, 0) — (B, o)
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eindeutig bestimmt ist. Dann heiBt M —> B eine modulare Familie und (B, 0) ein
lokaler Modulraum fiir M.

Die Probleme sind nun die folgenden:
1. Welche Rdume (B, 0) kommen als lokale Modulrdume in Frage?
2. Man gebe ein Kriterium fiir die Eixistenz eines Modulraumes an!

Das erste Problem wird durch folgenden einfachen Satz gelost :
1.5.1. Theorem. Ist M — B eine analytische Familie komplexer Riume, die in

PG ; i " M O 0 . , ¥
o€ B semiuniversell ist, M’ — B’ eine solche, die in o' € B’ versell ist, und M o=~M ~M 0
80 gibt es Morphismen von Raumkeimen

(B',0) > (B' 0) > (B, 0)

und mit i und 7' vertrdgliche Isomorphismen n*M = M X g B’ ~ M’ (iiber einer
Umgebung von 0'), o*M' = M'Xp B~ M (iiber einer Umgebung von o), so dap
700 =id 18, und wenn M — B universell ist, ist (B, 0')~ (B, 0)X (C", 0) diber
(B, 0) ((C", 0) bezeichnet den Raumkeim von C* im Nullpunkt).

Insbesondere ist also die Kuranishi-Familie M — B einer kompakten komplexen
Mannigfaltigkeit universell, falls es iiberhaupt eine universelle Deformation von M
gibt.

Beweis. Wegen der Semiuniversalitit bzw. Versalitit gibt es Abbildungen
(B, 0) > (B, 0) LA (B, 0'), s0 daB o«*M ~ M’ , f*M’ ~ M (vertriglich mit 7 und 7')
ist, also ist y = & 0 B: (B, 0) — (B, 0) eine Abbildung mit y*M ~ M (vertriglich
mit ¢) und daher die Tangentialabbildung T'y(y): T'(B), — T(B,) gleich der identischen
Abbildung.

Also ist Op,/m2 5 Opo/m? die identische Abbildung, y*(m)@p, + m2= m, also
#*(M)0p,, = m. Daher ist y* ein quasiendlicher und damit endlicher Morphismus
analytischer Algebren (vgl. z. B. KURKE, PF1sTER und RoczEN [20]), also »* surjektiv
(nach dem Lemma von NakayamA). Ein surjektiver Ringendomorphismus Noether-
scher Ringe ist aber stets bijektiv. Somit ist » ein Automorphismus, und wir wihlen
#= a, ¢ = f# 0y~ 50 daB also o und x die geforderten Eigenschaften haben.

Um die letzte Behauptung zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB (B’, o) — (B, o)
glatt ist, d. h., ist (/,0”) ein infinitesimaler Raumkeim, (Zg, ") = (I, 0"') abge-
schlossener Unterraum, so liBt sich jeder Morphismus ¢ in dem kommutativen
Diagramm

(IO’ O") s j;’ (B': O')
| |
(I,0") = . > (B, 0)

so liften, daB o' | Iy = g, ist. Das folgt aus der Definition der Versalitat (die De-
formation ¢*M wird auf I, durch g induziert).

Es gibt kompakte, komplexe Mannigfaltigkeiten M, die keinen Modulraum be-
sitzen (z. B. Regelflichen; vgl. Teil I, 4.2.6.).

Das zweite Problem wurde von M. SCHLESSINGER und J. WAVRIK behandelt. Es
zeigt, daB die Existenz eines Modulraumes zur Losbarkeit eines gewissen Erweite-
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rungsproblems fiir vertikale Vektorfelder auf der Kuranishi-Familie dquivalent ist.
Seine Darstellung soll hier etwas ndher erldutert werden.

Es sei (S, 0) ein analytischer Raum, M s die Garbe der holomorphen Funktionen auf S,
die in o verschwinden, und S™ die n-te infinitesimale Umgebung von o in § (d. h.
der durch die Idealgarbe MMT+? definierte Unterraum S™ — 8). Ist M 5 8 eine
Familie von Deformationen von M (d.h. My = M), so bezeichne M™ die Ein-
schrinkung von M — S auf 8®). Der Zusammenhang mit dem Problem der Existenz
eines lokalen Modulraumes wird durch folgendes Theorem gegeben:

1.5.2. Theorem. Es ses M ein kompakter komplexer Raum und (M — B, ©: M — M)
eine semiuniverselle Deformation von M. Dann st diese Deformation dann und nur
dann universell, wenn fiir n = 1,2, ... folgendes gilt:

Jeder Automorphismus von (MM, ?) wird durch einen Automorphismus von (M®+1), 1)
induziert.

Bemerkung. Wenn der Kofunktor auf der Kategorie der komplexen Raumkeine
iiber (B, o)

S+ Autg(MXBS, is) = {f:J}lXBS S MXpS;fois= is}
(wobei g die durch © induzierte Abbildung M — M X g8 iiber dem Basispunkt von
8§ ist) darstellbar ist durch einen komplexen Raumkeim (4, ¢) — (B, o), so bedeutet
das Kriterium, daB (4, e) glatt iiber (B, o) ist.
Auf alle Fille ist der obige Kofunktor F, prodarstellbar durch eine formale Gruppe
iiber @p, mit einer zugrunde liegenden Algebra der Form

P=0gollty, - )l (f1, ---» fo)

mit @ = dim HY(M, @y), f; Potenzreihen der Ordnung g = 2, und das Kriterium von
1.5.2. ist dquivalent zu fy = -+ = fp = 0.

Beweis von 1.5.2.

Schritt 1 (Prodarstellbarkeit von F): Wir betrachten also die Kategorie der lokalen
Op,-Algebren, endlich iiber C, und schreiben F(R) anstelle von F(Spec(R)) (mit

Spec(R) wird der entsprechende nulldimensionale Raumkeim bezeichnet). Wir

schreiben #p anstelle von X g Spec(R); sind @po-Morphismen R’ SR & R"”

gegeben, R* = R'Xg R, und Automorphismen g —3 Mg, Mg E; Mg, die

auf Mg denselben Automorphismus induzieren, so induzieren ¢’, ¢'’ einen Auto-
morphismus (¢’, ¢”'): Mre = Mg (die zugrunde liegenden Réume sind alle gleich,
die zugrunde liegenden Abbildungen sind die identischen Abbildungen, ferner ist

0‘/”12. et (0(4{/:/”0) ®OB,0 R*

und das Tensorprodukt auf Grund der Flachheit mit dem Faserprodukt vertausch-
bar). Offensichtlich gilt

F(C[T)/(2)) ~ Kern(Aut(M X Spec(C[t]/(£2)) — Aut(M)))
~ Der¢(Oy, Ou) = HY(M, On).

Deshalb ist F prodarstellbar iiber einem geeigneten Quotienten P von 0, Bolltis + - tall
mit a = dim H(M, @) und

PlmpoP + (b, -oes ta)2 P~ C[[ty, ..., &)V (ty; - ., ta)?
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(vgl. [17]). Das Kriterium von Theorem 1.5.2. besagt nun: Jeder @ g ,-Homomorphis-
mus P 40 Bo/m**! = O ym) , 168t sich zu einem Homomorphismus P MY B+,
liften, was offensichtlich nur méglich ist, wenn P = o Bollty, .-, ta]] ist.

Schritt 2 ((«#, ) universell = jeder Automorphismus liBt sich liften): Es sei
@: (M®, 7))~ (MM, 7) ein Automorphismus und j: ™ — H®+1) die kanonische
Einbettung. Ferner sei

‘S ——3 B(ﬂ‘f' ')HB(”) B(!l+ ”( - SPeC(OB(".). ‘),0 XOB("),00B(”+ 1).0)) 3
und die ﬁiagramme

Mn+1) Mn+1) und Mn+1) Mnel)
X‘,{((ﬂ)/’f km(»)

seien kouniversell. Dann definieren ', #M'' Deformationen von M iiber S, die
auf jedem der beiden Summanden von 8 die Deformationen (A®+1), 1) induzieren,
so daB also die beiden zugehérigen Abbildungen f': S — B, f': 8 — B, durch die '
bzw. M induziert werden, auf beiden Summanden die kanonische Einbettung
B®+1) — B induzieren. Also ist = f’, und somit gibt es einen Automorphismus von
Deformationen y: M’ = #". Uber jedem der beiden Summanden von 8§ induziert y
ebenfalls Automorphismen von Deformationen

v,‘:dﬂ(nn)_,uﬂ(ﬁni),
wzzm(nn)_,,/ﬂ(nn)

mity, 05§ 0@ = jO @, Y0 j = j O @, also wird ¢ durch den Automorphismus ;! o y,
von M ®+1) induziert. .

Schritt 3 (Jeder Automorphismus laBt sich liften = (4, 7) ist universell): Wenn
eine Deformation von M durch zwei verschiedene Morphismen induziert wird, sind
diese Morphismen schon auf einer infinitesimalen Umgebung des Basispunktes ver-
schieden voneinander. Es geniigt daher zu zeigen: Ist (Y,n: M — Y) eine De-
formation von M iiber dem nulldimensionalen Raumkeim S = Spec(R/I) (mit
mgl = 0), induziert durch f:8 — B, so wird jede Deformation von M iiber
T = Spec(R), die auf S T zu (Y, 7) isomorph ist, durch genau eine Fortsetzung
T — B von f induziert. Die Menge aller Fortsetzungen g: T' — B von f entspricht
umkehrbar eindeutig der Menge aller Isomorphieklassen von Paaren (X, u), X ein
komplexer Raum iiber 7' und « eine abgeschlossene Einbettung ¥ — X iiber 7,
so daB (X, u o ) eine Deformation von M iiber T ist. (Man ordnet jeder Fortsetzung g

die induzierte Deformation X — «# X g T und die durch 8§ € T induzierte Einbet-
tung Y~ M X pS < MX pT zu.) Sind g, ¢’ Fortsetzungen, so daB es einen Isomorphis-

musder entsprechenden Deformationen (X, u 0 ) S (X', u’ 0 ) gibt, so induziert ¢
einen Automorphismus 7: (Y, %)~ (Y, %), der sich, da Autg(.#) durch eine formale
Potenzreihenalgebra iiber @, prodarstellbar ist und S, 7' nulldimensional sind, zu
einem Automorphismus :(X,u0%)~(X,u0n) liften laBt. Daher induziert
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o ot~! auf Y die identische Abbildung
XX ¥

Y————+Y———>F

-1

und (X, u)~ (X', %), also ist g’ =g, q. e. d.

1.5.3. Interpretation mittels Vektorfeldern. Es sei X = (8, 0) eine De-
formation von M, @™ die Garbe der Vektorfelder lings der Fasern von X — 8™,

O™ = O y(mysm =~ Ox1s P g s Ogm

und Y™ < @™ die Untergarbe der auf X x M verschwindenden Vektorfelder:
Y — m/mn+t ® em

(m Ideal in @5, das zum Basispunkt o gehort). Bezeichnen wir mit ¥™ die Garbe der
Keime von Automorphismen (von Deformationen) von X®™ iiber 8™, so gibt es
einen kanonischen Garbenmorphismus

tn: UM s g

der Automorphismus «,(#) ist wie folgt definiert: Auf dem zugrunde liegenden
Raum ist a,(#) die Identitit, und fiir Funktionen f auf X™ ist

= 1
(@) () = 2 - ()
k=0 k!
(0€ ‘l/i"’ = Del‘as(”) o(0x(,.)'z, mOx(,.),z), daher ist ’0&(]) = 0 fiir & > n).

(Bemerkung. Ist » eine komplexe Variable, 8o ist u — «(u) (z) die zu dem Vektor-
feld & gehorige Integralkurve durch 2.)
Nach J. Waveix [23]) ist «, ein Isomorphismus von Garben. Nach 1.5.2. besitzt M
genau dann eine universelle Deformation, wenn fiir jede Deformation von M (bzw.
fiir eine semiuniverselle Deformation von M) der kanonische Morphismus
HO(My, §™) — HO(M,, $™-1) surjektiv ist; da die «, Isomorphismen sind, ist die
Surjektivitit der Einschrénkungsmorphismen
HOM, U®) — HO(M, V™-9), a1,
dazu dquivalent. Ein weiteres Kriterium fiir die Existenz eines Modulraumes ist die
Losbarkeit eines anderen Erweiterungsproblems.
1.5.4. Theorem (J. WAVRIK, [23]). M besitzt genau dann einen lokalen Modulraum,
wenn fiir eine semiuniverselle Familie M — B der kanonische Homomorphismus
HO(M, O™) — HO(M, 6)
surjektiv st fiir alle n.
Beweisidee. Durch vollstindige Induktion nach n zeigt man, daB fiir eine De-
formation von M, fiir die die kanonischen Homomorphismen HO(M, @™) — HY(M, 6)
surjektiv sind, die Einschriinkungen HO(M, &™) — HO(M,O®-1) surjektiv sind.
Damit sind auch die kanonischen Morphismen HO(M, V®™)— HO(M, Y®-1) fiir eine
solche Familie surjektiv, d. h., M besitzt einen Modulraum. Ist andererseits
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