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86 HEINz-J6RG FITZNER u. a.

Nun wollen wir uns dem allgemeinen Fall zuwenden, d. h., € ¥! ist gegeben mit

[toplle <eund5w—%[1p,tp]=0,aber0w#0.

Wir wollen diesen Fall zuriickfiihren auf den vorigen. Es sei f: M — M ein beliebiger
Diffeomorphismus, dessen Werte dicht bei den Werten der identischen Abbildung
liegen und dessen Werte der ersten Ableitung dicht bei den Werten der identischen
Abbildung liegen. Wir wollen Bedingungen finden, fiir die y durch f aus g(¢) fiir ein ¢
induziert wird.

Es sei {U;, {}(2)} eine holomorphe Karte fiir My, d. h.

- n
o2 (2) =p21w‘a(z) * 058" (2)- (0)
Es sei {U;} eine Uberdeckung von M mit f(u;) S U;. Wird y durch f aus ¢ induziert

(f: M, — M,), d. h., sind j(f(z)) holomorphe Koordinaten auf U; beziiglich ¢, so
haben wir die Differentialgleichung

&) = 3,06 o). 1)
Fiir die obige Gleichung (0) kénnen wir lokal auch

? rery= 3 by R

a8 = Z vl 5 @

schreiben. Wenn wir (1) und (2) zusammensetzen, erhalten wir
% 3 857 — & o
; P (o + ;: yiof) = 5. @"(2) P (o + ;:'I’A o).

Nun ist nach Voraussetzung |ly|lx klein genug: Dann ist aber (-g%) umkehrbar.
Damit erhalten wir

o + Zoadl= Z¢7 (0 + Zvi o). 3)
Da |ip|lx klein genug ist, ist auch (2,f° + ;1/; dyf*) umkehrbar. Daraus erkennen wir,

daB ¢ eindeutig durch (3) gegeben ist. Wir schreiben dafiir auch y o f = ¢.

Die Reduktion des allgemeinen Falls auf den Fall #y = 0 fithren wir nun so durch,
daB wir fiir gegebenes y ein f konstruieren mit $(y © f) = 0.

Diese Konstruktion fiithren wir in zwei Schritten.

(1) Wir geben eine kanonische Konstruktion an, die jedem Vektorfeld £ auf M
einen Diffeomorphismus f¢: M — M zuordnet.

(2) Fiir gegebenes yp existiert ein Vektorfeld & mit #(y o f¢) = 0.
Zu (1). Wir fixieren eine hermitesche Metrik (g,3) auf M. Mit Hilfe der Christoffel-
symbole

Iy, = 3 ghe (Q’iﬁ_f')
8 ; g ozt
definieren wir fiir ein Vektorfeld u(z) = 2 u*(2) 52—- die kovarianten Ableitungen

ou®

0z’

Va“‘=%+ ;I'in“’, Viw=



Modulprobleme in der algebraischen Geometrie IT 87

Ist 2(t) eine Kurve ldngs der u(z) definiert ist, dann definieren wir

TS
Y, wea() = ; ViwZl ) 37,20

= —u’(Z(t)) + § Tz (t) © wetae.

Die Geodétischen von M sind dann durch die Gle)chung

().

d. h.
d2z2(t) dzf =
mz+ZwU»m mm—o )
gegeben. Es sei 2%(t) = 2°(¢, 2y, {) die Losung von (4) mit
#O)=%, o 0=t

Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssiatzen fiir gew6hnliche Differentialgleichungen
erhilt man

(1) za(ty 20, C)e Cm in (t: 20, 4.):
(2) 2% (kt, 29, §) = 2°(t, 29, k().
Wir setzen nun
/‘(20, C) =: za(l, 20, C) .
Dann ist f€ C°° in 2, {; und es ist
f*(29, 88) = 2°(¢, 2o, {).
Daraus ergibt sich
d of 5
FECENED [ ONP:
und damit fiir £ = 0

C (0 20, C) Z [Cﬂ a&-ﬂ (zo’ 0) + ;‘ﬁ

”w@

— (29, 0)]
6{5 (
Daraus fOlgt

of*

aa
f*(z0, 0) = 2§, 3_cﬂ(z0’0)=d§’ i

= (29, 0) = 0.
w(Zo )

Jetzt konnen wir die Taylorsche Formel von f angeben:
f*(z0, £) = 25 + 2 + o (|21?) (5)
(dabei ist o(||2) durch M|{|2 beschrinkt fiir M > 0, || geniigend klein).

Nun sei { = Z C‘(z) i ein Vektorfeld auf M. Wir definieren den Diffeomorphismus
foee M- M durch z¢+> /‘ (2, ¢ (2)). Aus der Gleichung (5) erhalten wir
fi(z) = 2* + {*(2) + o(|{(2)12). (6)
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Nun wollen wir ¢ = yof; berechnen. Dazu benutzen wir die Gleichung (3). Zur
Abkiirzung von (8) schreiben wir
fi=24C+.
Damit erhalten wir
3 + & + 3yl @2 + 3+ o)

= 210+ 00+ 00+ o) @F + 579

Nach der letzten Bemerkung ist die Matrix [...] umkehrbar. Wenn wir mit der
Inversen multiplizieren, erhalten wir .
9=+ Tyl 4P + - = &7 + Tyilt) 2t + Ry, 0),
also
yof=e=0d+y+ Ry?) (7)

mit R(ty, tf) = t2R1(y, {, t) fiir t€ R; R, R*C C* in yj(2), {*(2), ...

Nun sei H0S A9 der Raum der holomorphen Vektorfelder auf M, FO sei das ortho-
gonale Komplement beziiglich ( , ) von HO Wir geben jetzt A° und A! die
I |le-Topologie und beweisen:

Es existieren Umgebungen U und V in A1 (bzw. A°), so dap fiir beliebiges y € U genau
ein § = {(y) in V existiert mit

Hyof)=0 (8)
Beweis. Nach (7) gilt
yofe=0 + v+ Ry, ).
Damit ist (8) erfiillt fiir ein { genau dann, wenn
0=1900 + dp+ SRy, L) ist.
Fiir € FO ist nun
(=H+D0O0@=H +GoOl=H+ G
(denn 9¢ = 0!).

Nun ist fiir { € F? nach Definition { | HO und damit H{ = 0 und somit { = G¢ &.
Die Gleichung (8) ist also genau dann erfiillt, wenn

d. h. ‘

{ = —Gdy — GHR(y, ()

ist. Wir haben also gesehen:
Ein { € FO zu finden mit $(y © f;) = 0 ist gleichbedeutend damit, ein { zu finden mit

{ = Gdy + GIR(y,{) = 0. 9)

Nun wihlen wir Umgebungen U;, V; so daB R auf U;X V, definiert ist. Damit
haben wir eine Abbildung k: U, X V; — F,,

h(y, §) = £+ Gdyp + GHR(y, ().
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