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Nach Definition von (4},) ist

290 - iz ) = 3, 0),
d. h.

(@ — 2¢O %)t =0. ' (%)
1.2.3. Lemma. Die komplexe Struktur auf M wird durch (t) bestimmt, d. h., eine
C>*-Funktion f auf M, 13t genau dann holomorph, wenn

@— Zoman=0
18t.

Beweis. Die Implikation (=) ist wegen (x) sofort klar.
(<) Aus

@—;wwwm=o

folgt sofort wegen (x)
of A 5
— (3 - 1 t) 0 ) ;y =0.
; Pz ;:‘P (t) 22) &3
Da {j(z, 0) holomorph in z ist, folgt ¢(0) =0 (d. h. (2)) u_nd daraus, weil die (¥ Ko-
ordinaten sind, die Umkehrbarkeit von (7, — @3(t) 0:) &7 tiir Kleine .
Dabher ist 8__/ = 0, also f holomorph.
oF
Die Eigenschaft (1) in 1.2.2. ist nun weiter nichts als die gewohnliche Integrabilitéts-
bedingung, die wegen des Lemmas erfiillt ist. (3) folgt durch explizite Berechnung

von g, (ai;) iiber den Dolbeault-Isomorphismus.

1.3. Existenz semiuniverseller Familien I
Wir geben nun das Existenztheorem von KoparrA-NIRENBERG-SPENCER (1958, [16])

fiir semiuniverselle Familien an.

1.3.1. Theorem. Es sei M eine kompakte komplexe Mannigfaltigheit und HX(M,0)=0.
Dann existiert eine komplex-analytische Familie M > B, B = fteom ||t <&},
mat :

(1) My= M (wobei allgemein My — n~1(t) ist),

(2) % (a%) = — 9’ fiir eine feste Basis 1, ..., ™ von H\(M, O).

Bemerkung. Die Semiuniversalitit der Familie /4~ B folgt sofort aus (2) und
dem folgenden Theorem.

1.3.2. Theorem (KopArRA-SPENCER 1058, vgl. [16], [14]). Es sei {M, | t€ B} eine
komplex-analytische Familie, t,€ B. Ist dann 0:, surjektiv, so ist die Familie semi-
universell in &,.
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Wir verzichten hier auf den Beweis und verweisen auf die angegebene Literatur.
Wir geben nun eine Beweisskizze von Satz 1.3.1. an:
1. Konstruktion einer (0,1)-Vektorform ¢(t) auf M, die holomorph von ¢

abhéngt und fiir die 5¢(t) - % [o(t), (t)] = 0, 9(0) = O und % c-o= 7" gilt.

2. Daraus folgt unter Benutzung des Theorems von NEWLANDER-NIRENBERG
(1957, [21]):

a) @(t) bestimmt eine komplexe Struktur M; auf M.

b) {M, | t€ B} ist eine komplex-analytische Familie.

¢) {M;|t€ B} ist semiuniversell in 0.

Zu 1. Mittels einer hermiteschen Metrik {g.s} wird durch

(¢: 'I’) =L{ ‘zﬁgaﬁ(P. A (* wﬂ)
ein Skalarprodukt auf ¥? = I'>}(M, A%? ® @y) definiert. Dabei ist
0 0
— @« ___ — Sl q
¢=29"5, ¥=IZVy .l
w: A%, (=) 4""-? die durch die metrische Form o mittels

=+ (9, 9)() = () A (x H)(a)
definierte lineare Abbildung.

Es sei ¢ der zu 9 adjungierte, d. h. der durch (3, y) = (¢, dy) definierte Operator,

[0 = 99 + 80 der Laplace-Operator, J? = {p€ £, O p = 0} >~ HY(M,O)der Raum
der harmonischen (0, g)-Formen.

Fiir gilt ¢ das klassische

Zerlegungstheorem.

(1) =30 L.

(2) Jedes p € X7 hat eine exndeutige Darstellung
e=n+ 0Oy mit n€EH! und € (H9):.

Wir schreiben y = H(p), y = G(¢) (H : = harmonischer Operator, G': = Green-
Operator.)

Wir konstruieren g(¢) als formale Potenzreihe
ot)= 2 oult),
u=1

?’n(‘) == z ¢"- .o - t;i s tvm

(7S SREE Y S -
welche fiir kleine ¢ konvergiert. Es sei 91, ..., 7™ eine Basis von H{(M, 0). Wir setzen
m
@(t)= zin't. und betrachten die Differentialgleichung

?6) = 940) + 5 PGTp(H), p(O).
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Diese hat eine formale Losung

o) = 3 puld)
p=1

mit
v—11 3
Fult) = 2 5 OClgr, Qur] fir p=2.

Lemma 1. @(t) konvergiert fiir kleine t.

Der Beweis benutzt Eigenschaften der sogenannten Holdernorm |j@(¢)|jg+. fiir
k€ Z,0< a <1 (vgl. [14]). Es ist ndmlich

le@ll < |A(@)]
fiir eine gewisse konvergente Reihe A4(t) (vgl. [14]).
Lemma 2. Fiir die Reihe g(t) gtlt

- 1
o(l) — 5 [p@®), p)]=0

genau dann, wenn

. H{gp(t), p(0)] =
18L.

Beweis. (=) folgt sofort wegen Ho = 0. («) Fiir p(t) = 8<p(t — = [qa(t), @(t)] gilt
y(t) = —9G[y(t), p(t)] und daher die Abschétzung
lp@le+a < C ll@@lle+a - ll@E)lle+a
fiir () == 0, @(¢) == 0. Daher muB () = 0 sein.
Bemerkung. Wegen der Voraussetzung HX(M, @) =~ J€2 = 0 ist also

o () ——W ®]=0,
d. h., nach dem Theorem von NEWLANDER-NIRENBERG (vgl. [21]) bestimmt ¢(¢)
eine komplexe Struktur M; auf M.

Lemma 3. Die Familie {M, | t€ B}, B Konvergenzbereich von @(t), 18t eine komplex-
analytische Familie.

Beweis. Die Familie ¢(t) definiert eine (0, 1)-Vektorform auf M X B: ¢(z, t)=@(¢)(2).
Dann gilt

éq;-l[cp,(p]:o auf MX B,

d. h., p induziert eine komplexe Struktur M auf M X B, und die Projektion

T 5B
ist holomorph vom Rang m. Weiterhin gilt z~1(t) = M; und

o\ _ _ (%p®)) _ _ (@m®\ _
% (—3;)—- (77),-0—' ( or )‘_0._. U

Daher ist g, surjektiv (sogar ein Isomorphismus!), und nach Theorem 1.3.2 ist

M 5 B semiuniversell in 0, q.e.d.
¢
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1.4. Existenz semiuniverseller Familien II

Wir wollen nun einen zum vorigen Teil analogen Satz ohne die Einschriinkung
H*M,0)=0 beweisen. Aus dem vorigen Teil wissen wir, daB eine konvergente
Potenzreihe ¢(t) existiert, die der Gleichung

#() = 1) + 3 961p(0) p(0)]

"
geniigt, wobei ¢(t) = 3 %"t, und %1,...,n™ Basis von H(M,O) ist. Dieses g(t)
yemi

definiert eine komplexe Struktur genau dann, wenn
= 1
o) — 5 [p) 9] = 0

ist. Das ist genau dann der Fall, wenn H[p(t), p(t)] = 0 ist. Es sei {f1,A=1,...,}
eine Orthonormalbasis von H%(M, @); dann ist

Hip0,p(0] = 3 (90,90}, 53 - b

(wobei ( , )dasinnere Produkt in H2ist). Daher ist H[gp(t), p(¢)] = 0 genau dann,
wenn
b‘(‘) = ([‘P(‘): ¢(t)]9 ﬂl) =0
ist fiir A= 1, ..., . Nun ist b;(¢) holomorph in ¢ und ,(0) = 0.
Es sei
B={t||t| <& bt)=0,A=1,...,%}

(e so klein, daB die b;(t) konvergieren). Wenn dann ¢ aus der analytischen Menge B
ist, erfiillt () die Integrabilititsbedingung. B wird der Basisraum unserer zu kon-
struierenden semiuniversellen Familie.

Fiir die weiteren Betrachtungen bendtigen wir die sogenannte Sobolev-Norm. Es
sei U c R® eine offene Teilmenge, f, g komplexe C>*-Funktionen, auf U definiert,
k eine natiirliche Zahl,

(how:= Z [D*f(z)- D*g(x)dz
lalsk U
mit ¢ = (dg, ceny a,.),
2\ o \™ S
D= () (o) - M= VP
Fiir diese Norm gilt das klassische

14.1. Sobolev-Lemma. Es set V eine offene relativ kompakte Teilmenge von U.
Dann gibt es esne Konstante c, so dap fiir alle x€EV

|D*f(@)l = ¢ * [flle+1el
18t, falls nur k > n/2 ist. ¢ hingt nur von k, |«|, V und U ab.

Aus dem Lemma kann man leicht folgern: Es gibt eine Konstante ¢, so daB fiir
k=n+42
IIf - glle = cllfile - ligllx
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Nun ist es nicht schwer, (mit der Zerlegung der Einheit) die Norm auf £7 aus-
zudehnen. Man kann zeigen: Fiir k = 2 dimc M + 2 gilt

(1) e, vl = ckli@lle,s * lwlless»
2) [[Hoplle < crli@lle,
3) 198Gk < crllpllk—q

mit einer nur von der Norm abhéngigen Konstanten cg.

Wir wollen nun folgendes beweisen: Es set y eine beliebige Vektorform aus X1 mat
= 1
p—5lpypl=0 und Jy=0.

Wenn dann |ly|x geniigend klevn vst (k> 0), dann existiert ein t mit @(t) = y.

Beweis. Es ist oy — 1 [, %] = 0. Da [ = 93 + 09 und Sy = 0 ist, ist Cy=~9dyp

und somit 2

1
Oy=35 8y, v].
Andererseits ist
y=Hy+ OGy=Hy+ GOy
und damit
1
y— Hy=G0Oy =3 Gy, y].

Ist n := Hy, dann ist

1
y=mn+ 5 3Gy, y].
Wenn nun [fy||x klein ist, ist ||k klein (wegen [|[Hyl|lx < ck * |lyllk), und damit ist = %(¢)

fiir ein ¢ mit |t| < & (denn es ist 5(t) = D) 9t,, * Basis von H{(M, O)).
Wir haben also auBer () noch eine Losung unserer Ausgangsgleichung

1
v =) + 35 9y, y].
Es sei nun 7 = ¢(t) — . Wir wollen zeigen, daB v = 0 ist. Zuniichst ist klar, daB

Ilelle_geniigend klein ist ([lzlle < llyllk + lp@)lle; ()]l ist in der Umgebung von 0
geniigend klein). Nun ist

1
v = 2 86lp(0), 9] — 3 96Ty, v,
also
v = 2 96(2ly, 7]+ [r, 7).

Daraus folgt

lIelle < D@ltplle - lielle + lieli?).
Da |ly|lx geniigend klein ist, 148t sich diese Ungleichung nur erfiillen, wenn |jt]jy = 0
ist.
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