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II. Lokale Moduln

1. Komplex-analytische Familien

Dieser Abschnitt behandelt die Existenzsitze der klassischen lokalen Theorie der
Deformationen komplex-analytischer Familien komplexer Mannigfaltigkeiten.
Diese Theorie wurde 1958 von KopaiRA und SPENCER (vgl. [15]) begriindet. Die
wichtigsten Methoden und Resultate dieser Theorie, insbesondere der Existenzsatz
fiir komplette Familien im Fall H2(M, @) = 0, werden in den Abschnitten 1.1. bis
1.3. dargelegt. Der allgemeine Existenzsatz fiir komplette Familien (KURANISHI
1962, [17]; vgl. auch [18] und [19]) wird in 1.4. skizziert. Abschnitt 1.5. beschiftigt
sich mit der Frage, wann der Kuranishi-Raum (vgl. 1.4.) ein lokaler Modulraum ist.
Hier wird im wesentlichen die Hindernistheorie von J. WAVRIK (1969, [23]) er-
lautert. SchlieBlich werden einige zusammenfassende Bemerkungen iiber die vor-
liegenden Resultate und die benutzten Methoden gemacht.

1.1. Komplex-analytische Familien und Deformationen. Beispiele

1.1.1. Definition. Eine komplex-analytische Familie von kompakten komplexen
Mannigfaltigkeiten ist ein Tripel (M, n, B), wobei B ein zusammenhingender kom-
plexer Raum, M eine beliebige komplexe Mannigfaltigkeit und z: M — B eine
surjektive holomorphe Abbildung mit Rang(Jac(n)) = dimc B (% eigentlich) ist.
(Jac(n) ist die Jacobische Matrix von 7.)

Bemerkung. Offenbar sind dann die Fasern M; = n~1(f) kompakte Untermannig-
faltigkeiten von M, und es ist

dimcM¢= dimcM— dJch

Beispiel 1 (Komplexe Tort). Es sei wE€ C, Imw > 0; T, := C/Q, wobei G das
Gitter {mw + n|m,n€ Z} ist. Dann ist {T,| Im w > 0} eine komplex-analytische
Familie.

Ist ndmlich B = {w€ C|Im w > 0}, dann operiert auf Cx B die Gruppe

I'={gmn | (m,n)€E ZX Z, gmn(2, b) := (mw + n + 2, b)}
von Automorphismen eigentlich unstetig und fixpunktfrei. Daher ist M = Cx B/I’
eine komplexe Mannigfaltigkeit, und die Projektion CX B-> B induziert eine
holomorphe Abbildung M 2 B mit Rang(n) = 1 und ~{(w) = Ty,
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Beispiel 2 (Regelflichen). Vgl. Teil I, Abschnitt 4.2.

1.1.2. Satz (EHRESMANN 1947). Ist {M, | t € B} eine komplex-analytische Familie und
st B glatt, 8o ist M — B eine C>-lokal-triviale Faserung.

Der Beweis ist allgemein bekannt und z. B. in [14] zu finden. Der Beweis ist vollig
analog zu dem analytischen Analogon (Teil I, Abschnitt 3.3., Anwendung 2), da
sich C*°-Vektorfelder stets liften lassen.

Dieser Satz laBt sich bei beliebiger Parametermannigfaltigkeit B wie folgt verall-
gemeinern:

Ist M eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit und V eine kompakte C*>°-Mannig-
faltigkeit, so ist Diff"(V, M) = Menge aller C"-Diffeomorphismen f: V — M (r = 1)
eine Banach-komplexe Mannigfaltigkeit.

Ist My M, (2): M¢— Cr, 2= 1, ..., k, ein Atlas von M, ist Vi< Vi f-1M; eine
offene Uberdeckung von V, V¢ kompakt, so ist W = {g€ Diff®)(V, M) | g(Vs) = My}
eine Umgebung von f, und durch g — ((z¢) © g) erhilt man eine Einbettung von W
auf einen komplexen Unterraum des Banachraumes C¢)(Vy, O%) X -+ X C"( Py, C")
(mit der ,,r-Jet-Norm*‘ versehen).

Offensichtlich ist der Tangentialraum in f an Diffr(V, M) gleich I'*XV, V X Tnr)
(V X Ty mittels f: V — M gebildet, I bezeichnet den Banachraum der Schnitte

der Klasse C" eines Vektorbiindels, T 5 M sei das reelle Tangentialbiindel an M).
Fixiert man auf M eine Riemannsche Metrik, so gibt es eine Umgebung N des Null-
schnittes und eine C*°-Abbildung e: N — M, so daBl e(£) fiir einen Tangential-
vektor & aus M der Punkt auf der Geodiitischen durch den FuBpunkt 7(£) von & und
mit der Anfangsrichtung & ist, der dem Parameter der Bogenlinge 1 entspricht,
derart daB N — M X M mit & — (7(£), e(§)) eine offene Einbettung ist.

Wihlt man N hinreichend klein und betrachtet man die Menge U derjenigen Schnitte
aus ')V, V Xy Tu), die den Abbildungen

B:V————*NCTM

M

entsprechen, so erhdlt man durch die Zuordnung 8 +> ¢ 0 8 einen Isomorphismus
von U auf eine Umgebung von f in Diff("(V, M). Diese Konstruktion 1&Bt sich auch
im Fall einer Familie von glatten Mannigfaltigkeiten durchfiihren:

Ist p: M — B ein glatter eigentlicher Morphismus komplexer Rdume und ¥ eine
kompakte C>-Mannigfaltigkeit,

Ditf™(V, M | B)= {f | f C")-Diffeomorphismus von V auf eine Faser von p},
so gilt

1.1.3. Satz. Diff™(V, M | B) st etn Banach-komplexer Raum, und die kanonische
Projektion Diff™(V, M | B) — B 1st ein glatter Morphismus. Der Tangentialraum an
J € Diffe\V, M | B) ist Ty Diff®(V, M | B) = I'"V, V X Tans), wobei Typ das
Biindel lings der Faser ist.

Ist also f; ein r-Diffeomorphismus von V auf die Faser M}, so gibt es nach dem Satz
iiber implizite Funktionen in einer Umgebung U von'b in B einen Schnitt f von
Diff{e(V, M | B) —» B, t— f;; daher ist UXV — M | U, (¢, x)+> fy(x), eine Tri-
vialisierung von M | U, die auf den Fasern ein r-Diffeomorphismus ist.
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Der folgende Satz ist 1965 von GRAUERT und Fi1scHER bewiesen worden und im
gewissen Sinne analog zu 1.1.3.:

1.1.4. Satz. Ist M 5 Bein glatter und eigentlicher Morphismus komplexer Riume und

&ind alle Fasern M, isomorph zu einer komplexen Mannigfaltigkeit V, so ist M 5B
analytisch lokal trivial.

Wir wollen diesen Satz nur fiir den Fall beweisen, daB es einen B-flachen komplexen
Raum I — B und einen I-Isomorphismus VX I = M Xp I gibt, der den Funktor
Isompg(V x B, M) reprisentiert, welcher jedem B’ — B die Menge aller B’-Iso-
morphismen VX B’ S M X g B’ zuordnet.

Dies ist z. B. fiir projektive Mannigfaltigkeiten immer der Fall, da der Funktor dann
durch ein Unterschema des Hilbertschemas von M X g M repriisentiert wird (vgl.
Teil I, Abschnitt 2.).

Die Fasern von I — B sind nach Voraussetzung nicht leer und daher isomorph zu
Aut(V) := Automorphismengruppe von V; also ist I — B glatt, und der Satz iiber
implizite Funktionen liefert zu jedem Punkt b€ B eine Umgebung U und einen
U-Isomorphismus VX U= M | U.

Beispiel 3 (Hopfsche Flichen). Es sei X eine zweidimensionale kompakte komplexe
Mannigfaltigkeit mit W = C2 — {(0, 0)} als universeller Uberlagerung. Dann heift X
Hopfsche Fliche.

Essei0 < |a| < 1,t€ C, g: W — W der Automorphismus
(zi’ z2) = (ui + ‘22) c(z2)
und Gy = {g™ | mE Z}. G; operiert eigentlich unstetig und fixpunktfrei auf W, d. h.,
M; = W/G, ist eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit.
1.1.5. Satz. {M, | tE C} ist eine komplex-analytische Familie.

Beweisidee. Auf CX W operiert die Gruppe I' = {y™ | m€ Z} mit

t 100 t
P z) =10 « ¢])ofz
29 0 0 « 29

eigentlich unstetig und fixpunktfrei. Daher ist M = CX W/I" eine komplexe

Mannigfaltigkeit, und M 20, 0 ist eine komplex-analytische Familie. Offenbar ist

proj~i(t) = M, q. e. d.
1.2. Infinitesimale Deformationen

Alle Mannigfaltigkeiten einer komplex-analytischen Familie sind nach 1.1.2. C>-
diffeomorph; bei einer Deformation wird also die komplexe Struktur geéindert. Ist ¥V
die zugrunde liegende C°>-Mannigfaltigkeit einer komplexen Mannigfaltigkeit M,
8o wird die komplexe Struktur durch einen Endomorphismus

00: TV—’ Ty, C%= —-idry,

beschrieben, und jeder solche Endomorphismus (fast-komplexe Struktur) ist mog-
licher Kandidat fiir eine komplexe Struktur. Wir betrachten nur solche Endo-
morphismen C, fiir die idp, — CoC, iiberall umkehrbar ist. Setzen wir
F=(Gd—CoQC), F'=(d+4CoQ(), so git FoCy=CoF, F'oC,
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= —Co F", und folglich ist ¢: = F'~1 0 F" ein Endomorphismus von Ty mit

9o Cy=—Cyop. ()
Identifizieren wir nun noch 7'y mit dem komplex-analytischen Tangentialbiindel T
(6% — -a;, a—Z—»—r — z@zi , wobei z,= z, - 1y, komplex-analytische Koordinaten sind) ,
so ist @ also eine (0, 1)-Form auf M mit Werten in Ty, d. h.p € '} M, A9 By).
Ist umgekehrt ¢ eine solche (0, 1)-Form und idr, — @ iiberall umkehrbar, so wird
durch

C=Cypo (id — @) to(id + ¢) (2)

eine fast-komplexe Struktur mit der zugehdrigen Form ¢ definiert. Dabei entspricht
C, der 0-Form.

1.2.1. Theorem (NEWLANDER-NIRENBERG [21]). st die fast-komplexe Struktur C auf
V durch die (0,1)-Form @€ I'XM, A% ® Oy) definiert, so st C genau dann
integrierbar, wenn

_
dp— 5 lp, 9]l =0

18t. Die holomorphen Funktionen f beziiglich der durch C definierten komplexen Struktur
sind diejenigen C>-Funktionen, die der Differentialgleichung

of —gf=0
geniigen.
Wir wollen dieses Theorem hier nicht beweisen. Fiir den reell-analytischen Fall ist
der Beweis eine einfache Anwendung des Satzes von FROBENIUS, fiir den differenzier-
baren Fall ist der Beweis jedoch erheblich schwieriger. In der Integrabilitéatsbedin-
gung ist das Klammerprodukt fiir ¢ € I M, 4% @ Op), yE 'Y M, A2 R Bypy)
wie folgt definiert:
Ist in komplexen Koordinaten 2y, ..., 2, ausgedriickt

Q= %dzﬁ /\"'Adsz * 61112""39’

p= %dfk, Ao NdZ - Nigg,.. .k
80 ist
(o, ¥] =(f§k)d§i’ A-e-Ndz, Adze NN dZe (5.0 Ty... k5] s

wobei in der Summe die gewohnlichen Lie-Klammern fiir Funktionen vorkommen.,

Fiir eine komplex-analytische Familie M 5 B erhlt man also fiir jedes nahe bei
einem ausgezeichneten Basispunkt O von B gelegene ¢ und einen Diffeomorphismus
M;= M, eine (0, 1)-Vektorform ¢(¢) auf M, Wir wollen diese Form direkt be-
schreiben und den Zusammenhang mit der Kodaira-Spencer-Abbildung angeben.
Die Kodaira-Spencer-Abbildung (vgl. Teil I, Abschnitt 3.3.) 1laBt sich wie folgt
beschreiben :

Lokal auf M liBt sich jedes holomorphe Vektorfeld ® auf B holomorph auf M
liften, d. h., es gibt eine offene Uberdeckung Uj,...,Uy von M und holomorphe
Vektorfelder ©; auf Uy, 1= 1,..., k, die Liftungen von € sind. Dann gilt auf
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Uy= UN Uy, daB Oy — 6; = By aus Oy p(Uy) ist (wegen der exakten Folge
0 — Oy — Oy — p*Op), und offensichtlich ist @y ein 1-Kozyklus, dessen Ein-
schrinkung auf M; die Klasse o;(©)(t)) reprisentiert.

Ist beispielsweise

B={t=(,....,tm)EC™, |t| <&}
und (Uy, (&o, 1)), &o= (&2, ..., {T), t=1, ..., N, ein Atlas auf M, so daB
Lo = fy(ls t) = (fiyCs, 1)

auf Ugn Uj ist, soist @y = —2 auf U eine Liftung von _3_ auf B, und auf U; N U; gilt

_Soh L1 Zeuml_$Uno 0

d. h., o (3_at') wird durch den Kozyklus @; — @; = O reprisentiert.

Es sei {M; | t€ B} eine komplex-analytische Familie und B, (Uy, ({y, t)), und f}; seien
wie oben definiert. Die angekiindigte Beschreibung der komplexen Struktur von M,
durch eine (0, 1)-Form ¢(t) auf M, die holomorph von ¢ abhiingt, wird durch folgenden
Satz geliefert :

1.2.2. Theorem. Es sei M > B eine komplex-analytische Familie. Dann existiert eine
Familie @(t) von (0, 1)- Vektorformen auf My, die holomorph von t abhingt, mit folgenden
Eigenschaften:
- 1

1) o) — 5 g, 91=0,
@) 90)=0,

9\ _ _ %@
® o (a—,) -

Beweisskizze.

=0

1. Konstruktion von ¢(t): Es sei ¢ =0, und (2, ..., 2s) seien Koordinaten auf
M = M,. {(z, 0) sind ebenfalls Koordinaten auf M, holomorph in z. Daher ist die

Matrix SZ%) umkehrbar fiir |t| < e.

7
Es sei (4},) die inverse Matrix.
Definition:

o1 =oe 3 41, 520 2z, — 3 41, e, € 401,
a,y «

Diese Definition hingt nicht von der Wahl der Karten U und der Koordinaten z ab.
Daher ist durch

0
= 4 —_—
o) = 290 5
eine (0, 1)-Vektorform auf M definiert.
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Nach Definition von (4},) ist

290 - iz ) = 3, 0),
d. h.

(@ — 2¢O %)t =0. ' (%)
1.2.3. Lemma. Die komplexe Struktur auf M wird durch (t) bestimmt, d. h., eine
C>*-Funktion f auf M, 13t genau dann holomorph, wenn

@— Zoman=0
18t.

Beweis. Die Implikation (=) ist wegen (x) sofort klar.
(<) Aus

@—;wwwm=o

folgt sofort wegen (x)
of A 5
— (3 - 1 t) 0 ) ;y =0.
; Pz ;:‘P (t) 22) &3
Da {j(z, 0) holomorph in z ist, folgt ¢(0) =0 (d. h. (2)) u_nd daraus, weil die (¥ Ko-
ordinaten sind, die Umkehrbarkeit von (7, — @3(t) 0:) &7 tiir Kleine .
Dabher ist 8__/ = 0, also f holomorph.
oF
Die Eigenschaft (1) in 1.2.2. ist nun weiter nichts als die gewohnliche Integrabilitéts-
bedingung, die wegen des Lemmas erfiillt ist. (3) folgt durch explizite Berechnung

von g, (ai;) iiber den Dolbeault-Isomorphismus.

1.3. Existenz semiuniverseller Familien I
Wir geben nun das Existenztheorem von KoparrA-NIRENBERG-SPENCER (1958, [16])

fiir semiuniverselle Familien an.

1.3.1. Theorem. Es sei M eine kompakte komplexe Mannigfaltigheit und HX(M,0)=0.
Dann existiert eine komplex-analytische Familie M > B, B = fteom ||t <&},
mat :

(1) My= M (wobei allgemein My — n~1(t) ist),

(2) % (a%) = — 9’ fiir eine feste Basis 1, ..., ™ von H\(M, O).

Bemerkung. Die Semiuniversalitit der Familie /4~ B folgt sofort aus (2) und
dem folgenden Theorem.

1.3.2. Theorem (KopArRA-SPENCER 1058, vgl. [16], [14]). Es sei {M, | t€ B} eine
komplex-analytische Familie, t,€ B. Ist dann 0:, surjektiv, so ist die Familie semi-
universell in &,.

6 Beitriige zur Algebra 5
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Wir verzichten hier auf den Beweis und verweisen auf die angegebene Literatur.
Wir geben nun eine Beweisskizze von Satz 1.3.1. an:
1. Konstruktion einer (0,1)-Vektorform ¢(t) auf M, die holomorph von ¢

abhéngt und fiir die 5¢(t) - % [o(t), (t)] = 0, 9(0) = O und % c-o= 7" gilt.

2. Daraus folgt unter Benutzung des Theorems von NEWLANDER-NIRENBERG
(1957, [21]):

a) @(t) bestimmt eine komplexe Struktur M; auf M.

b) {M, | t€ B} ist eine komplex-analytische Familie.

¢) {M;|t€ B} ist semiuniversell in 0.

Zu 1. Mittels einer hermiteschen Metrik {g.s} wird durch

(¢: 'I’) =L{ ‘zﬁgaﬁ(P. A (* wﬂ)
ein Skalarprodukt auf ¥? = I'>}(M, A%? ® @y) definiert. Dabei ist
0 0
— @« ___ — Sl q
¢=29"5, ¥=IZVy .l
w: A%, (=) 4""-? die durch die metrische Form o mittels

=+ (9, 9)() = () A (x H)(a)
definierte lineare Abbildung.

Es sei ¢ der zu 9 adjungierte, d. h. der durch (3, y) = (¢, dy) definierte Operator,

[0 = 99 + 80 der Laplace-Operator, J? = {p€ £, O p = 0} >~ HY(M,O)der Raum
der harmonischen (0, g)-Formen.

Fiir gilt ¢ das klassische

Zerlegungstheorem.

(1) =30 L.

(2) Jedes p € X7 hat eine exndeutige Darstellung
e=n+ 0Oy mit n€EH! und € (H9):.

Wir schreiben y = H(p), y = G(¢) (H : = harmonischer Operator, G': = Green-
Operator.)

Wir konstruieren g(¢) als formale Potenzreihe
ot)= 2 oult),
u=1

?’n(‘) == z ¢"- .o - t;i s tvm

(7S SREE Y S -
welche fiir kleine ¢ konvergiert. Es sei 91, ..., 7™ eine Basis von H{(M, 0). Wir setzen
m
@(t)= zin't. und betrachten die Differentialgleichung

?6) = 940) + 5 PGTp(H), p(O).
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Diese hat eine formale Losung

o) = 3 puld)
p=1

mit
v—11 3
Fult) = 2 5 OClgr, Qur] fir p=2.

Lemma 1. @(t) konvergiert fiir kleine t.

Der Beweis benutzt Eigenschaften der sogenannten Holdernorm |j@(¢)|jg+. fiir
k€ Z,0< a <1 (vgl. [14]). Es ist ndmlich

le@ll < |A(@)]
fiir eine gewisse konvergente Reihe A4(t) (vgl. [14]).
Lemma 2. Fiir die Reihe g(t) gtlt

- 1
o(l) — 5 [p@®), p)]=0

genau dann, wenn

. H{gp(t), p(0)] =
18L.

Beweis. (=) folgt sofort wegen Ho = 0. («) Fiir p(t) = 8<p(t — = [qa(t), @(t)] gilt
y(t) = —9G[y(t), p(t)] und daher die Abschétzung
lp@le+a < C ll@@lle+a - ll@E)lle+a
fiir () == 0, @(¢) == 0. Daher muB () = 0 sein.
Bemerkung. Wegen der Voraussetzung HX(M, @) =~ J€2 = 0 ist also

o () ——W ®]=0,
d. h., nach dem Theorem von NEWLANDER-NIRENBERG (vgl. [21]) bestimmt ¢(¢)
eine komplexe Struktur M; auf M.

Lemma 3. Die Familie {M, | t€ B}, B Konvergenzbereich von @(t), 18t eine komplex-
analytische Familie.

Beweis. Die Familie ¢(t) definiert eine (0, 1)-Vektorform auf M X B: ¢(z, t)=@(¢)(2).
Dann gilt

éq;-l[cp,(p]:o auf MX B,

d. h., p induziert eine komplexe Struktur M auf M X B, und die Projektion

T 5B
ist holomorph vom Rang m. Weiterhin gilt z~1(t) = M; und

o\ _ _ (%p®)) _ _ (@m®\ _
% (—3;)—- (77),-0—' ( or )‘_0._. U

Daher ist g, surjektiv (sogar ein Isomorphismus!), und nach Theorem 1.3.2 ist

M 5 B semiuniversell in 0, q.e.d.
¢
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1.4. Existenz semiuniverseller Familien II

Wir wollen nun einen zum vorigen Teil analogen Satz ohne die Einschriinkung
H*M,0)=0 beweisen. Aus dem vorigen Teil wissen wir, daB eine konvergente
Potenzreihe ¢(t) existiert, die der Gleichung

#() = 1) + 3 961p(0) p(0)]

"
geniigt, wobei ¢(t) = 3 %"t, und %1,...,n™ Basis von H(M,O) ist. Dieses g(t)
yemi

definiert eine komplexe Struktur genau dann, wenn
= 1
o) — 5 [p) 9] = 0

ist. Das ist genau dann der Fall, wenn H[p(t), p(t)] = 0 ist. Es sei {f1,A=1,...,}
eine Orthonormalbasis von H%(M, @); dann ist

Hip0,p(0] = 3 (90,90}, 53 - b

(wobei ( , )dasinnere Produkt in H2ist). Daher ist H[gp(t), p(¢)] = 0 genau dann,
wenn
b‘(‘) = ([‘P(‘): ¢(t)]9 ﬂl) =0
ist fiir A= 1, ..., . Nun ist b;(¢) holomorph in ¢ und ,(0) = 0.
Es sei
B={t||t| <& bt)=0,A=1,...,%}

(e so klein, daB die b;(t) konvergieren). Wenn dann ¢ aus der analytischen Menge B
ist, erfiillt () die Integrabilititsbedingung. B wird der Basisraum unserer zu kon-
struierenden semiuniversellen Familie.

Fiir die weiteren Betrachtungen bendtigen wir die sogenannte Sobolev-Norm. Es
sei U c R® eine offene Teilmenge, f, g komplexe C>*-Funktionen, auf U definiert,
k eine natiirliche Zahl,

(how:= Z [D*f(z)- D*g(x)dz
lalsk U
mit ¢ = (dg, ceny a,.),
2\ o \™ S
D= () (o) - M= VP
Fiir diese Norm gilt das klassische

14.1. Sobolev-Lemma. Es set V eine offene relativ kompakte Teilmenge von U.
Dann gibt es esne Konstante c, so dap fiir alle x€EV

|D*f(@)l = ¢ * [flle+1el
18t, falls nur k > n/2 ist. ¢ hingt nur von k, |«|, V und U ab.

Aus dem Lemma kann man leicht folgern: Es gibt eine Konstante ¢, so daB fiir
k=n+42
IIf - glle = cllfile - ligllx
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Nun ist es nicht schwer, (mit der Zerlegung der Einheit) die Norm auf £7 aus-
zudehnen. Man kann zeigen: Fiir k = 2 dimc M + 2 gilt

(1) e, vl = ckli@lle,s * lwlless»
2) [[Hoplle < crli@lle,
3) 198Gk < crllpllk—q

mit einer nur von der Norm abhéngigen Konstanten cg.

Wir wollen nun folgendes beweisen: Es set y eine beliebige Vektorform aus X1 mat
= 1
p—5lpypl=0 und Jy=0.

Wenn dann |ly|x geniigend klevn vst (k> 0), dann existiert ein t mit @(t) = y.

Beweis. Es ist oy — 1 [, %] = 0. Da [ = 93 + 09 und Sy = 0 ist, ist Cy=~9dyp

und somit 2

1
Oy=35 8y, v].
Andererseits ist
y=Hy+ OGy=Hy+ GOy
und damit
1
y— Hy=G0Oy =3 Gy, y].

Ist n := Hy, dann ist

1
y=mn+ 5 3Gy, y].
Wenn nun [fy||x klein ist, ist ||k klein (wegen [|[Hyl|lx < ck * |lyllk), und damit ist = %(¢)

fiir ein ¢ mit |t| < & (denn es ist 5(t) = D) 9t,, * Basis von H{(M, O)).
Wir haben also auBer () noch eine Losung unserer Ausgangsgleichung

1
v =) + 35 9y, y].
Es sei nun 7 = ¢(t) — . Wir wollen zeigen, daB v = 0 ist. Zuniichst ist klar, daB

Ilelle_geniigend klein ist ([lzlle < llyllk + lp@)lle; ()]l ist in der Umgebung von 0
geniigend klein). Nun ist

1
v = 2 86lp(0), 9] — 3 96Ty, v,
also
v = 2 96(2ly, 7]+ [r, 7).

Daraus folgt

lIelle < D@ltplle - lielle + lieli?).
Da |ly|lx geniigend klein ist, 148t sich diese Ungleichung nur erfiillen, wenn |jt]jy = 0
ist.
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Nun wollen wir uns dem allgemeinen Fall zuwenden, d. h., € ¥! ist gegeben mit

[toplle <eund5w—%[1p,tp]=0,aber0w#0.

Wir wollen diesen Fall zuriickfiihren auf den vorigen. Es sei f: M — M ein beliebiger
Diffeomorphismus, dessen Werte dicht bei den Werten der identischen Abbildung
liegen und dessen Werte der ersten Ableitung dicht bei den Werten der identischen
Abbildung liegen. Wir wollen Bedingungen finden, fiir die y durch f aus g(¢) fiir ein ¢
induziert wird.

Es sei {U;, {}(2)} eine holomorphe Karte fiir My, d. h.

- n
o2 (2) =p21w‘a(z) * 058" (2)- (0)
Es sei {U;} eine Uberdeckung von M mit f(u;) S U;. Wird y durch f aus ¢ induziert

(f: M, — M,), d. h., sind j(f(z)) holomorphe Koordinaten auf U; beziiglich ¢, so
haben wir die Differentialgleichung

&) = 3,06 o). 1)
Fiir die obige Gleichung (0) kénnen wir lokal auch

? rery= 3 by R

a8 = Z vl 5 @

schreiben. Wenn wir (1) und (2) zusammensetzen, erhalten wir
% 3 857 — & o
; P (o + ;: yiof) = 5. @"(2) P (o + ;:'I’A o).

Nun ist nach Voraussetzung |ly|lx klein genug: Dann ist aber (-g%) umkehrbar.
Damit erhalten wir

o + Zoadl= Z¢7 (0 + Zvi o). 3)
Da |ip|lx klein genug ist, ist auch (2,f° + ;1/; dyf*) umkehrbar. Daraus erkennen wir,

daB ¢ eindeutig durch (3) gegeben ist. Wir schreiben dafiir auch y o f = ¢.

Die Reduktion des allgemeinen Falls auf den Fall #y = 0 fithren wir nun so durch,
daB wir fiir gegebenes y ein f konstruieren mit $(y © f) = 0.

Diese Konstruktion fiithren wir in zwei Schritten.

(1) Wir geben eine kanonische Konstruktion an, die jedem Vektorfeld £ auf M
einen Diffeomorphismus f¢: M — M zuordnet.

(2) Fiir gegebenes yp existiert ein Vektorfeld & mit #(y o f¢) = 0.
Zu (1). Wir fixieren eine hermitesche Metrik (g,3) auf M. Mit Hilfe der Christoffel-
symbole

Iy, = 3 ghe (Q’iﬁ_f')
8 ; g ozt
definieren wir fiir ein Vektorfeld u(z) = 2 u*(2) 52—- die kovarianten Ableitungen

ou®

0z’

Va“‘=%+ ;I'in“’, Viw=
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Ist 2(t) eine Kurve ldngs der u(z) definiert ist, dann definieren wir

TS
Y, wea() = ; ViwZl ) 37,20

= —u’(Z(t)) + § Tz (t) © wetae.

Die Geodétischen von M sind dann durch die Gle)chung

().

d. h.
d2z2(t) dzf =
mz+ZwU»m mm—o )
gegeben. Es sei 2%(t) = 2°(¢, 2y, {) die Losung von (4) mit
#O)=%, o 0=t

Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssiatzen fiir gew6hnliche Differentialgleichungen
erhilt man

(1) za(ty 20, C)e Cm in (t: 20, 4.):
(2) 2% (kt, 29, §) = 2°(t, 29, k().
Wir setzen nun
/‘(20, C) =: za(l, 20, C) .
Dann ist f€ C°° in 2, {; und es ist
f*(29, 88) = 2°(¢, 2o, {).
Daraus ergibt sich
d of 5
FECENED [ ONP:
und damit fiir £ = 0

C (0 20, C) Z [Cﬂ a&-ﬂ (zo’ 0) + ;‘ﬁ

”w@

— (29, 0)]
6{5 (
Daraus fOlgt

of*

aa
f*(z0, 0) = 2§, 3_cﬂ(z0’0)=d§’ i

= (29, 0) = 0.
w(Zo )

Jetzt konnen wir die Taylorsche Formel von f angeben:
f*(z0, £) = 25 + 2 + o (|21?) (5)
(dabei ist o(||2) durch M|{|2 beschrinkt fiir M > 0, || geniigend klein).

Nun sei { = Z C‘(z) i ein Vektorfeld auf M. Wir definieren den Diffeomorphismus
foee M- M durch z¢+> /‘ (2, ¢ (2)). Aus der Gleichung (5) erhalten wir
fi(z) = 2* + {*(2) + o(|{(2)12). (6)
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Nun wollen wir ¢ = yof; berechnen. Dazu benutzen wir die Gleichung (3). Zur
Abkiirzung von (8) schreiben wir
fi=24C+.
Damit erhalten wir
3 + & + 3yl @2 + 3+ o)

= 210+ 00+ 00+ o) @F + 579

Nach der letzten Bemerkung ist die Matrix [...] umkehrbar. Wenn wir mit der
Inversen multiplizieren, erhalten wir .
9=+ Tyl 4P + - = &7 + Tyilt) 2t + Ry, 0),
also
yof=e=0d+y+ Ry?) (7)

mit R(ty, tf) = t2R1(y, {, t) fiir t€ R; R, R*C C* in yj(2), {*(2), ...

Nun sei H0S A9 der Raum der holomorphen Vektorfelder auf M, FO sei das ortho-
gonale Komplement beziiglich ( , ) von HO Wir geben jetzt A° und A! die
I |le-Topologie und beweisen:

Es existieren Umgebungen U und V in A1 (bzw. A°), so dap fiir beliebiges y € U genau
ein § = {(y) in V existiert mit

Hyof)=0 (8)
Beweis. Nach (7) gilt
yofe=0 + v+ Ry, ).
Damit ist (8) erfiillt fiir ein { genau dann, wenn
0=1900 + dp+ SRy, L) ist.
Fiir € FO ist nun
(=H+D0O0@=H +GoOl=H+ G
(denn 9¢ = 0!).

Nun ist fiir { € F? nach Definition { | HO und damit H{ = 0 und somit { = G¢ &.
Die Gleichung (8) ist also genau dann erfiillt, wenn

d. h. ‘

{ = —Gdy — GHR(y, ()

ist. Wir haben also gesehen:
Ein { € FO zu finden mit $(y © f;) = 0 ist gleichbedeutend damit, ein { zu finden mit

{ = Gdy + GIR(y,{) = 0. 9)

Nun wihlen wir Umgebungen U;, V; so daB R auf U;X V, definiert ist. Damit
haben wir eine Abbildung k: U, X V; — F,,

h(y, §) = £+ Gdyp + GHR(y, ().
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Man iiberlegt sich sofort, da8 k beziiglich der || [x-Topologie gleichmiBig stetig ist.
Damit konnen wir 4 zu einer Abbildung % (eindeutig) auf die AbschlieBung FV von F°
ausdehnen. Nun ist-zﬁ : Fo . Fo die Identitit. Wir konnen also den Satz iiber

¢ ko,0
implizite Funktionen anwenden und erhalten in einer kleinen Umgebung des Ur-

sprungs von A! (AbschlieBung von A1) eine C>-Funktion g, so daB
£+ Géy + GIR(p,{) =0

erfiillt ist, genau dann, wenn { = g(yp) ist.

Man iiberlegt sich durch die Untersuchung der Differentialgleichung zweiter Ordnung
vom elliptischen Typ [+ & +9R(y, )=0, daB (€ F? ist. Damit haben wir
unser Problem gelost und folgenden Satz bewiesen:

1.4.2. Theorem (KURANISHI). a) Es set M eine kompakte komplexe Mannigfaltigkert,
{n"} eine Basis von H\(M, ©), ¢(t) eine Losung von

1
wn=gpm+§wmwm1

und B = {t| Hlp(t), p(t)] = 0} = {t€ C||t| < eund bi(t) =0 fir A= 1, ...,7}.
Dann induziert p(t) fiir jedes t aus der analytischen Menge B eine komplexe Strukiur M
auf M.

b) Es sei y eine beliebige Vektorform aus 1 mit

%—%mw=m

Dann definiert y eine komplexe Struktur M, auf M. Wenn ||l geniigend klein ist, dann
existiert genau ein € FO mut

yoft=¢() firent € B,
womit M, zu M, biholomorph dquivalent st.

Von GRAUERT wurde eine andere Methode entwickelt, um die Existenz semiuni-
verseller Deformationen nachzuweisen. Diese besteht darin, geeignete Uberdeckungen
zu betrachten und die Verheftungsbedingungen zu deformieren sowie die eventuell
vorhandenen Singularititen. Damit kann folgendes Theorem gezeigt werden
(GrRAUERT, DoUuADY).

1.4.3. Theorem. Jede kompakte komplexe Mannigfaltigkeit besitzt eine semiuniverselle
Deformation, die in allen Punkten des Parameterraumes noch vollstindig vst.

1.5. Existenz von lokalen Modulriumen kompakter komplex-analytischer
Mannigfaltigkeiten

Problemstellung: Wir betrachten , Keime“ von Familien kompakter komplex-
analytischer Mannigfaltigkeiten (siehe 1.1.), d. h., wir identifizieren zwei Familien

M 5 B und M’ S B mit demselben Parameterraum, wenn ihre Einschrinkungen
auf irgendeine Umgebung des Basispunktes o€ B isomorph sind.

Es sei M eine feste kompakte komplexe Mannigfaltigkeit und M 2 Beine in o€ B
universelle Familie mit My = M, so daB fiir jede Familie N — B’ mit Ny = M der

wegen der Universalitit von M 5 B existierende Morphismus f: (B’, 0) — (B, o)
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eindeutig bestimmt ist. Dann heiBt M —> B eine modulare Familie und (B, 0) ein
lokaler Modulraum fiir M.

Die Probleme sind nun die folgenden:
1. Welche Rdume (B, 0) kommen als lokale Modulrdume in Frage?
2. Man gebe ein Kriterium fiir die Eixistenz eines Modulraumes an!

Das erste Problem wird durch folgenden einfachen Satz gelost :
1.5.1. Theorem. Ist M — B eine analytische Familie komplexer Riume, die in

PG ; i " M O 0 . , ¥
o€ B semiuniversell ist, M’ — B’ eine solche, die in o' € B’ versell ist, und M o=~M ~M 0
80 gibt es Morphismen von Raumkeimen

(B',0) > (B' 0) > (B, 0)

und mit i und 7' vertrdgliche Isomorphismen n*M = M X g B’ ~ M’ (iiber einer
Umgebung von 0'), o*M' = M'Xp B~ M (iiber einer Umgebung von o), so dap
700 =id 18, und wenn M — B universell ist, ist (B, 0')~ (B, 0)X (C", 0) diber
(B, 0) ((C", 0) bezeichnet den Raumkeim von C* im Nullpunkt).

Insbesondere ist also die Kuranishi-Familie M — B einer kompakten komplexen
Mannigfaltigkeit universell, falls es iiberhaupt eine universelle Deformation von M
gibt.

Beweis. Wegen der Semiuniversalitit bzw. Versalitit gibt es Abbildungen
(B, 0) > (B, 0) LA (B, 0'), s0 daB o«*M ~ M’ , f*M’ ~ M (vertriglich mit 7 und 7')
ist, also ist y = & 0 B: (B, 0) — (B, 0) eine Abbildung mit y*M ~ M (vertriglich
mit ¢) und daher die Tangentialabbildung T'y(y): T'(B), — T(B,) gleich der identischen
Abbildung.

Also ist Op,/m2 5 Opo/m? die identische Abbildung, y*(m)@p, + m2= m, also
#*(M)0p,, = m. Daher ist y* ein quasiendlicher und damit endlicher Morphismus
analytischer Algebren (vgl. z. B. KURKE, PF1sTER und RoczEN [20]), also »* surjektiv
(nach dem Lemma von NakayamA). Ein surjektiver Ringendomorphismus Noether-
scher Ringe ist aber stets bijektiv. Somit ist » ein Automorphismus, und wir wihlen
#= a, ¢ = f# 0y~ 50 daB also o und x die geforderten Eigenschaften haben.

Um die letzte Behauptung zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB (B’, o) — (B, o)
glatt ist, d. h., ist (/,0”) ein infinitesimaler Raumkeim, (Zg, ") = (I, 0"') abge-
schlossener Unterraum, so liBt sich jeder Morphismus ¢ in dem kommutativen
Diagramm

(IO’ O") s j;’ (B': O')
| |
(I,0") = . > (B, 0)

so liften, daB o' | Iy = g, ist. Das folgt aus der Definition der Versalitat (die De-
formation ¢*M wird auf I, durch g induziert).

Es gibt kompakte, komplexe Mannigfaltigkeiten M, die keinen Modulraum be-
sitzen (z. B. Regelflichen; vgl. Teil I, 4.2.6.).

Das zweite Problem wurde von M. SCHLESSINGER und J. WAVRIK behandelt. Es
zeigt, daB die Existenz eines Modulraumes zur Losbarkeit eines gewissen Erweite-
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rungsproblems fiir vertikale Vektorfelder auf der Kuranishi-Familie dquivalent ist.
Seine Darstellung soll hier etwas ndher erldutert werden.

Es sei (S, 0) ein analytischer Raum, M s die Garbe der holomorphen Funktionen auf S,
die in o verschwinden, und S™ die n-te infinitesimale Umgebung von o in § (d. h.
der durch die Idealgarbe MMT+? definierte Unterraum S™ — 8). Ist M 5 8 eine
Familie von Deformationen von M (d.h. My = M), so bezeichne M™ die Ein-
schrinkung von M — S auf 8®). Der Zusammenhang mit dem Problem der Existenz
eines lokalen Modulraumes wird durch folgendes Theorem gegeben:

1.5.2. Theorem. Es ses M ein kompakter komplexer Raum und (M — B, ©: M — M)
eine semiuniverselle Deformation von M. Dann st diese Deformation dann und nur
dann universell, wenn fiir n = 1,2, ... folgendes gilt:

Jeder Automorphismus von (MM, ?) wird durch einen Automorphismus von (M®+1), 1)
induziert.

Bemerkung. Wenn der Kofunktor auf der Kategorie der komplexen Raumkeine
iiber (B, o)

S+ Autg(MXBS, is) = {f:J}lXBS S MXpS;fois= is}
(wobei g die durch © induzierte Abbildung M — M X g8 iiber dem Basispunkt von
8§ ist) darstellbar ist durch einen komplexen Raumkeim (4, ¢) — (B, o), so bedeutet
das Kriterium, daB (4, e) glatt iiber (B, o) ist.
Auf alle Fille ist der obige Kofunktor F, prodarstellbar durch eine formale Gruppe
iiber @p, mit einer zugrunde liegenden Algebra der Form

P=0gollty, - )l (f1, ---» fo)

mit @ = dim HY(M, @y), f; Potenzreihen der Ordnung g = 2, und das Kriterium von
1.5.2. ist dquivalent zu fy = -+ = fp = 0.

Beweis von 1.5.2.

Schritt 1 (Prodarstellbarkeit von F): Wir betrachten also die Kategorie der lokalen
Op,-Algebren, endlich iiber C, und schreiben F(R) anstelle von F(Spec(R)) (mit

Spec(R) wird der entsprechende nulldimensionale Raumkeim bezeichnet). Wir

schreiben #p anstelle von X g Spec(R); sind @po-Morphismen R’ SR & R"”

gegeben, R* = R'Xg R, und Automorphismen g —3 Mg, Mg E; Mg, die

auf Mg denselben Automorphismus induzieren, so induzieren ¢’, ¢'’ einen Auto-
morphismus (¢’, ¢”'): Mre = Mg (die zugrunde liegenden Réume sind alle gleich,
die zugrunde liegenden Abbildungen sind die identischen Abbildungen, ferner ist

0‘/”12. et (0(4{/:/”0) ®OB,0 R*

und das Tensorprodukt auf Grund der Flachheit mit dem Faserprodukt vertausch-
bar). Offensichtlich gilt

F(C[T)/(2)) ~ Kern(Aut(M X Spec(C[t]/(£2)) — Aut(M)))
~ Der¢(Oy, Ou) = HY(M, On).

Deshalb ist F prodarstellbar iiber einem geeigneten Quotienten P von 0, Bolltis + - tall
mit a = dim H(M, @) und

PlmpoP + (b, -oes ta)2 P~ C[[ty, ..., &)V (ty; - ., ta)?
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(vgl. [17]). Das Kriterium von Theorem 1.5.2. besagt nun: Jeder @ g ,-Homomorphis-
mus P 40 Bo/m**! = O ym) , 168t sich zu einem Homomorphismus P MY B+,
liften, was offensichtlich nur méglich ist, wenn P = o Bollty, .-, ta]] ist.

Schritt 2 ((«#, ) universell = jeder Automorphismus liBt sich liften): Es sei
@: (M®, 7))~ (MM, 7) ein Automorphismus und j: ™ — H®+1) die kanonische
Einbettung. Ferner sei

‘S ——3 B(ﬂ‘f' ')HB(”) B(!l+ ”( - SPeC(OB(".). ‘),0 XOB("),00B(”+ 1).0)) 3
und die ﬁiagramme

Mn+1) Mn+1) und Mn+1) Mnel)
X‘,{((ﬂ)/’f km(»)

seien kouniversell. Dann definieren ', #M'' Deformationen von M iiber S, die
auf jedem der beiden Summanden von 8 die Deformationen (A®+1), 1) induzieren,
so daB also die beiden zugehérigen Abbildungen f': S — B, f': 8 — B, durch die '
bzw. M induziert werden, auf beiden Summanden die kanonische Einbettung
B®+1) — B induzieren. Also ist = f’, und somit gibt es einen Automorphismus von
Deformationen y: M’ = #". Uber jedem der beiden Summanden von 8§ induziert y
ebenfalls Automorphismen von Deformationen

v,‘:dﬂ(nn)_,uﬂ(ﬁni),
wzzm(nn)_,,/ﬂ(nn)

mity, 05§ 0@ = jO @, Y0 j = j O @, also wird ¢ durch den Automorphismus ;! o y,
von M ®+1) induziert. .

Schritt 3 (Jeder Automorphismus laBt sich liften = (4, 7) ist universell): Wenn
eine Deformation von M durch zwei verschiedene Morphismen induziert wird, sind
diese Morphismen schon auf einer infinitesimalen Umgebung des Basispunktes ver-
schieden voneinander. Es geniigt daher zu zeigen: Ist (Y,n: M — Y) eine De-
formation von M iiber dem nulldimensionalen Raumkeim S = Spec(R/I) (mit
mgl = 0), induziert durch f:8 — B, so wird jede Deformation von M iiber
T = Spec(R), die auf S T zu (Y, 7) isomorph ist, durch genau eine Fortsetzung
T — B von f induziert. Die Menge aller Fortsetzungen g: T' — B von f entspricht
umkehrbar eindeutig der Menge aller Isomorphieklassen von Paaren (X, u), X ein
komplexer Raum iiber 7' und « eine abgeschlossene Einbettung ¥ — X iiber 7,
so daB (X, u o ) eine Deformation von M iiber T ist. (Man ordnet jeder Fortsetzung g

die induzierte Deformation X — «# X g T und die durch 8§ € T induzierte Einbet-
tung Y~ M X pS < MX pT zu.) Sind g, ¢’ Fortsetzungen, so daB es einen Isomorphis-

musder entsprechenden Deformationen (X, u 0 ) S (X', u’ 0 ) gibt, so induziert ¢
einen Automorphismus 7: (Y, %)~ (Y, %), der sich, da Autg(.#) durch eine formale
Potenzreihenalgebra iiber @, prodarstellbar ist und S, 7' nulldimensional sind, zu
einem Automorphismus :(X,u0%)~(X,u0n) liften laBt. Daher induziert
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o ot~! auf Y die identische Abbildung
XX ¥

Y————+Y———>F

-1

und (X, u)~ (X', %), also ist g’ =g, q. e. d.

1.5.3. Interpretation mittels Vektorfeldern. Es sei X = (8, 0) eine De-
formation von M, @™ die Garbe der Vektorfelder lings der Fasern von X — 8™,

O™ = O y(mysm =~ Ox1s P g s Ogm

und Y™ < @™ die Untergarbe der auf X x M verschwindenden Vektorfelder:
Y — m/mn+t ® em

(m Ideal in @5, das zum Basispunkt o gehort). Bezeichnen wir mit ¥™ die Garbe der
Keime von Automorphismen (von Deformationen) von X®™ iiber 8™, so gibt es
einen kanonischen Garbenmorphismus

tn: UM s g

der Automorphismus «,(#) ist wie folgt definiert: Auf dem zugrunde liegenden
Raum ist a,(#) die Identitit, und fiir Funktionen f auf X™ ist

= 1
(@) () = 2 - ()
k=0 k!
(0€ ‘l/i"’ = Del‘as(”) o(0x(,.)'z, mOx(,.),z), daher ist ’0&(]) = 0 fiir & > n).

(Bemerkung. Ist » eine komplexe Variable, 8o ist u — «(u) (z) die zu dem Vektor-
feld & gehorige Integralkurve durch 2.)
Nach J. Waveix [23]) ist «, ein Isomorphismus von Garben. Nach 1.5.2. besitzt M
genau dann eine universelle Deformation, wenn fiir jede Deformation von M (bzw.
fiir eine semiuniverselle Deformation von M) der kanonische Morphismus
HO(My, §™) — HO(M,, $™-1) surjektiv ist; da die «, Isomorphismen sind, ist die
Surjektivitit der Einschrénkungsmorphismen
HOM, U®) — HO(M, V™-9), a1,
dazu dquivalent. Ein weiteres Kriterium fiir die Existenz eines Modulraumes ist die
Losbarkeit eines anderen Erweiterungsproblems.
1.5.4. Theorem (J. WAVRIK, [23]). M besitzt genau dann einen lokalen Modulraum,
wenn fiir eine semiuniverselle Familie M — B der kanonische Homomorphismus
HO(M, O™) — HO(M, 6)
surjektiv st fiir alle n.
Beweisidee. Durch vollstindige Induktion nach n zeigt man, daB fiir eine De-
formation von M, fiir die die kanonischen Homomorphismen HO(M, @™) — HY(M, 6)
surjektiv sind, die Einschriinkungen HO(M, &™) — HO(M,O®-1) surjektiv sind.
Damit sind auch die kanonischen Morphismen HO(M, V®™)— HO(M, Y®-1) fiir eine
solche Familie surjektiv, d. h., M besitzt einen Modulraum. Ist andererseits
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