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II. Lokale Moduln

1. Komplex-analytische Familien

Dieser Abschnitt behandelt die Existenzsitze der klassischen lokalen Theorie der
Deformationen komplex-analytischer Familien komplexer Mannigfaltigkeiten.
Diese Theorie wurde 1958 von KopaiRA und SPENCER (vgl. [15]) begriindet. Die
wichtigsten Methoden und Resultate dieser Theorie, insbesondere der Existenzsatz
fiir komplette Familien im Fall H2(M, @) = 0, werden in den Abschnitten 1.1. bis
1.3. dargelegt. Der allgemeine Existenzsatz fiir komplette Familien (KURANISHI
1962, [17]; vgl. auch [18] und [19]) wird in 1.4. skizziert. Abschnitt 1.5. beschiftigt
sich mit der Frage, wann der Kuranishi-Raum (vgl. 1.4.) ein lokaler Modulraum ist.
Hier wird im wesentlichen die Hindernistheorie von J. WAVRIK (1969, [23]) er-
lautert. SchlieBlich werden einige zusammenfassende Bemerkungen iiber die vor-
liegenden Resultate und die benutzten Methoden gemacht.

1.1. Komplex-analytische Familien und Deformationen. Beispiele

1.1.1. Definition. Eine komplex-analytische Familie von kompakten komplexen
Mannigfaltigkeiten ist ein Tripel (M, n, B), wobei B ein zusammenhingender kom-
plexer Raum, M eine beliebige komplexe Mannigfaltigkeit und z: M — B eine
surjektive holomorphe Abbildung mit Rang(Jac(n)) = dimc B (% eigentlich) ist.
(Jac(n) ist die Jacobische Matrix von 7.)

Bemerkung. Offenbar sind dann die Fasern M; = n~1(f) kompakte Untermannig-
faltigkeiten von M, und es ist

dimcM¢= dimcM— dJch

Beispiel 1 (Komplexe Tort). Es sei wE€ C, Imw > 0; T, := C/Q, wobei G das
Gitter {mw + n|m,n€ Z} ist. Dann ist {T,| Im w > 0} eine komplex-analytische
Familie.

Ist ndmlich B = {w€ C|Im w > 0}, dann operiert auf Cx B die Gruppe

I'={gmn | (m,n)€E ZX Z, gmn(2, b) := (mw + n + 2, b)}
von Automorphismen eigentlich unstetig und fixpunktfrei. Daher ist M = Cx B/I’
eine komplexe Mannigfaltigkeit, und die Projektion CX B-> B induziert eine
holomorphe Abbildung M 2 B mit Rang(n) = 1 und ~{(w) = Ty,
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Beispiel 2 (Regelflichen). Vgl. Teil I, Abschnitt 4.2.

1.1.2. Satz (EHRESMANN 1947). Ist {M, | t € B} eine komplex-analytische Familie und
st B glatt, 8o ist M — B eine C>-lokal-triviale Faserung.

Der Beweis ist allgemein bekannt und z. B. in [14] zu finden. Der Beweis ist vollig
analog zu dem analytischen Analogon (Teil I, Abschnitt 3.3., Anwendung 2), da
sich C*°-Vektorfelder stets liften lassen.

Dieser Satz laBt sich bei beliebiger Parametermannigfaltigkeit B wie folgt verall-
gemeinern:

Ist M eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit und V eine kompakte C*>°-Mannig-
faltigkeit, so ist Diff"(V, M) = Menge aller C"-Diffeomorphismen f: V — M (r = 1)
eine Banach-komplexe Mannigfaltigkeit.

Ist My M, (2): M¢— Cr, 2= 1, ..., k, ein Atlas von M, ist Vi< Vi f-1M; eine
offene Uberdeckung von V, V¢ kompakt, so ist W = {g€ Diff®)(V, M) | g(Vs) = My}
eine Umgebung von f, und durch g — ((z¢) © g) erhilt man eine Einbettung von W
auf einen komplexen Unterraum des Banachraumes C¢)(Vy, O%) X -+ X C"( Py, C")
(mit der ,,r-Jet-Norm*‘ versehen).

Offensichtlich ist der Tangentialraum in f an Diffr(V, M) gleich I'*XV, V X Tnr)
(V X Ty mittels f: V — M gebildet, I bezeichnet den Banachraum der Schnitte

der Klasse C" eines Vektorbiindels, T 5 M sei das reelle Tangentialbiindel an M).
Fixiert man auf M eine Riemannsche Metrik, so gibt es eine Umgebung N des Null-
schnittes und eine C*°-Abbildung e: N — M, so daBl e(£) fiir einen Tangential-
vektor & aus M der Punkt auf der Geodiitischen durch den FuBpunkt 7(£) von & und
mit der Anfangsrichtung & ist, der dem Parameter der Bogenlinge 1 entspricht,
derart daB N — M X M mit & — (7(£), e(§)) eine offene Einbettung ist.

Wihlt man N hinreichend klein und betrachtet man die Menge U derjenigen Schnitte
aus ')V, V Xy Tu), die den Abbildungen

B:V————*NCTM

M

entsprechen, so erhdlt man durch die Zuordnung 8 +> ¢ 0 8 einen Isomorphismus
von U auf eine Umgebung von f in Diff("(V, M). Diese Konstruktion 1&Bt sich auch
im Fall einer Familie von glatten Mannigfaltigkeiten durchfiihren:

Ist p: M — B ein glatter eigentlicher Morphismus komplexer Rdume und ¥ eine
kompakte C>-Mannigfaltigkeit,

Ditf™(V, M | B)= {f | f C")-Diffeomorphismus von V auf eine Faser von p},
so gilt

1.1.3. Satz. Diff™(V, M | B) st etn Banach-komplexer Raum, und die kanonische
Projektion Diff™(V, M | B) — B 1st ein glatter Morphismus. Der Tangentialraum an
J € Diffe\V, M | B) ist Ty Diff®(V, M | B) = I'"V, V X Tans), wobei Typ das
Biindel lings der Faser ist.

Ist also f; ein r-Diffeomorphismus von V auf die Faser M}, so gibt es nach dem Satz
iiber implizite Funktionen in einer Umgebung U von'b in B einen Schnitt f von
Diff{e(V, M | B) —» B, t— f;; daher ist UXV — M | U, (¢, x)+> fy(x), eine Tri-
vialisierung von M | U, die auf den Fasern ein r-Diffeomorphismus ist.
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Der folgende Satz ist 1965 von GRAUERT und Fi1scHER bewiesen worden und im
gewissen Sinne analog zu 1.1.3.:

1.1.4. Satz. Ist M 5 Bein glatter und eigentlicher Morphismus komplexer Riume und

&ind alle Fasern M, isomorph zu einer komplexen Mannigfaltigkeit V, so ist M 5B
analytisch lokal trivial.

Wir wollen diesen Satz nur fiir den Fall beweisen, daB es einen B-flachen komplexen
Raum I — B und einen I-Isomorphismus VX I = M Xp I gibt, der den Funktor
Isompg(V x B, M) reprisentiert, welcher jedem B’ — B die Menge aller B’-Iso-
morphismen VX B’ S M X g B’ zuordnet.

Dies ist z. B. fiir projektive Mannigfaltigkeiten immer der Fall, da der Funktor dann
durch ein Unterschema des Hilbertschemas von M X g M repriisentiert wird (vgl.
Teil I, Abschnitt 2.).

Die Fasern von I — B sind nach Voraussetzung nicht leer und daher isomorph zu
Aut(V) := Automorphismengruppe von V; also ist I — B glatt, und der Satz iiber
implizite Funktionen liefert zu jedem Punkt b€ B eine Umgebung U und einen
U-Isomorphismus VX U= M | U.

Beispiel 3 (Hopfsche Flichen). Es sei X eine zweidimensionale kompakte komplexe
Mannigfaltigkeit mit W = C2 — {(0, 0)} als universeller Uberlagerung. Dann heift X
Hopfsche Fliche.

Essei0 < |a| < 1,t€ C, g: W — W der Automorphismus
(zi’ z2) = (ui + ‘22) c(z2)
und Gy = {g™ | mE Z}. G; operiert eigentlich unstetig und fixpunktfrei auf W, d. h.,
M; = W/G, ist eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit.
1.1.5. Satz. {M, | tE C} ist eine komplex-analytische Familie.

Beweisidee. Auf CX W operiert die Gruppe I' = {y™ | m€ Z} mit

t 100 t
P z) =10 « ¢])ofz
29 0 0 « 29

eigentlich unstetig und fixpunktfrei. Daher ist M = CX W/I" eine komplexe

Mannigfaltigkeit, und M 20, 0 ist eine komplex-analytische Familie. Offenbar ist

proj~i(t) = M, q. e. d.
1.2. Infinitesimale Deformationen

Alle Mannigfaltigkeiten einer komplex-analytischen Familie sind nach 1.1.2. C>-
diffeomorph; bei einer Deformation wird also die komplexe Struktur geéindert. Ist ¥V
die zugrunde liegende C°>-Mannigfaltigkeit einer komplexen Mannigfaltigkeit M,
8o wird die komplexe Struktur durch einen Endomorphismus

00: TV—’ Ty, C%= —-idry,

beschrieben, und jeder solche Endomorphismus (fast-komplexe Struktur) ist mog-
licher Kandidat fiir eine komplexe Struktur. Wir betrachten nur solche Endo-
morphismen C, fiir die idp, — CoC, iiberall umkehrbar ist. Setzen wir
F=(Gd—CoQC), F'=(d+4CoQ(), so git FoCy=CoF, F'oC,
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= —Co F", und folglich ist ¢: = F'~1 0 F" ein Endomorphismus von Ty mit

9o Cy=—Cyop. ()
Identifizieren wir nun noch 7'y mit dem komplex-analytischen Tangentialbiindel T
(6% — -a;, a—Z—»—r — z@zi , wobei z,= z, - 1y, komplex-analytische Koordinaten sind) ,
so ist @ also eine (0, 1)-Form auf M mit Werten in Ty, d. h.p € '} M, A9 By).
Ist umgekehrt ¢ eine solche (0, 1)-Form und idr, — @ iiberall umkehrbar, so wird
durch

C=Cypo (id — @) to(id + ¢) (2)

eine fast-komplexe Struktur mit der zugehdrigen Form ¢ definiert. Dabei entspricht
C, der 0-Form.

1.2.1. Theorem (NEWLANDER-NIRENBERG [21]). st die fast-komplexe Struktur C auf
V durch die (0,1)-Form @€ I'XM, A% ® Oy) definiert, so st C genau dann
integrierbar, wenn

_
dp— 5 lp, 9]l =0

18t. Die holomorphen Funktionen f beziiglich der durch C definierten komplexen Struktur
sind diejenigen C>-Funktionen, die der Differentialgleichung

of —gf=0
geniigen.
Wir wollen dieses Theorem hier nicht beweisen. Fiir den reell-analytischen Fall ist
der Beweis eine einfache Anwendung des Satzes von FROBENIUS, fiir den differenzier-
baren Fall ist der Beweis jedoch erheblich schwieriger. In der Integrabilitéatsbedin-
gung ist das Klammerprodukt fiir ¢ € I M, 4% @ Op), yE 'Y M, A2 R Bypy)
wie folgt definiert:
Ist in komplexen Koordinaten 2y, ..., 2, ausgedriickt

Q= %dzﬁ /\"'Adsz * 61112""39’

p= %dfk, Ao NdZ - Nigg,.. .k
80 ist
(o, ¥] =(f§k)d§i’ A-e-Ndz, Adze NN dZe (5.0 Ty... k5] s

wobei in der Summe die gewohnlichen Lie-Klammern fiir Funktionen vorkommen.,

Fiir eine komplex-analytische Familie M 5 B erhlt man also fiir jedes nahe bei
einem ausgezeichneten Basispunkt O von B gelegene ¢ und einen Diffeomorphismus
M;= M, eine (0, 1)-Vektorform ¢(¢) auf M, Wir wollen diese Form direkt be-
schreiben und den Zusammenhang mit der Kodaira-Spencer-Abbildung angeben.
Die Kodaira-Spencer-Abbildung (vgl. Teil I, Abschnitt 3.3.) 1laBt sich wie folgt
beschreiben :

Lokal auf M liBt sich jedes holomorphe Vektorfeld ® auf B holomorph auf M
liften, d. h., es gibt eine offene Uberdeckung Uj,...,Uy von M und holomorphe
Vektorfelder ©; auf Uy, 1= 1,..., k, die Liftungen von € sind. Dann gilt auf
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Uy= UN Uy, daB Oy — 6; = By aus Oy p(Uy) ist (wegen der exakten Folge
0 — Oy — Oy — p*Op), und offensichtlich ist @y ein 1-Kozyklus, dessen Ein-
schrinkung auf M; die Klasse o;(©)(t)) reprisentiert.

Ist beispielsweise

B={t=(,....,tm)EC™, |t| <&}
und (Uy, (&o, 1)), &o= (&2, ..., {T), t=1, ..., N, ein Atlas auf M, so daB
Lo = fy(ls t) = (fiyCs, 1)

auf Ugn Uj ist, soist @y = —2 auf U eine Liftung von _3_ auf B, und auf U; N U; gilt

_Soh L1 Zeuml_$Uno 0

d. h., o (3_at') wird durch den Kozyklus @; — @; = O reprisentiert.

Es sei {M; | t€ B} eine komplex-analytische Familie und B, (Uy, ({y, t)), und f}; seien
wie oben definiert. Die angekiindigte Beschreibung der komplexen Struktur von M,
durch eine (0, 1)-Form ¢(t) auf M, die holomorph von ¢ abhiingt, wird durch folgenden
Satz geliefert :

1.2.2. Theorem. Es sei M > B eine komplex-analytische Familie. Dann existiert eine
Familie @(t) von (0, 1)- Vektorformen auf My, die holomorph von t abhingt, mit folgenden
Eigenschaften:
- 1

1) o) — 5 g, 91=0,
@) 90)=0,

9\ _ _ %@
® o (a—,) -

Beweisskizze.

=0

1. Konstruktion von ¢(t): Es sei ¢ =0, und (2, ..., 2s) seien Koordinaten auf
M = M,. {(z, 0) sind ebenfalls Koordinaten auf M, holomorph in z. Daher ist die

Matrix SZ%) umkehrbar fiir |t| < e.

7
Es sei (4},) die inverse Matrix.
Definition:

o1 =oe 3 41, 520 2z, — 3 41, e, € 401,
a,y «

Diese Definition hingt nicht von der Wahl der Karten U und der Koordinaten z ab.
Daher ist durch

0
= 4 —_—
o) = 290 5
eine (0, 1)-Vektorform auf M definiert.
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Nach Definition von (4},) ist

290 - iz ) = 3, 0),
d. h.

(@ — 2¢O %)t =0. ' (%)
1.2.3. Lemma. Die komplexe Struktur auf M wird durch (t) bestimmt, d. h., eine
C>*-Funktion f auf M, 13t genau dann holomorph, wenn

@— Zoman=0
18t.

Beweis. Die Implikation (=) ist wegen (x) sofort klar.
(<) Aus

@—;wwwm=o

folgt sofort wegen (x)
of A 5
— (3 - 1 t) 0 ) ;y =0.
; Pz ;:‘P (t) 22) &3
Da {j(z, 0) holomorph in z ist, folgt ¢(0) =0 (d. h. (2)) u_nd daraus, weil die (¥ Ko-
ordinaten sind, die Umkehrbarkeit von (7, — @3(t) 0:) &7 tiir Kleine .
Dabher ist 8__/ = 0, also f holomorph.
oF
Die Eigenschaft (1) in 1.2.2. ist nun weiter nichts als die gewohnliche Integrabilitéts-
bedingung, die wegen des Lemmas erfiillt ist. (3) folgt durch explizite Berechnung

von g, (ai;) iiber den Dolbeault-Isomorphismus.

1.3. Existenz semiuniverseller Familien I
Wir geben nun das Existenztheorem von KoparrA-NIRENBERG-SPENCER (1958, [16])

fiir semiuniverselle Familien an.

1.3.1. Theorem. Es sei M eine kompakte komplexe Mannigfaltigheit und HX(M,0)=0.
Dann existiert eine komplex-analytische Familie M > B, B = fteom ||t <&},
mat :

(1) My= M (wobei allgemein My — n~1(t) ist),

(2) % (a%) = — 9’ fiir eine feste Basis 1, ..., ™ von H\(M, O).

Bemerkung. Die Semiuniversalitit der Familie /4~ B folgt sofort aus (2) und
dem folgenden Theorem.

1.3.2. Theorem (KopArRA-SPENCER 1058, vgl. [16], [14]). Es sei {M, | t€ B} eine
komplex-analytische Familie, t,€ B. Ist dann 0:, surjektiv, so ist die Familie semi-
universell in &,.

6 Beitriige zur Algebra 5
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Wir verzichten hier auf den Beweis und verweisen auf die angegebene Literatur.
Wir geben nun eine Beweisskizze von Satz 1.3.1. an:
1. Konstruktion einer (0,1)-Vektorform ¢(t) auf M, die holomorph von ¢

abhéngt und fiir die 5¢(t) - % [o(t), (t)] = 0, 9(0) = O und % c-o= 7" gilt.

2. Daraus folgt unter Benutzung des Theorems von NEWLANDER-NIRENBERG
(1957, [21]):

a) @(t) bestimmt eine komplexe Struktur M; auf M.

b) {M, | t€ B} ist eine komplex-analytische Familie.

¢) {M;|t€ B} ist semiuniversell in 0.

Zu 1. Mittels einer hermiteschen Metrik {g.s} wird durch

(¢: 'I’) =L{ ‘zﬁgaﬁ(P. A (* wﬂ)
ein Skalarprodukt auf ¥? = I'>}(M, A%? ® @y) definiert. Dabei ist
0 0
— @« ___ — Sl q
¢=29"5, ¥=IZVy .l
w: A%, (=) 4""-? die durch die metrische Form o mittels

=+ (9, 9)() = () A (x H)(a)
definierte lineare Abbildung.

Es sei ¢ der zu 9 adjungierte, d. h. der durch (3, y) = (¢, dy) definierte Operator,

[0 = 99 + 80 der Laplace-Operator, J? = {p€ £, O p = 0} >~ HY(M,O)der Raum
der harmonischen (0, g)-Formen.

Fiir gilt ¢ das klassische

Zerlegungstheorem.

(1) =30 L.

(2) Jedes p € X7 hat eine exndeutige Darstellung
e=n+ 0Oy mit n€EH! und € (H9):.

Wir schreiben y = H(p), y = G(¢) (H : = harmonischer Operator, G': = Green-
Operator.)

Wir konstruieren g(¢) als formale Potenzreihe
ot)= 2 oult),
u=1

?’n(‘) == z ¢"- .o - t;i s tvm

(7S SREE Y S -
welche fiir kleine ¢ konvergiert. Es sei 91, ..., 7™ eine Basis von H{(M, 0). Wir setzen
m
@(t)= zin't. und betrachten die Differentialgleichung

?6) = 940) + 5 PGTp(H), p(O).
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Diese hat eine formale Losung

o) = 3 puld)
p=1

mit
v—11 3
Fult) = 2 5 OClgr, Qur] fir p=2.

Lemma 1. @(t) konvergiert fiir kleine t.

Der Beweis benutzt Eigenschaften der sogenannten Holdernorm |j@(¢)|jg+. fiir
k€ Z,0< a <1 (vgl. [14]). Es ist ndmlich

le@ll < |A(@)]
fiir eine gewisse konvergente Reihe A4(t) (vgl. [14]).
Lemma 2. Fiir die Reihe g(t) gtlt

- 1
o(l) — 5 [p@®), p)]=0

genau dann, wenn

. H{gp(t), p(0)] =
18L.

Beweis. (=) folgt sofort wegen Ho = 0. («) Fiir p(t) = 8<p(t — = [qa(t), @(t)] gilt
y(t) = —9G[y(t), p(t)] und daher die Abschétzung
lp@le+a < C ll@@lle+a - ll@E)lle+a
fiir () == 0, @(¢) == 0. Daher muB () = 0 sein.
Bemerkung. Wegen der Voraussetzung HX(M, @) =~ J€2 = 0 ist also

o () ——W ®]=0,
d. h., nach dem Theorem von NEWLANDER-NIRENBERG (vgl. [21]) bestimmt ¢(¢)
eine komplexe Struktur M; auf M.

Lemma 3. Die Familie {M, | t€ B}, B Konvergenzbereich von @(t), 18t eine komplex-
analytische Familie.

Beweis. Die Familie ¢(t) definiert eine (0, 1)-Vektorform auf M X B: ¢(z, t)=@(¢)(2).
Dann gilt

éq;-l[cp,(p]:o auf MX B,

d. h., p induziert eine komplexe Struktur M auf M X B, und die Projektion

T 5B
ist holomorph vom Rang m. Weiterhin gilt z~1(t) = M; und

o\ _ _ (%p®)) _ _ (@m®\ _
% (—3;)—- (77),-0—' ( or )‘_0._. U

Daher ist g, surjektiv (sogar ein Isomorphismus!), und nach Theorem 1.3.2 ist

M 5 B semiuniversell in 0, q.e.d.
¢
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1.4. Existenz semiuniverseller Familien II

Wir wollen nun einen zum vorigen Teil analogen Satz ohne die Einschriinkung
H*M,0)=0 beweisen. Aus dem vorigen Teil wissen wir, daB eine konvergente
Potenzreihe ¢(t) existiert, die der Gleichung

#() = 1) + 3 961p(0) p(0)]

"
geniigt, wobei ¢(t) = 3 %"t, und %1,...,n™ Basis von H(M,O) ist. Dieses g(t)
yemi

definiert eine komplexe Struktur genau dann, wenn
= 1
o) — 5 [p) 9] = 0

ist. Das ist genau dann der Fall, wenn H[p(t), p(t)] = 0 ist. Es sei {f1,A=1,...,}
eine Orthonormalbasis von H%(M, @); dann ist

Hip0,p(0] = 3 (90,90}, 53 - b

(wobei ( , )dasinnere Produkt in H2ist). Daher ist H[gp(t), p(¢)] = 0 genau dann,
wenn
b‘(‘) = ([‘P(‘): ¢(t)]9 ﬂl) =0
ist fiir A= 1, ..., . Nun ist b;(¢) holomorph in ¢ und ,(0) = 0.
Es sei
B={t||t| <& bt)=0,A=1,...,%}

(e so klein, daB die b;(t) konvergieren). Wenn dann ¢ aus der analytischen Menge B
ist, erfiillt () die Integrabilititsbedingung. B wird der Basisraum unserer zu kon-
struierenden semiuniversellen Familie.

Fiir die weiteren Betrachtungen bendtigen wir die sogenannte Sobolev-Norm. Es
sei U c R® eine offene Teilmenge, f, g komplexe C>*-Funktionen, auf U definiert,
k eine natiirliche Zahl,

(how:= Z [D*f(z)- D*g(x)dz
lalsk U
mit ¢ = (dg, ceny a,.),
2\ o \™ S
D= () (o) - M= VP
Fiir diese Norm gilt das klassische

14.1. Sobolev-Lemma. Es set V eine offene relativ kompakte Teilmenge von U.
Dann gibt es esne Konstante c, so dap fiir alle x€EV

|D*f(@)l = ¢ * [flle+1el
18t, falls nur k > n/2 ist. ¢ hingt nur von k, |«|, V und U ab.

Aus dem Lemma kann man leicht folgern: Es gibt eine Konstante ¢, so daB fiir
k=n+42
IIf - glle = cllfile - ligllx
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Nun ist es nicht schwer, (mit der Zerlegung der Einheit) die Norm auf £7 aus-
zudehnen. Man kann zeigen: Fiir k = 2 dimc M + 2 gilt

(1) e, vl = ckli@lle,s * lwlless»
2) [[Hoplle < crli@lle,
3) 198Gk < crllpllk—q

mit einer nur von der Norm abhéngigen Konstanten cg.

Wir wollen nun folgendes beweisen: Es set y eine beliebige Vektorform aus X1 mat
= 1
p—5lpypl=0 und Jy=0.

Wenn dann |ly|x geniigend klevn vst (k> 0), dann existiert ein t mit @(t) = y.

Beweis. Es ist oy — 1 [, %] = 0. Da [ = 93 + 09 und Sy = 0 ist, ist Cy=~9dyp

und somit 2

1
Oy=35 8y, v].
Andererseits ist
y=Hy+ OGy=Hy+ GOy
und damit
1
y— Hy=G0Oy =3 Gy, y].

Ist n := Hy, dann ist

1
y=mn+ 5 3Gy, y].
Wenn nun [fy||x klein ist, ist ||k klein (wegen [|[Hyl|lx < ck * |lyllk), und damit ist = %(¢)

fiir ein ¢ mit |t| < & (denn es ist 5(t) = D) 9t,, * Basis von H{(M, O)).
Wir haben also auBer () noch eine Losung unserer Ausgangsgleichung

1
v =) + 35 9y, y].
Es sei nun 7 = ¢(t) — . Wir wollen zeigen, daB v = 0 ist. Zuniichst ist klar, daB

Ilelle_geniigend klein ist ([lzlle < llyllk + lp@)lle; ()]l ist in der Umgebung von 0
geniigend klein). Nun ist

1
v = 2 86lp(0), 9] — 3 96Ty, v,
also
v = 2 96(2ly, 7]+ [r, 7).

Daraus folgt

lIelle < D@ltplle - lielle + lieli?).
Da |ly|lx geniigend klein ist, 148t sich diese Ungleichung nur erfiillen, wenn |jt]jy = 0
ist.



86 HEINz-J6RG FITZNER u. a.

Nun wollen wir uns dem allgemeinen Fall zuwenden, d. h., € ¥! ist gegeben mit

[toplle <eund5w—%[1p,tp]=0,aber0w#0.

Wir wollen diesen Fall zuriickfiihren auf den vorigen. Es sei f: M — M ein beliebiger
Diffeomorphismus, dessen Werte dicht bei den Werten der identischen Abbildung
liegen und dessen Werte der ersten Ableitung dicht bei den Werten der identischen
Abbildung liegen. Wir wollen Bedingungen finden, fiir die y durch f aus g(¢) fiir ein ¢
induziert wird.

Es sei {U;, {}(2)} eine holomorphe Karte fiir My, d. h.

- n
o2 (2) =p21w‘a(z) * 058" (2)- (0)
Es sei {U;} eine Uberdeckung von M mit f(u;) S U;. Wird y durch f aus ¢ induziert

(f: M, — M,), d. h., sind j(f(z)) holomorphe Koordinaten auf U; beziiglich ¢, so
haben wir die Differentialgleichung

&) = 3,06 o). 1)
Fiir die obige Gleichung (0) kénnen wir lokal auch

? rery= 3 by R

a8 = Z vl 5 @

schreiben. Wenn wir (1) und (2) zusammensetzen, erhalten wir
% 3 857 — & o
; P (o + ;: yiof) = 5. @"(2) P (o + ;:'I’A o).

Nun ist nach Voraussetzung |ly|lx klein genug: Dann ist aber (-g%) umkehrbar.
Damit erhalten wir

o + Zoadl= Z¢7 (0 + Zvi o). 3)
Da |ip|lx klein genug ist, ist auch (2,f° + ;1/; dyf*) umkehrbar. Daraus erkennen wir,

daB ¢ eindeutig durch (3) gegeben ist. Wir schreiben dafiir auch y o f = ¢.

Die Reduktion des allgemeinen Falls auf den Fall #y = 0 fithren wir nun so durch,
daB wir fiir gegebenes y ein f konstruieren mit $(y © f) = 0.

Diese Konstruktion fiithren wir in zwei Schritten.

(1) Wir geben eine kanonische Konstruktion an, die jedem Vektorfeld £ auf M
einen Diffeomorphismus f¢: M — M zuordnet.

(2) Fiir gegebenes yp existiert ein Vektorfeld & mit #(y o f¢) = 0.
Zu (1). Wir fixieren eine hermitesche Metrik (g,3) auf M. Mit Hilfe der Christoffel-
symbole

Iy, = 3 ghe (Q’iﬁ_f')
8 ; g ozt
definieren wir fiir ein Vektorfeld u(z) = 2 u*(2) 52—- die kovarianten Ableitungen

ou®

0z’

Va“‘=%+ ;I'in“’, Viw=
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Ist 2(t) eine Kurve ldngs der u(z) definiert ist, dann definieren wir

TS
Y, wea() = ; ViwZl ) 37,20

= —u’(Z(t)) + § Tz (t) © wetae.

Die Geodétischen von M sind dann durch die Gle)chung

().

d. h.
d2z2(t) dzf =
mz+ZwU»m mm—o )
gegeben. Es sei 2%(t) = 2°(¢, 2y, {) die Losung von (4) mit
#O)=%, o 0=t

Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssiatzen fiir gew6hnliche Differentialgleichungen
erhilt man

(1) za(ty 20, C)e Cm in (t: 20, 4.):
(2) 2% (kt, 29, §) = 2°(t, 29, k().
Wir setzen nun
/‘(20, C) =: za(l, 20, C) .
Dann ist f€ C°° in 2, {; und es ist
f*(29, 88) = 2°(¢, 2o, {).
Daraus ergibt sich
d of 5
FECENED [ ONP:
und damit fiir £ = 0

C (0 20, C) Z [Cﬂ a&-ﬂ (zo’ 0) + ;‘ﬁ

”w@

— (29, 0)]
6{5 (
Daraus fOlgt

of*

aa
f*(z0, 0) = 2§, 3_cﬂ(z0’0)=d§’ i

= (29, 0) = 0.
w(Zo )

Jetzt konnen wir die Taylorsche Formel von f angeben:
f*(z0, £) = 25 + 2 + o (|21?) (5)
(dabei ist o(||2) durch M|{|2 beschrinkt fiir M > 0, || geniigend klein).

Nun sei { = Z C‘(z) i ein Vektorfeld auf M. Wir definieren den Diffeomorphismus
foee M- M durch z¢+> /‘ (2, ¢ (2)). Aus der Gleichung (5) erhalten wir
fi(z) = 2* + {*(2) + o(|{(2)12). (6)
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Nun wollen wir ¢ = yof; berechnen. Dazu benutzen wir die Gleichung (3). Zur
Abkiirzung von (8) schreiben wir
fi=24C+.
Damit erhalten wir
3 + & + 3yl @2 + 3+ o)

= 210+ 00+ 00+ o) @F + 579

Nach der letzten Bemerkung ist die Matrix [...] umkehrbar. Wenn wir mit der
Inversen multiplizieren, erhalten wir .
9=+ Tyl 4P + - = &7 + Tyilt) 2t + Ry, 0),
also
yof=e=0d+y+ Ry?) (7)

mit R(ty, tf) = t2R1(y, {, t) fiir t€ R; R, R*C C* in yj(2), {*(2), ...

Nun sei H0S A9 der Raum der holomorphen Vektorfelder auf M, FO sei das ortho-
gonale Komplement beziiglich ( , ) von HO Wir geben jetzt A° und A! die
I |le-Topologie und beweisen:

Es existieren Umgebungen U und V in A1 (bzw. A°), so dap fiir beliebiges y € U genau
ein § = {(y) in V existiert mit

Hyof)=0 (8)
Beweis. Nach (7) gilt
yofe=0 + v+ Ry, ).
Damit ist (8) erfiillt fiir ein { genau dann, wenn
0=1900 + dp+ SRy, L) ist.
Fiir € FO ist nun
(=H+D0O0@=H +GoOl=H+ G
(denn 9¢ = 0!).

Nun ist fiir { € F? nach Definition { | HO und damit H{ = 0 und somit { = G¢ &.
Die Gleichung (8) ist also genau dann erfiillt, wenn

d. h. ‘

{ = —Gdy — GHR(y, ()

ist. Wir haben also gesehen:
Ein { € FO zu finden mit $(y © f;) = 0 ist gleichbedeutend damit, ein { zu finden mit

{ = Gdy + GIR(y,{) = 0. 9)

Nun wihlen wir Umgebungen U;, V; so daB R auf U;X V, definiert ist. Damit
haben wir eine Abbildung k: U, X V; — F,,

h(y, §) = £+ Gdyp + GHR(y, ().
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Man iiberlegt sich sofort, da8 k beziiglich der || [x-Topologie gleichmiBig stetig ist.
Damit konnen wir 4 zu einer Abbildung % (eindeutig) auf die AbschlieBung FV von F°
ausdehnen. Nun ist-zﬁ : Fo . Fo die Identitit. Wir konnen also den Satz iiber

¢ ko,0
implizite Funktionen anwenden und erhalten in einer kleinen Umgebung des Ur-

sprungs von A! (AbschlieBung von A1) eine C>-Funktion g, so daB
£+ Géy + GIR(p,{) =0

erfiillt ist, genau dann, wenn { = g(yp) ist.

Man iiberlegt sich durch die Untersuchung der Differentialgleichung zweiter Ordnung
vom elliptischen Typ [+ & +9R(y, )=0, daB (€ F? ist. Damit haben wir
unser Problem gelost und folgenden Satz bewiesen:

1.4.2. Theorem (KURANISHI). a) Es set M eine kompakte komplexe Mannigfaltigkert,
{n"} eine Basis von H\(M, ©), ¢(t) eine Losung von

1
wn=gpm+§wmwm1

und B = {t| Hlp(t), p(t)] = 0} = {t€ C||t| < eund bi(t) =0 fir A= 1, ...,7}.
Dann induziert p(t) fiir jedes t aus der analytischen Menge B eine komplexe Strukiur M
auf M.

b) Es sei y eine beliebige Vektorform aus 1 mit

%—%mw=m

Dann definiert y eine komplexe Struktur M, auf M. Wenn ||l geniigend klein ist, dann
existiert genau ein € FO mut

yoft=¢() firent € B,
womit M, zu M, biholomorph dquivalent st.

Von GRAUERT wurde eine andere Methode entwickelt, um die Existenz semiuni-
verseller Deformationen nachzuweisen. Diese besteht darin, geeignete Uberdeckungen
zu betrachten und die Verheftungsbedingungen zu deformieren sowie die eventuell
vorhandenen Singularititen. Damit kann folgendes Theorem gezeigt werden
(GrRAUERT, DoUuADY).

1.4.3. Theorem. Jede kompakte komplexe Mannigfaltigkeit besitzt eine semiuniverselle
Deformation, die in allen Punkten des Parameterraumes noch vollstindig vst.

1.5. Existenz von lokalen Modulriumen kompakter komplex-analytischer
Mannigfaltigkeiten

Problemstellung: Wir betrachten , Keime“ von Familien kompakter komplex-
analytischer Mannigfaltigkeiten (siehe 1.1.), d. h., wir identifizieren zwei Familien

M 5 B und M’ S B mit demselben Parameterraum, wenn ihre Einschrinkungen
auf irgendeine Umgebung des Basispunktes o€ B isomorph sind.

Es sei M eine feste kompakte komplexe Mannigfaltigkeit und M 2 Beine in o€ B
universelle Familie mit My = M, so daB fiir jede Familie N — B’ mit Ny = M der

wegen der Universalitit von M 5 B existierende Morphismus f: (B’, 0) — (B, o)
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eindeutig bestimmt ist. Dann heiBt M —> B eine modulare Familie und (B, 0) ein
lokaler Modulraum fiir M.

Die Probleme sind nun die folgenden:
1. Welche Rdume (B, 0) kommen als lokale Modulrdume in Frage?
2. Man gebe ein Kriterium fiir die Eixistenz eines Modulraumes an!

Das erste Problem wird durch folgenden einfachen Satz gelost :
1.5.1. Theorem. Ist M — B eine analytische Familie komplexer Riume, die in

PG ; i " M O 0 . , ¥
o€ B semiuniversell ist, M’ — B’ eine solche, die in o' € B’ versell ist, und M o=~M ~M 0
80 gibt es Morphismen von Raumkeimen

(B',0) > (B' 0) > (B, 0)

und mit i und 7' vertrdgliche Isomorphismen n*M = M X g B’ ~ M’ (iiber einer
Umgebung von 0'), o*M' = M'Xp B~ M (iiber einer Umgebung von o), so dap
700 =id 18, und wenn M — B universell ist, ist (B, 0')~ (B, 0)X (C", 0) diber
(B, 0) ((C", 0) bezeichnet den Raumkeim von C* im Nullpunkt).

Insbesondere ist also die Kuranishi-Familie M — B einer kompakten komplexen
Mannigfaltigkeit universell, falls es iiberhaupt eine universelle Deformation von M
gibt.

Beweis. Wegen der Semiuniversalitit bzw. Versalitit gibt es Abbildungen
(B, 0) > (B, 0) LA (B, 0'), s0 daB o«*M ~ M’ , f*M’ ~ M (vertriglich mit 7 und 7')
ist, also ist y = & 0 B: (B, 0) — (B, 0) eine Abbildung mit y*M ~ M (vertriglich
mit ¢) und daher die Tangentialabbildung T'y(y): T'(B), — T(B,) gleich der identischen
Abbildung.

Also ist Op,/m2 5 Opo/m? die identische Abbildung, y*(m)@p, + m2= m, also
#*(M)0p,, = m. Daher ist y* ein quasiendlicher und damit endlicher Morphismus
analytischer Algebren (vgl. z. B. KURKE, PF1sTER und RoczEN [20]), also »* surjektiv
(nach dem Lemma von NakayamA). Ein surjektiver Ringendomorphismus Noether-
scher Ringe ist aber stets bijektiv. Somit ist » ein Automorphismus, und wir wihlen
#= a, ¢ = f# 0y~ 50 daB also o und x die geforderten Eigenschaften haben.

Um die letzte Behauptung zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB (B’, o) — (B, o)
glatt ist, d. h., ist (/,0”) ein infinitesimaler Raumkeim, (Zg, ") = (I, 0"') abge-
schlossener Unterraum, so liBt sich jeder Morphismus ¢ in dem kommutativen
Diagramm

(IO’ O") s j;’ (B': O')
| |
(I,0") = . > (B, 0)

so liften, daB o' | Iy = g, ist. Das folgt aus der Definition der Versalitat (die De-
formation ¢*M wird auf I, durch g induziert).

Es gibt kompakte, komplexe Mannigfaltigkeiten M, die keinen Modulraum be-
sitzen (z. B. Regelflichen; vgl. Teil I, 4.2.6.).

Das zweite Problem wurde von M. SCHLESSINGER und J. WAVRIK behandelt. Es
zeigt, daB die Existenz eines Modulraumes zur Losbarkeit eines gewissen Erweite-
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rungsproblems fiir vertikale Vektorfelder auf der Kuranishi-Familie dquivalent ist.
Seine Darstellung soll hier etwas ndher erldutert werden.

Es sei (S, 0) ein analytischer Raum, M s die Garbe der holomorphen Funktionen auf S,
die in o verschwinden, und S™ die n-te infinitesimale Umgebung von o in § (d. h.
der durch die Idealgarbe MMT+? definierte Unterraum S™ — 8). Ist M 5 8 eine
Familie von Deformationen von M (d.h. My = M), so bezeichne M™ die Ein-
schrinkung von M — S auf 8®). Der Zusammenhang mit dem Problem der Existenz
eines lokalen Modulraumes wird durch folgendes Theorem gegeben:

1.5.2. Theorem. Es ses M ein kompakter komplexer Raum und (M — B, ©: M — M)
eine semiuniverselle Deformation von M. Dann st diese Deformation dann und nur
dann universell, wenn fiir n = 1,2, ... folgendes gilt:

Jeder Automorphismus von (MM, ?) wird durch einen Automorphismus von (M®+1), 1)
induziert.

Bemerkung. Wenn der Kofunktor auf der Kategorie der komplexen Raumkeine
iiber (B, o)

S+ Autg(MXBS, is) = {f:J}lXBS S MXpS;fois= is}
(wobei g die durch © induzierte Abbildung M — M X g8 iiber dem Basispunkt von
8§ ist) darstellbar ist durch einen komplexen Raumkeim (4, ¢) — (B, o), so bedeutet
das Kriterium, daB (4, e) glatt iiber (B, o) ist.
Auf alle Fille ist der obige Kofunktor F, prodarstellbar durch eine formale Gruppe
iiber @p, mit einer zugrunde liegenden Algebra der Form

P=0gollty, - )l (f1, ---» fo)

mit @ = dim HY(M, @y), f; Potenzreihen der Ordnung g = 2, und das Kriterium von
1.5.2. ist dquivalent zu fy = -+ = fp = 0.

Beweis von 1.5.2.

Schritt 1 (Prodarstellbarkeit von F): Wir betrachten also die Kategorie der lokalen
Op,-Algebren, endlich iiber C, und schreiben F(R) anstelle von F(Spec(R)) (mit

Spec(R) wird der entsprechende nulldimensionale Raumkeim bezeichnet). Wir

schreiben #p anstelle von X g Spec(R); sind @po-Morphismen R’ SR & R"”

gegeben, R* = R'Xg R, und Automorphismen g —3 Mg, Mg E; Mg, die

auf Mg denselben Automorphismus induzieren, so induzieren ¢’, ¢'’ einen Auto-
morphismus (¢’, ¢”'): Mre = Mg (die zugrunde liegenden Réume sind alle gleich,
die zugrunde liegenden Abbildungen sind die identischen Abbildungen, ferner ist

0‘/”12. et (0(4{/:/”0) ®OB,0 R*

und das Tensorprodukt auf Grund der Flachheit mit dem Faserprodukt vertausch-
bar). Offensichtlich gilt

F(C[T)/(2)) ~ Kern(Aut(M X Spec(C[t]/(£2)) — Aut(M)))
~ Der¢(Oy, Ou) = HY(M, On).

Deshalb ist F prodarstellbar iiber einem geeigneten Quotienten P von 0, Bolltis + - tall
mit a = dim H(M, @) und

PlmpoP + (b, -oes ta)2 P~ C[[ty, ..., &)V (ty; - ., ta)?
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(vgl. [17]). Das Kriterium von Theorem 1.5.2. besagt nun: Jeder @ g ,-Homomorphis-
mus P 40 Bo/m**! = O ym) , 168t sich zu einem Homomorphismus P MY B+,
liften, was offensichtlich nur méglich ist, wenn P = o Bollty, .-, ta]] ist.

Schritt 2 ((«#, ) universell = jeder Automorphismus liBt sich liften): Es sei
@: (M®, 7))~ (MM, 7) ein Automorphismus und j: ™ — H®+1) die kanonische
Einbettung. Ferner sei

‘S ——3 B(ﬂ‘f' ')HB(”) B(!l+ ”( - SPeC(OB(".). ‘),0 XOB("),00B(”+ 1).0)) 3
und die ﬁiagramme

Mn+1) Mn+1) und Mn+1) Mnel)
X‘,{((ﬂ)/’f km(»)

seien kouniversell. Dann definieren ', #M'' Deformationen von M iiber S, die
auf jedem der beiden Summanden von 8 die Deformationen (A®+1), 1) induzieren,
so daB also die beiden zugehérigen Abbildungen f': S — B, f': 8 — B, durch die '
bzw. M induziert werden, auf beiden Summanden die kanonische Einbettung
B®+1) — B induzieren. Also ist = f’, und somit gibt es einen Automorphismus von
Deformationen y: M’ = #". Uber jedem der beiden Summanden von 8§ induziert y
ebenfalls Automorphismen von Deformationen

v,‘:dﬂ(nn)_,uﬂ(ﬁni),
wzzm(nn)_,,/ﬂ(nn)

mity, 05§ 0@ = jO @, Y0 j = j O @, also wird ¢ durch den Automorphismus ;! o y,
von M ®+1) induziert. .

Schritt 3 (Jeder Automorphismus laBt sich liften = (4, 7) ist universell): Wenn
eine Deformation von M durch zwei verschiedene Morphismen induziert wird, sind
diese Morphismen schon auf einer infinitesimalen Umgebung des Basispunktes ver-
schieden voneinander. Es geniigt daher zu zeigen: Ist (Y,n: M — Y) eine De-
formation von M iiber dem nulldimensionalen Raumkeim S = Spec(R/I) (mit
mgl = 0), induziert durch f:8 — B, so wird jede Deformation von M iiber
T = Spec(R), die auf S T zu (Y, 7) isomorph ist, durch genau eine Fortsetzung
T — B von f induziert. Die Menge aller Fortsetzungen g: T' — B von f entspricht
umkehrbar eindeutig der Menge aller Isomorphieklassen von Paaren (X, u), X ein
komplexer Raum iiber 7' und « eine abgeschlossene Einbettung ¥ — X iiber 7,
so daB (X, u o ) eine Deformation von M iiber T ist. (Man ordnet jeder Fortsetzung g

die induzierte Deformation X — «# X g T und die durch 8§ € T induzierte Einbet-
tung Y~ M X pS < MX pT zu.) Sind g, ¢’ Fortsetzungen, so daB es einen Isomorphis-

musder entsprechenden Deformationen (X, u 0 ) S (X', u’ 0 ) gibt, so induziert ¢
einen Automorphismus 7: (Y, %)~ (Y, %), der sich, da Autg(.#) durch eine formale
Potenzreihenalgebra iiber @, prodarstellbar ist und S, 7' nulldimensional sind, zu
einem Automorphismus :(X,u0%)~(X,u0n) liften laBt. Daher induziert
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o ot~! auf Y die identische Abbildung
XX ¥

Y————+Y———>F

-1

und (X, u)~ (X', %), also ist g’ =g, q. e. d.

1.5.3. Interpretation mittels Vektorfeldern. Es sei X = (8, 0) eine De-
formation von M, @™ die Garbe der Vektorfelder lings der Fasern von X — 8™,

O™ = O y(mysm =~ Ox1s P g s Ogm

und Y™ < @™ die Untergarbe der auf X x M verschwindenden Vektorfelder:
Y — m/mn+t ® em

(m Ideal in @5, das zum Basispunkt o gehort). Bezeichnen wir mit ¥™ die Garbe der
Keime von Automorphismen (von Deformationen) von X®™ iiber 8™, so gibt es
einen kanonischen Garbenmorphismus

tn: UM s g

der Automorphismus «,(#) ist wie folgt definiert: Auf dem zugrunde liegenden
Raum ist a,(#) die Identitit, und fiir Funktionen f auf X™ ist

= 1
(@) () = 2 - ()
k=0 k!
(0€ ‘l/i"’ = Del‘as(”) o(0x(,.)'z, mOx(,.),z), daher ist ’0&(]) = 0 fiir & > n).

(Bemerkung. Ist » eine komplexe Variable, 8o ist u — «(u) (z) die zu dem Vektor-
feld & gehorige Integralkurve durch 2.)
Nach J. Waveix [23]) ist «, ein Isomorphismus von Garben. Nach 1.5.2. besitzt M
genau dann eine universelle Deformation, wenn fiir jede Deformation von M (bzw.
fiir eine semiuniverselle Deformation von M) der kanonische Morphismus
HO(My, §™) — HO(M,, $™-1) surjektiv ist; da die «, Isomorphismen sind, ist die
Surjektivitit der Einschrénkungsmorphismen
HOM, U®) — HO(M, V™-9), a1,
dazu dquivalent. Ein weiteres Kriterium fiir die Existenz eines Modulraumes ist die
Losbarkeit eines anderen Erweiterungsproblems.
1.5.4. Theorem (J. WAVRIK, [23]). M besitzt genau dann einen lokalen Modulraum,
wenn fiir eine semiuniverselle Familie M — B der kanonische Homomorphismus
HO(M, O™) — HO(M, 6)
surjektiv st fiir alle n.
Beweisidee. Durch vollstindige Induktion nach n zeigt man, daB fiir eine De-
formation von M, fiir die die kanonischen Homomorphismen HO(M, @™) — HY(M, 6)
surjektiv sind, die Einschriinkungen HO(M, &™) — HO(M,O®-1) surjektiv sind.
Damit sind auch die kanonischen Morphismen HO(M, V®™)— HO(M, Y®-1) fiir eine
solche Familie surjektiv, d. h., M besitzt einen Modulraum. Ist andererseits
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HY(M, ") — H(M, ) surjektiv fiir alle n im Fall # — T und f: (8, 0) — (T, o)
gegeben, so ist dies auch richtig im Fall # X, 8 — 8.

Insbesondere folgt daraus: HO(M, @™) — Hy(M, ) ist surjektiv fiir alle » und fiir
jede Familie  — 8, wenn dies insbesondere fiir eine semiuniverselle Familie gilt.
Ist weiterhin HO(M, V™) — HO(M,V®-1) surjektiv fiir jede Familie, so ist auch
HY(M, &™) — HY(M, @) surjektiv fiir jede Familie; denn wire letzteres fiir eine
Familie M — 8 nicht richtig und ¢ ein nicht liftbares Vektorfeld, so wire fiir
T = 8X C das Vektorfeld p,p¥(@) nicht liftbar beziiglich der Familie M X T — T
und p,p¥@) |y =0, d.h., H(M,Y™) — HO(M,V®-1), wire nicht iiberall sur-
jektiv fir M X, T — T.

1.6.5. Korollar (Douapy): Ist HY(M,@)= 0, so st der Paramelerraum jeder
semiuniversellen Deformation ein lokaler Modulraum fiir M.

Bemerkung. Unter Benutzung des Grauertschen Satzes ([4], S. 63) kann man
leicht folgendes Theorem beweisen:

1.5.6. Theorem. Ist der Kuranishi- Raum reduziert, so ist die Bedingung
1) dim¢ HO(M}, ©) ist unabhingig von t in einer Umgebung von o
hinreichend fir die Existenz eines lokalen Modulraumes von M.

Von Douapy stammt eine Verallgemeinerung des Grauertschen Theorems (nicht
publiziert):

1.5.7. Theorem. Ist der Kuranishi-Raum (B, o) reduziert, so ist | HO(M;, By), fir t
t

in evner gewissen Umgebung von o€ B, der Kern eines Vektorbiindel-H omomorphismus
o: By — By mit rg B; = dim HY(M, 6).

Damit kann gezeigt werden, daB die Bedingung (1) im Theorem 3 auch notwendig fiir
die Existenz eines Modulraumes ist ; denn wire dim HO(M,, ©;) abhingig von ¢ nahe o,
so gibe es ein Vektorfeld auf M, das fiir keine Umgebung von o€ B liftbar wire.
Jedoch hat GRIFFITHS gezeigt, daBl eine formale Erweiterung stets eine wirkliche
Erweiterung impliziert.

2. Existenz semiuniverseller Deformationen lokaler Henselscher Algebren

Wir behandeln jetzt die Frage nach der Existenz semiuniverseller Deformationen
fiir Keime von Singularitéten. Man kann dieses Problem in verschiedenen Kategorien
betrachten: in der Kategorie der formalen Raumkeime, in der Kategorie der analy-
tischen Raumkeime oder in der Kategorie der algebraischen (= Henselschen)
Raumkeime. \

Henselsche Raumkeime iiber einem lokalen Henselschen Ring A sind durch eine
Restklassenalgebra einer A-Algebra A((z, ..., za)) gegeben, wobei A((z, ..., z,)) die
Henselsche AbschlieBung des Ringes Az, ..., 2] in (M4, 2y, ..., 2) A[zy, ..., z5] ist,
was in den meisten Fillen (d. h., wenn der Ring A nicht gerade sehr pathologisch
ist) gleich der algebraischen AbschlieBung von Alz, ..., 2s] in A[[z, ..., za]] ist.
Fiir die Theorie der Henselschen Ringe verweisen wir auf KURKE, PFISTER und
RoczeN [20]. Im folgenden sei C eine der drei oben genannten Kategorien: formale
Raumkeime (iiber einem festen kompletten lokalen Ring A), analytische Raum-
keime (iiber C), oder Henselsche Raumkeime (iiber einem lokalen Henselschen
Noetherschen Ring).
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Dieses Kapitel gibt einen Uberblick iiber die Fille, fiir die das genannte Existenz-
problem bereits geldst werden konnte. Es zeigt sich, daB die Aufgabenstellung nur
dann sinnvoll ist, wenn X, im ausgezeichneten Punkt eine isolierte Singularitéit
besitzt.

Am einfachsten ist die Losung fiir die Kategorie £ der kompletten lokalen k-Alge-
bren. Fiir sie wurde die Existenz einer semiuniversellen Deformation bereits 1968
durch SCHLESSINGER bewiesen. Als schwieriger erwies sich die Behandlung der
anderen Fille. Fiir den analytischen gab 1969 TJurINA eine Teillosung, und erst
1972 gab GRAUERT den allgemeinen Beweis. Im Henselschen Fall gibt es schlieBlich
eine Teillosung von KURKE (1972) und einen allgemeinen Beweis von ELKIK (1973),
der hier nicht mehr beriicksichtigt wurde.

2.1. Formale Existenziragen

Wir fixieren einen lokalen Noetherschen Ring A mit dem Maximalideal ¢ und dem
Restklassenkorper &. Uber A betrachten wir die Kategorie £ der lokalen artinschen
/A-Algebren mit vorgegebenem Restklassenkorper k.

Weiter sei ein Funktor

D: 8 — Ens

gegeben, fiir den D(k) = {{o} einelementig ist. Fiir A€ £ nennen wir D(4) die
Menge der Deformationen von A. Ist (p: A — A')E FI(§), L€ D(A), '€ D(A’) und
D(p) £ = (', so charakterisieren wir diesen Sachverhalt durch die Schreibweise

(4,0 — 4, 0).

Ist nun B eine beliebige komplette Noethersche lokale A-Algebra, so ist B/m*€ &
fir n€ N, und man kann fiir (,) und lim-proj (B/m**!) auf natiirliche Weise
n

Morphismen
(B, ("ﬂ)) =" (A’ C)
durch die 4-Homomorphismen B — A erkliren.
2.1.1. Definition. (B, (1a)) heiBt formale semiuniverselle Deformation (fiir D), falls
folgende Eigenschaften erfiillt sind :
(UD 1) Jede Deformation (4, ¢) wird durch ein

(B, (1n)) — (4, )

induziert, und jedes Diagramm

ey

/”
-
>

(B, (n,)) ———> (4'/1, §

148t sich zu einem kommutativen Diagramm ergiinzen (4’ — A’/I der kanonische
Homomorphismus).

(UD2) Es sei k[t] = k{T)/(T?). Der kanonische Homomorphismus
Hom4(B, k{t]) — D(k[t]),
@ — D() (1),
ist bijektiv.
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2.1.2. Bemerkung. Fiir ein Paar (B, (ys)) ist (UD 1) équivalent mit folgender
Eigenschaft (,,Glattheit*): Es sei H = Hom,(B, []), H — D die durch (5s) ver-
mittelte natiirliche Transformation von Funktoren. Dann ist fiir surjektive Homo-

morphismen (4’ —» A) € F1(¥) die kanonische Abbildung
H(A’) — H(A) X pay D(4")
stets surjektiv.

Der folgende Satz liefert uns ein handliches Kriterium dafiir, wann der Funktor D
eine formale semiuniverselle Deformation besitzt. Zum Beweis verweisen wir auf
die Literatur ([22]).

2.1.3. Satz (M.SCHLESSINGER). D besilzt genau dann eine formale semiuniverselle
Deformation, wenn fiir jedes Diagramm

AI — A = A"
in & die kanonische Abbildung
(%) D(4' x4 4") = D(A’) X pa) D(4")
(i) surjektiv st fiir Surjektionen A" —> 4 in €,
(id) bijektiy vst fiir A" = k[t] und A = £k,
(idi) dimg(D(k[¢])) < oo.
D 4st genau dann prodarstellbar durch eine komplette lokale Noethersche A-Algebra,
wenn in (i) die kanonische Abbildung (x) stets bijektiv 1st.
Wir bemerken, daB nach Eigenschaft (ii) eine k-Vektorraumstruktur auf D(k[¢])
induziert wird. Wir betrachten jetzt den folgenden Fall: Es sei P, eine lokale
Noethersche k-Algebra, und fiir 4 € € sei D(A4) die Menge der Paare (p, y),p: 4 — P
eine flache A-Algebra, y: P ®4 k = P, ein Isomorphismus.
Unser Ziel ist es, fiir D eine formale semiuniverselle Deformation zu konstruieren,
dazu haben wir die Eigenschaften (i) bis (iii) des Schlessinger-Kriteriums zu iiber-
priifen. Technisches Hilfsmittel ist eine Kohomologietheorie fiir Algebren. Wir ver-
zichten auf die (ohnehin nicht schwierigen) Beweise der folgenden Sitze (vgl. [20]).
Wir fixieren einen Ring 4 und eine 4-Algebra C, die im wesentlichen von endlichem

Typ iiber A4 ist. Fiir einen C-Modul N (von endlichem Typ) bilden wir nun einen
Komplex D*.

2.1.4. Definition/Satz.
D*(C | A, N):= H*((Homc(Ly, N))*)
mit C = F/I, F glatte A-Algebra,
o Ly L~ I/I2-0
eine projektive Auflésung in mod C, Ly =: Qp;4 ®4 C und
Ly — Ly:= Ly —» I/I2 > Qr4®aC.
Dabei hiingt D* nicht von der Wahl der Auflésung ab sowie von der Wahl von F.

Die konkrete Bedeutung der einzelnen Kohomologiegruppen D¢ ergibt sich aus
folgendem
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2.1.5. Satz.

(1) DO(C|A9N)=DerA(C»N):

(i) DY(C | A, N) = Homc(I/I2, N)/Dery(F, N),

(i) Di+{(C | A, N) = Ext4(I/I2, N) fiirs =1,

(iv) Ist A=k und C | k glatt, 80 78t
DiC|A,N)=0 firv>0.

2.1.6. Satz.

(i) D{(C | A, N) klassifiziert die Erweuterungen 0 — N — E — C — 0 der
A-Algebra C mit dem C-Modul N.

(ii) DO(C | A, N) wst die Automorphismengruppe der Erweiterungen von C durch N.

Zum Beweis bemerken wir, daB fiir jede Erweiterung von C mit N stets N2= 0

ist (N = C- N = N/N?).

Ist nun, wie in 1.4., C = F/I, so gibt es einen A-Algebrahomomorphismus ¢ mit

kommutativem Diagramm

31 T S

l

FIl=C—Y »C=EIN

der durch eine gegebene Erweiterung bis auf eine Derivation F/I? — N eindeutig
bestimmt ist. Wir ordnen dann dieser Erweiterung die Klasse von ¢ in
Homg(I/12, N)/Dery(F, N) zu und erhalten leicht (i).

2.1.7. Satz. Es set A= B/J, J2= 0, und wir fixieren eine flache A-Algebra P. Ist
weiter
Dp(B)={(B—Q,Q®sA~P) mit B— Q flach}
und N =:J ®g P, so gilt:
(]
Dy(B) = { oder
Nebenklasse der Untergruppe D\(P | A, N)in D\(P | B, N).
Dabei gilt noch:
€ Homy(I/I2, N) definiert evn Element von Dy genau dann, wenn (%)
y(af) = (@® 1) f fiir a€ J und fE€ F/I2
gult.
Dabei sei F | B glait, F/I = P, und damit sofort J - F < I (P ist A-Algebra).
Beweis. Aus () folgt sofort: Dp(B) = @ oder Nebenklasse mod D(P | 4, N). 8ind
dann g, y,: I/I2— N zwei P-Modulhomomorphismen, die Erweiterungen von P
mit N iiber B definieren, so ist die Differenz y, — y, ein A-Modulhomomorphismus,
d. h., diese Erweiterung ist iiber 4 definiert.
Wir zeigen also (+): Wegen P~ Q ®p A ~ Q/JQ definiert ein Element aus Dp(B)
eine Erweiterung
7 Beitrige zur Algebra 5
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mitJQ=N[daN=J®psP=J®@pQJQ=J ®pQist); essei p& Hompy(I/I2, N)
ein Reprisentant in D!(P/B, N). Die Eigenschaft y(af) = (a® 1) f fiir a€ J folgt
nun aus

00— N=JQ—>Q—>P=F/[I—>0

o]

I/I? =—F/I2

Ist umgekehrt y gegeben, so definiert es eine Erweiterung und damit eine B-Algebra Q.
Zu zeigen ist, daB @ flach ist. (Denn wegen N = J - Q ist Q ®p A ~ P trivial.)
Nun gilt:

(1) Toer(Q, A) =0,
da J Q=N=JQ®sP=J®sQJQ=J®pQ ist,
(i)  Tory(@ M)=0 fir ME mod 4,

da P flach iiber 4 ist.
Ist M ein beliebiger B-Modul, so ist

0—-JM > M—> M/JIM -0
exakt, und die d&uBeren Moduln sind A-Moduln, also nach (ii)
Tori (R, M)= 0,
‘q. e.d.
2.1.8. Korollar. Es gibt eine kanonvische Bijektion
D\P|A,J ®4P)~DyADJ).
Fiir A = k Uefert dies
DY(Py | k, Py) = Dp,(kft]).
2.1.9. Korollar. Ist P | k glatt, so gibt es genau eine Deformation von P, iiber B.
Die wichtigste Anwendung ist das folgende

2.1.10. Korollar. Es sei Py | k gegeben, und P, besitze nur vsolierte Singularititen.
Dann hat D = Dp, eine formale semiuniverselle Deformation.

Vorbemerkung zum Beweis. Die Eigenschaft, daB P, nur isolierte Singularitéiten
besitzt, ist lediglich zum Beweis der Eigenschaft (jii) des Schlessinger-Kriteriums
erforderlich. Nach Korollar 2.1.8. ist

D(k[t]) = DY(Py | k, Py),

D1 ist aber funktoriell in Py und definiert eine quasikohirente Garbe iiber P, (im
Fall, daB P, eine lokale analytische Algebra ist, definiert man D1 nicht durch glatte
Py-Algebren, sondern durch freie analytische Algebren). Nach 2.1.5. (iv) ist diese
Garbe auf den singuliren Ort kongentriert, ihre Schnitte iiber P, bilden daher einen
endlichdimensionalen Vektorraum iiber k.

Beweis von 2.1.10.

(i) Ist A’ - A «— A" ein Diagramm von Artinalgebren, wobei 0. B.d. A. 4 = 4”'/J
mit J2=0 ist, B= A’'X4 4", so ist B/lJ = A’ (z€ J & (0, z)€ B). Wir fixieren
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zwei Deformationen 4’ — P’, A — P und erhalten eine Abbildung
” @
o (B)'} (falls P’ @4 A = P ist),

bei der ®(P") im Urbild von (P, P"')€ Dp,(A') X pp () Dp,(A") liegt. P konstruieren
wir wie folgt: Ist P"€ D\(P | A”,J ®4 P), s0 ist 0 — JP" — P" — P — 0 exakt,
daher

0—JP" > P'XpP"— P —0,
und aus

JP'~JR@AP~J @4 (P R4 A)~J R4 P ~J ®p P’
folgt, daB Q := P' ®, P"" € DY(P' | B, J ®g P') ist. Da bei

D\P | A”,J @4~ P)— D\P' | B,J ®p )
Nebenklassen mod DY(P | A,J ®4 P) in Nebenklassen mod DY(P' | A’,J ®p P’)
iibergehen, folgt mit 2.1.7. leicht die Existenz von &.

Ebenso beweist man Eigenschaft (ii) des Kriteriums 2.1.3. und erhilt so die Be-
hauptung.

2.2. Charakterisierung von Deformationen durch Gleichungen

Fiir unsere Untersuchungen brauchen wir zunichst ein Flachheitskriterium, dessen
Beweis bei BourBAKI, Algébre commutative, zu finden ist.

2.2.1. Definition. Es sei 4 ein Ring, m ein Ideal von 4. Dann heiBt M mod 4
idealsepariert beziiglich m, falls fiir alle Ideale a von 4 gilt: a ®4 M ist separiert in
der m-adischen Topologie.

2.2.2. Satz. Es sei (4, m) ein Noetherscher lokaler Ring, A/m = k, und der A-Modul M
set idealsepariert beziiglich m. Dann sind folgende Evgenschaften dquivalent:

(i) M ist A-flach.

(i) Torf(N, M) =0 fiir alle N € mod 4 mit mN = 0.

(ii") Tor{(N, M) =0 fiir alle N € mod A, die durch eine Potenz vonm annulliert

werden.
(i) m®a M — mM st bijektiv.
(iv) Wenn wir

grd) = @m/m’+!, gr(M)= @m'Mm+M
y=0 y=0
selzen, 80 st die Eigenschaft
(GR)  Der kanonische Morphismus
gr(4) ® grya) gro(M) — gr(M) ist bijektiv
erfillt.
(v) Fiir alle n > 1 18t M/m*M flacher A/m™Modul.
Aus dem Satz erhalten wir leicht:

22.3. Korollar: Ist f: A — B ein lokaler Homomorphismus lokaler Noetherscher
Ringe, 0 st f flach genau dann, wenn ms @4 B — B injektiv ist.
qe
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Beweis. Zu zeigen ist (&), wofiir nach dem Satz ((i) ¢ (iii)) hinreichend ist, da B
idealsepariert beziiglich m,4 ist. a < A sei ein Ideal; zu zeigen ist, daB N=a®4B
separiert in der my-adischen Topologie ist.

Nun ist N von endlichem Typ iiber B, daher in der mp-adischen Topologie separiert
(Krullscher Durchschnittssatz), also erst recht in der my-adischen (m4 B & ms,
q.e.d.

Wir betrachten von nun an wieder eine beliebige der drei in der Einleitung genannten
Kategorien & iiber k und bezeichnen mit k(Xj, ..., X4) die von den n Unbestimmten
X, erzeugte freie Algebra dieser Kategorie.

2.2.4. Satz. Es ser

B@L—B'

N,/

A
ein kommutatives Diagramm in . Dann gilt:
(i) Ist h ® 4 k surjektiv, so 18t h surjektiv.

(id) Ist h ® 4 k injektiv und B iiber A flach, so st h injektiv.
Beweis. (i) Die Surjektion B’/m4B’ — B/my B liefert bei Faktorisierung nach mg-
k = B'/mp —» B/mp'B, '
daher B/mpgB = k, d. h. mpB = mp, also
h(m ) = m mod m5,
d. h. % surjektiv, also auch k.
(ii) Ist B flach iiber A, so ist nach dem vorigen Satz (wobei jede der Graduierungen
die m4-adische sei)
yg: gr(4) @& B/maB = gr(B).
Behauptung a): gr(k) ist injektiv.
Behauptung b): gr(k) injektiv = h injektiv.
Zu a). Wir haben

gr(4) ®r B'maB’ 22, or(4) @sB/m4B

17 i lYB

gr(B’) =~ griB)
und da yp bijektiv, 1 ® gry(h) injektiv ist, folgt gr(k) injektiv, q. e. d.
Zu b). Vorbemerkung. A~{(m’%B) = m}B’
Beweis. Zu zeigen ist die Inklusion &. Da gr(h) injektiv ist, folgt

m,B’ N A m7*B) S myB
und induktiv nach k = 0

myi*B' O k-i(m%B) S miB'. (#)
So ergibt () fiir k = »

W\mB) S miHB,
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g- e. d. Nun gilt nach der Vorbemerkung
F30) S N A imLB)= Nm4B =0,
daher ist k injektiv, q. e. d.
2.2.5. Korollar. In der Kategorie £ st esn Morphismus h: B' — B von A-Algebren
in eine flache A-Algebra B genau dann ein Isomorphismus, wenn der induzierte Mor-
phismis der speziellen Fasern tiber A ein Isomorphismus 1st.
2.2.6. Satz. Es sev (p: A— P, P/msP ~ P;) eine Deformation von A, und es se
eine Einbettung von Py durch Py= k(X,, ..., Xp)/Iy gegeben; k(X,, ..., Xy) =:0.
Dann gilt:
(i) Es existiert eine Fortsetzung der Einbettung von P, zu einer Einbettung
von@O® A,d.h.

A

4
’/
’/
,I

oA Py = P/maP

O=0® Almu

(i) Es set I=kery und Iy= (f;,...,fa). Stnd dann Fy,...,Fa€ I und
Fi= fymod my(@ ® A), so st I = (Fy, ..., Fg).

(iii) Es sei @ ein beliebiger Morphismus, der obigem Diagramm geniigt und fiir den
I=Ykery, Iy=kerc durch jeweils ein bestimmtes Erzeugendensystem
mit (i) gegeben sind. Dann ist @ Deformation von P (d. k. flach) genau dann,
wenn folgende Bedingung erfiillt vst:

d ~
Sind pr€O mit J pifs = 0 auf Py, so existieren PiCO ® A mit
i=1

P

7

. d
Pi= pymod mu(@ ® A) und 3 PiFy =0 auf P.
i=1

geweis. (i) Die Existenz von yp ist klar, die Surjektivitat folgt dann aus dem letzten
atz (i).
(ii) Ist I' = (F,, ..., F) < I, so haben wir

/ A\
(OB A)|] <e—— (O ® A)I'
und nach dem letzten Korollar ist T Isomorphismus, d. h. I' = 1.

(i) Vorbemerkung E' & E mod A sei ein Untermodul, E/E’ flachiiber 4,0 & 4

ein Ideal; dann gilt

0’ = E' N aE (Beweis trivial).

Daraus folgt leicht: ‘
g:P—Aistflache I N (ma-OR A)=my- 1. ()
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Beweis. (=) ist klar nach der Vorbemerkung (fiir £ = @ ® A, E'=I,a = ma).
(¢) Zu zeigen ist, daB

RO A/l >0 A/l
injektiv ist. Nun steht aber links nichts weiter als

ma- (@ (;<j A)/ma- I (Rechtsexaktheit von ®4)

=m4s (ORAVINms-OR®A (Voraussetzung)

>I+mu0@A4/=ima,
q.e.d.
Mit («) beweisen wir nun die gewiinschte Aussage. Es sei m = emdim 4;
A=Fkty,...tn).
@ ist flach & Jede Relation 3] p¢fs = 0 laBt sich zu 23 P¢F; = 0 liften.
(=)Ist /i =0, Fy= fi + ; 4Gy, 8o ist

Zp;F;: g:p‘-t,GqE m4-0®A

Element von J, also (x),
Zp;F(G maJ, d.h. Zp‘Fg = zQ”tIF‘,
LS

daher
2 (p— ;Quty)Fi= 2ZoFi— 2 QuyFi=0,
¢ ———;‘_v ]

q.e.d.

(¢<) Nach (») geniigt es zu zeigen, daB aus HE m4 - @ ® A, HE J, folgt HE myJ.
Es sei

H= Z(p‘— ;:,R;,)F‘ mit €01 (HEJ);
dann gilt aber ; Pift = 0, und so gibt es eine Fortsetzung dieser Relation zu

;(Pi— 2 4Qy) Fy = 0.
P

Folglich ist z pFy = a tQyFy, daher
' [

H= %‘1(0(1— Ry) Fi€ maJ,
q.e.d.

2.3. Deformationen lokaler analytischer Algebren

Wir betrachten hier nur die Kategorie der konvergenten Potenzreihenalgebren iiber
dem Grundkérper C der komplexen Zahlen. Die Darstellung folgt GRAUERTS Ar-
beit [8].

2.3.1. Erweiterungsketten von Untermoduln von p - H,

Es sei H = C{t, ..., w} eine freie Algebra konvergenter Potenzreihen, H, = H/m",
P+ () bezeichne stets die p-fache direkte Summe. A

Es geien J4 & p * Hy und Jo ¢ & p * He ¢ zwei Untermoduln.
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Definition. (i) Je,¢, t = 1, heiBt Erweiterung von J,, wenn Jg ¢/p « He = Jq i8t.

(i) Jo,¢ heiBt minimale Erweiterung von J,, wenn iiberdies folgendes gilt: Ist

.7,+¢ S J,,1 Erweiterung von J,, so ist .7.+‘ = Jesie

2.3.1.1. Satz. Es sei hy, ..., hx € J o ein minimales (d. h. unverkiirzbares) Erzeugenden-

system. Dann gilt:

(i) Je.y 18t Erweiterung von Jee Es gibt Erzeugende hl, - Joy g mit
he|p-He=hg fiir i=1,. ok und hy|p- H.—-Oldrz>lc

(i) Ist J,H minimale Erweuerung von J, 80 Lipt sich | = k wihlen. Jede Fort-
setzung hy, ..., hg von hy, ..., hg ist dann Erzeugendenayatem von Je,q.

(iii) Ist I:l, cens h,; Erzeugendensystem von Jo, 4 mit Iu |p He= hi, 80 18t Jouq
minimale Erweiterung von J..

Beweis. (i) (=) Ist : Jo,; —3 J, die kanonische Abbildung, y, ..., k€ Jo,4 beliebig

mit h | p - He = hy, 80 ergiinzen wir diese durch ein Erzeugendensystem von ker ¢ zu

hy, ..o, ha.

(ii) ist trivial.

(iii) Ist g€ H,, so seig(0) das Bild von g bei H, —» H¢/m,= C (me =m - H,). Nach

dem Lemma von NARAYAMA gilt

za,h. =0 (€ H)=>a(0)=0, i=1,.... k.
=1

Es ist zu zeigen, daB J,,, minimal ist. Ist dies nicht so, dann existieren hi, I;;,E Jerts
die Fortsetzungen der & sind und nicht ganz J,, erzeugen (nach (i)). Dann gilt

h¢ = ; auhj, aqE H, (%)

und ;z, gemdB (iii). Ist ay:= ay/He, 8o ist dann 2 (ayy — 84y) by =0 in p- H,,
deshalb a44(0) = 8¢, und daher ist das lineare Gleichungssystem (x) nach den I;, auf-
losbar, d. h., Ay, ..., k4 erzeugen J,,, Widerspruch.

23.1.2. Korollar. 8ind J, 4, J o,y minimale Erweiterungen von J,, 80 ist

JepyNp-m=Jey Np-me.
Beweis. Sind {h;} S Jepts {h.} € J., Fortsetzungen der &4, so sind dies nach 2.1. (ii)
Erzeugendensysteme. Ist g€ Jeyy ) - m?, 80 ist g= Za(hg mit a4(0) =0 (da
g | H, = 0 ist). Daher ist 3, a;(h; hg) = 0in He,y, d. h.

9= Zahy= I ah€ Jo, N p-m,
q.e.d
2.3.1.3. Folgerung. dim¢c p - Heyy/Je,y = dimc p - H.m/jcn-

Beweis. Es geniigt zu zeigen: Die endlichdimensionalen Vektorriume J,, 4 und J:,H
haben dieselbe Dimension. Das ist aber trivial.

2.3.1.4. Satz. Es sei (J,)oze, s€i eine Ketie von Erweiterungen in {p - Ho}e, d. h., es sei
stets Jo g | p+ He = J,. Dann gibt es ein e = e, 80 daf {Jo}sze, eine Kette minimaler
Erweiterungen ist (d. h., J,q 18t minimale Erweiterung von J).
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Beweis. Gilt dies nicht, so existieren beliebig groBe e, da8 J,,, nicht minimal iiber J,
ist; e; sei die entsprechende Teilfolge der Indizes. Wir wihlen Erweiterungen
Jors E oy, von J, ; ist

JO={h€ I, h|p-H, EJ,

€f+1 €f+1
so ist {J}, eine Kette von Erweiterungen und JO = lim JO S (p- H)", wobei

J® E JU+9 it denn wir konnen k€ J¥* wahlen mit k, ¢ J, falls e groB ist.
Dabher ist

JOE Jarn E Je+n E ..o
was unmoglich ist, denn pH ist Noethersch.

fir j=4,¢+1=¢),

2.3.2. Der WeierstraBsche Vorbereitungssatz fiir ein Ideal
Es sei wieder H,= H/m®, Hoo:=H, e = 1,2, ...,00. Ist o€ RT fest vorgegeben,

-1
JEH,, f= ‘Z a,l’, 8o setzen wir
I

Al = =y 20(jv| + 1)™+2 |a, | @
mit § = 2m+? i (r+ 1)2.
v=0

Motiv. Fiir die induktive Konstruktion konvergenter Potenzreihen  mochte man
ein handliches Kriterium haben, wie man aus den ersten Koeffizienten a die folgenden
withlen muB, um Konvergenz zu erreichen. Es gilt ndmlich

23.2.1. Bemerkung. Ist f€ H, so werde |[f| wie oben definiert. Dann ist
1€ H& |flle < oo fiir ein p.

2.3.2.2. Definition. & = B%p) = {f€ H., |Iflle < oo}.
Nun folgt leicht
2.3.2.3. Satz. B%p) ist esne Banachalgebra.

Beweis. Man sieht leicht, da8 || |, eine vollsténdige Norm auf 8¢ ist. Zu iiberpriifen
ist also nur die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung. Sind

e-1 e-1
f= 2 at, g= b€ H,,
Ivi=0 lui=0
80 ist zu zeigen: ‘
IIf - gll = 1WAl - ligl -
Es gilt nun
-1
fr9= Z 8 2 ab)=: Jat
=0 »+p=2

und

14]
laal =1 2 abul < Zlas] bl = 2 3 las] 1bal,
v+ u=2a - r=0 !:l-fl

rHp=-
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und da die Zahl der m-Tupel ¥ mit |y| = r stets < (r + 1)™ ist, folgt fiir ||fll = ¢,
llgll = ¢2

Ely Cy Co
loal = 2, |~|2-r 28(v] + 1™ 2" 28(A] — ™2 gh
€y %Ill (r+ 1)m 0162-2"'“ 'l'm
72 S 1
N R e e R P R
0oy 2™ omea_ G0
g 6291(|’z_| + 2)m+2 §-2m 2= 269‘(M| + 1)m+2’

d. h. ¢; - ¢g = 289*(|A| + 1)™+? fiir alle 4, q. e. d.

Wir fiihren unter den Multiindizes nun eine Ordnunggrelation ein.

2.3.24. Definition. Es seien v= (v, ..., %), & = (t4y, ..., 4m) ZWei m-dimensionale
Multiindizes. Wir definieren

[v] < |ul

oder

Jk=m mit wn < pr, Ve = Mkt

fir 71=1,....m— k.

< us

Ist «€ He,a = 2 a,uth, so sei O(a) = min (u, @y == 0). Fiir 6(1) > v schreiben wir
»

auch a > ».
Fiir O gilt natiirlich

O(a; + ay) = min (O (x)), O(y)) und  O(xy - o) = Oley) + Oletg)-
2.3.2.5. Satz. Es sei v ein m-Multiindex, « = D, aut*€ He, 0 > v, 8 > 0 gegeben.
Dann existieren positive Zahlen gy, 0y = 05(0); -+, Om = Om(04> -+, Om_1), ¥ = p(0) mt

llcllye = d(ye)”,
und diese Ungleichung bleibt erhalten, wenn man die oy und y in der Weise g, = of,
02 é 9’2'(91)’ eees Om é efu(el’ iy Qm—l)’ Y= 7*(9) verkleinert.
Beweis. Es ist

a= 30 aurt Jtap

lpsl = |#] lul >1»l

20 ist endlich, und a,t* sei ein Term davon, k 80, daB g > Ve, Ves1 = Pkss -+ ¥ = im

ist. Sind nun gy, ..., 0r_; gegeben, so gibt es ein g mit |jaut’]l, < do” (Or41, -+ Om
beliebig). Wir wihlen nun p erst fiir die Glieder mit k¥ = 1, dann fiir ¥ = 2 und lassen
¢¢ unverdndert, usw., so daB )

20 = de
ist, und o.B.d. A. konnen wir ¢ durch yp ersetzen. Nach 2.3.2.1. ist fiir kleine
0 = 9o nun || Z4|| < oo, und fiir beliebige § < 1 gilt dann

12tk = #7412
I 247 < 8G¥e) fiir kleine 7, d. h.,
fiir y = 5 - 7 ist auch || 34, = d(ye)’, q. e. d.

daher
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Nach dieser technischen Vorbemerkung wenden wir uns der Betrachtung gewisser
zahlentheoretischer Funktionen zu, die wir spiter als WeierstraBinvarianten von
Idealen in H interpretieren werden.

2.3.2.6. Definition. Es sei 8 = (s, ..., 8n) ein m-Tupel von Abbildungen gewisser
Teilmengen von N°, ..., N*-!in N U {oo} mit

8 = const,
8y = 62(’1) definiert fiir 0 é 121 < 8 mit 82(’1) = 00
falls 8; = oo fiir alle ¥, ist,

8p = 8p(¥y, ..., ¥p-1)  definiert fir 0 < » < sy, ...,
0< vp_1 <8p_1(¥,...,¥p_2) mit
8p-1(¥y, o0y Pp-2) = 0O >
8p(¥y, o0y ¥p-1) =00 fiir alle v,_;.

Weiter sei e€ N | {oo} gegeben, und es gelte stets

8p(¥yy ooy ¥p-1) = {3d—ervé°_._ — 4
) 8 heiBt dann reduzierendes System zu e (bzw. einfach reduzierendes System,

falls e = oo ist).
(id) hE€ H, heiBlt reduziert beziiglich 3, falls
h= 2 at’

0sri<ey
05r9<ey(vy)

0 S 7 <tpy(*1s eons Yy~ 1)
Irl<e
ist.

(i) v = O sei zugelassen. Der Multiindex » = (v, ..., %) mit 0 < © < m heiit
mazimal beziiglich des reduzierenden Systems 3, falls 0 < v; < 8(»y, ..., 7s_y)
ist fir j=1,...,1v sowie &(¥,...,%_4) <oco und & (¥,...,¥)=co
(falls ¢ < m) ist.

2.3.2.7. Bemerkung. Zum reduzierenden System 8 gibt es nur endlich viele maxi-
male Multiindizes. (Denn mit & < co sind auch s, ..., 8_; < oo an der Stelle ».)

2.3.2.8. Bemerkung. Es sei h€ H, reduziert beziiglich 8 und (v,...,%) =1
maximaler Multiindex. Setzen wir

"( +1, t'm

h(v') := 2 y,9; 4 g0 Py bi41 ms

Y54 1o oo ' EN
T e

h._ ;i - h(v).

Beweis. Einfaches Durchnumerieren der Indizes; wir wihlen », fest, dann
9,€ {0, ..., 8(») — 1}, darauf %€ {0, ..., 83(»;, ;) — 1} usw., bis zum ersten Mal
8,1(¥y, ..., %) = 0o wird (oder ¢ = m). So werden alle Terme von 2.3.6. (ii) genau
einmal durchlaufen.

so gilt
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2.3.2.9. Definition. Es sei 8 ein reduzierendes System.

(i) (g5 +++, %) = v sei Multiindex mit 1 < 7 < m.
v heiBt endlich beziiglich 8, falls 0 < »; < 8(vy, ..., ¥;_y) ist fir j=1,...,¢
und 8¢, 5(¥y, -+, %).

(i1) Sind 8,3 reduzierende Systeme, so heiBt 8 < 8 (,, hochstens stirker
reduzierend als 3‘‘), falls

8t ¥y i) = LI 7 )
ist fiir alle beziiglich 8 endlichen » = (¥, ..., ).
Man sieht sogar: Man muB nicht fordern, daB 3, fiir beziiglich 3 endliche » definiert

ist, das gilt automatisch (Induktion iiber 7). 8 < 3 heiBt: Zu 8 gibt es hochstens mehr
endliche Multiindizes als zu 8. Offensichtlich ist ,,<*‘“ eine Halbordnung der redu-

zierenden Systeme.

2.3.2.10. Satz. Es sei 8, < 8, = -+ eine unendliche Folge reduzierender Systeme.
Dann existiert evn py€ N mit 8p = 8, fiir alle p = py

Beweis. Es gilt:
358=> Es gibt ein » endlich 3 mit » nicht endlich 8.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist 3, § 8, 5 --* und iiberdies 8;,, > 8,
so groB, daB gilt:

Jeder beziiglich 8; maximale Multiindex, der beziiglich 8; mit ¥ > j endlich ist,
ist schon beziiglich 8;,, endlich.

(Das ist moglich, da zu 8; nur endlich viele maximale Multiindizes existieren.)

Es gilt

» maximal 8;, endlich 3;,, = dim» > j — 1. ()
Daher wird die Folge fiir j = m 4 1 stationir.
Hierbei ergibt sich (x) durch Induktion iiber j:
j = 1 ist trivial; es sei
j > 1, und fiir alle y maximal 8;_; mit v endlich 3; sei dim» = j — 2.
Weiter sei ¥ = (v, ..., ) maximal 8; und endlich 8 ;. Dann ist r > 0 und (»,, ..., %)
endlich g;, daher enthdlt (»,...,%_;) einen beziiglich 8;_; maximalen Multiindex
(#,...),d. h.,esist r — 1 = j — 2 und daherr = j— 1, q. e. d.

2.3.2.11. Definition. Ist 3 ein reduzierendes System zu e, ¥' = (, ..., %) endlich 8,
8o schreiben wir stets

v = (v, oous V1, 804 (Vgy oo es W)
Weiter sei A = H,. Dann heiBt A ein Syatem von WeierstraPpolynomen zu 3, falls

A = {w,, = ¢* 4 red,, v’ endlich}
i(sa t(r)nit re((i),')> »* feduziert (»* identifiziert mit dem m-dimensionalen Multiindex
*,0, ..., 0)).
2.3.2.12. Satz. Es sei A = {w, = ¢*, v’ endlich 8} das triviale System von Weierstraf-

polynomen, o € R vorgegeben. Dann gibt es fiir jedes h€ H,mit ||b|| < oo eine eindeutig
bestimmie Darstellung

h =" 'Eﬂ Qv’(ﬂv’ + R,
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R reduziert beziiglich 8 und Q, € H,_ ,») Potenzreihen in by, ..., tm (fiir v' = (v, ..., %)).
Weiter gilt
OR) ZO0k),  0Q)+v*= O,
RNl < Ilklle=*, IR = &l
Beweis. Induktion nach v = 7(8) = max {3, 3 (3, ..., %) endlich 8}.
7=10: Nur 8 < oo, daher A= {t;'}; somit ist h= Q! + R mit degy,R < 8

(eindeutig). Die Abschitzungen folgen, da die Zerlegung in ,,disjunkte* Unterreihen
vorgenommen wurde.

7 > 0: Wir betrachten ein neues reduzierendes System 3* zu e:

8.’(1’1, veoy ‘V‘_l) fiir ig T,
0 fiir 7 > 7.

8(¥yy vees ioy) = {
Dann ist 7(3*) = 7 — 1, daher
h = Wy + R*
v engeh .‘Q @ +
und R* reduziert beziiglich 8*. Nun ist A = A* JJ A mit
A* = {w,, v endlich 3*}, A = {w,, v maximal 3%, endlich 8},

wobei stets ¥' = (v, ..., ¥,) ist. Es sei nun

R¥*= 3 ay(liyg, o tm) .
"-('jn seey "')
»’ maximal 8¢
Wir miissen zeigen: Fiir w,- € 4 1Bt sich £ """ abspalten von a,#*". Nun ist

ay = Qv (ts+1, ooy tm) * C:',T':' + bor(trsts eees tm)

eindeutig bestimmt mit dem Polynom b, in &4 4, dege, . ,(by) < &(»"). Also ist

R*= 3 Qew, + R, R reduziert (beziiglich 8).
o, €A

Nach Induktionsvoraussetzung ist R eindeutig bestimmt, daher auch R und die @,,
q.e.d.

Wir betrachten nun ein beliebiges System von WeierstraBpolynomen. Dieses erfiillt
nach 3.2.5. stets die Voraussetzungen der folgenden Verallgemeinerung der Weier-

straBschen Formel (fiir geeignetes g). Wir verwenden im folgenden Satz jedoch nicht,
daB die a, reduziert sind!

2.3.2.13. Satz. Es sei 3 reduzierendes System zu e,
A= {wy ="+ a,, endlich 3}

gegeben mit a, > v* und ||ay|| < 019" fiir ein 0 < e <1 und ¢ = |3| = Anzahl
der endlichen ¥’ zu 8. Dann gibt es fiir alle hE H, mit ||h]| < co eine eindeutige Dar-
stellung

h - AM Qwy + R
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mit R reduziert, Q,-H,_ |, Potenzrethe in by, ..., tm (fiir v' = (v, ..., %)). Dabei gilt
weiter

OR) = O(), 0@Q.)+»* =0,

-y

RIS W= RS I

Wir konstruieren Folgen k;, R;, H,, Q¥, H,_,,», deren Grenzfunktionen die gewiinschte
Zerlegung liefern.
Zuniichst setzen wir @ = ¢*°.
1=0:hy=:h.
1 > 0: k4 sei schon konstruiert. Nach dem vorigen Satz ist
h‘ = 5 Q(v"+l)&’v’ + R(+l
»’ endlich
mit
Q¥ = lIkdle™",  [1Rsssll = llAdll. (%)
Wir setzen
hiyy = h; — ZQQ’“)wo' — Ry =— Z %, QU+,
Nach (*) folgt
(e sall = (8](e01e"") llAsllo="" = ellhall = &***|Al;
daher konvergiert ¥, k¢ und nach (x) auch 3 R, 3 Q4.
Bezeichnen wir die éummen mit 2 bzw. R bzw. Q,-, so ist
b= Zth— e = 3 (3 @00,) + 3 R = T, + B
i=0 v -0 t=0 [
Die Aussagen iiber O sind klar. Weiter ist

. 1
1Bl = II;} kil = 'ZB‘“HhII =1

und

. 1
Q11 = =" T I

Wir zeigen die Eindeutigkeit der gefundenen Zerlegung. Es geniigt zu zeigen, daB
folgendes gilt: Ist ZQ.'w, + R=0,|Q~|,||B| und R reduziert, so ist R=0,

Ist K= IIZ Q»w, + R||, so ist nach (3.2.12.)
el < K -9
weiter gilt
R v'~v' =5 v Ky’ ,
+ ;Q @ ;Q [
und daher ist ‘
= R+ ZQrowvl = |8| - (Kg~"*) - e0-1¢" = ¢ K.

Aus K < ¢K folgt aber K = 0; daher ist R 4+ 3 Q,m, = 0, und die Emdeutlgkexts-
aussage von 3.2.12. liefert R = 0,Q,r = 0,q. e. d.
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Wir nennen R die Reduktion von h beziiglich 8.
Es gilt iiberdies
2.3.2.14. Bemerkung. Die Koeffizienten von 2 und den w,’ seien rationale

Funktionen in ¥ = (v, ..., )€ C¥, die fiir ¥ = 0 definiert sind. Dann sind dies
Koeffizienten von @, und R rational in V.

Beweis..In einer Umgebung V = V(0) S C* sind die Voraussetzungen von 2.3.2.13.
immer noch erfiillt (fiir geeignetes g). Dann sind dort die Koeffizienten von R, @,
Funktionen von ¥ iiber V.

e < 0o: @y, R geniigen linearen Gleichungen mit den Koeffizienten von w,s und A.
Nach 2.3.2.13. hat das System eine eindeutige Losung, die dann nach der Deter-
minantentheorie rational in den Koeffizienten w,, % ist, q. e. d.

e = 0o0: Wir entwickeln schrittweise fiir wachsendes e < co.

Der folgende Satz ist das Hauptresultat dieses Abschnitts und liefert uns eine
,,Division mit Rest durch ein Ideal‘.

2.3.2.15. Satz. Ist J E H, ein Ideal, so existiert ein reduzierendes System 3 zu e und
eine Zariski-offene Tetlmenge Z & GL(m, C), so daf nach einer beliebigen Trans-
formation mit einem g€ Z gilt: J besilzt evn evndeutig bestimmies Erzeugendensystem
aus Weierstrafpolynomen zu 3.

Beweis. Wir zeigen induktiv die folgende Aussage:

(A;): Es gibt ein reduzierendes System 3, = (s{”, ..., %) zu e und @ + Z, & GL
(2, Zariski-offen) und nach einer beliebigen Koordinatentransformation mit g € Z,
ein System

A,={w;=w,j'= "+, j=1,..,1}
von Weierstra8polynomen zu 3, mit
(i) ‘V".‘..’ > ‘l'l* .
(id) h€ J reduziert zu 8, = h > ¥}.
(i) Die Koeffizienten von w} sind regulire rationale Funktionen von g€ Z,.
(iv) A, S J.
") Zry 2723 H fir r>0.
red, bezeichnet die Reduktion beziiglich A,.

Nach 3.2.10. und (v) folgt dann die Existenzaussage des Satzes, falls wir zeigen
konnen:

a) (Ao),

b) (Ay) und red, J = 0=> (Aryy).

Nun ist (Ag) trivial, wenn wir 8§y = (oo, ..., ), Zy = GL(m, C), 49 = P setzen.
Es sei (Ay) bewiesen, redy J == 0. Es sei 4 minimal mit der Eigenschaft: Es gibt eine
Transformation aus Z, und ein A€ red, J, so daB a,¢* 3 0 ein Term von & ist.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist a, =1 und A=t 4 a, 9 <p < a
(wegen (ii)). Ist §€ J fixiert mit red, j = A, 80 sind die Koeffizienten von « rationale
Funktionen von g€ Z, (3.2.14.); es sei Z,, deren Definitionsbereich in Z,. Weiter sei

p= (g o0, 44, 0,...,0) mit g >0.
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Wir definieren 3, durch

85"”(#1: ooy fhio1) = fhis
80wy, ooy ¥_g) = 87(vy, ..., ¥y) fiir v = (v, ...,%._,) endlich 8,,
8 (v, ..., j_y) = oo sonst.

Wir zeigen:

() 87 (pays ooy phizg) = 00,

) 824 (fag, -5 phi_g) < 00.

Damit ist dann 3,,; wohldefiniert, und (u;, ..., ¢_y) =: %, ist maximal zu 3,, endlich
zu 3, 4.

(«) h reduziert => pg < 8 (g, -, iy,
und falls (gq, ..., us_y) endlich 3, ist, ergibt (ii)
b > (fhyy ooy phigs 87 (Bys ooy phi—y)), Widerspruch!
(B) Annahme: 8{”,(u,, ..., ty_y) = co. Wir wihlen 4, g so, daB

lewlle = 8™, llaelle < Je#

ist (Satz 3.5. anwendbar wegen a > u > v*).
Da Z, ., offen ist, konnen wir auf die Koordinaten hinreichend kleine Drehungen und
Streckungen anwenden, ohne die Situation zu veridndern. Es sei

h=ody (G=1,...,m).

Wir haben @&, = £ + & mit ay=p~ " i a.'(ggt}) (d'se Eigenschaft kann man
induktiv zu (iii) hinzunehmen) und setzen k = t* 4 & mit « = g~ *«. Es folgt fiir
e=(1,...,1)

el < 8, iy < 8.

Eine Drehung um einen kleinen Winkel ¢ in der (¢_,, ¢)-Ebene liefert

cos —sin«p) (t._,) _ (t:‘_i cos ¢ —Z‘ sinq:)
sing cosg/ \k t_ysing tcosg)’
d. h.

o8 P A ) =

mit o = sin"! ¢ cos'-1 g, f = ﬂ(?,_,, t;) homogen vom Grad Mi-y + g4, und ¢ tritt in
allen Gliedern auf. .
Behauptung: red, @ =: « enthdlt den Term ai""’""""”?f_‘;‘“‘ (damit folgt (B),
denn offenbar ist (uy, ..., #_g, ps—g + ) < p im Widerspruch zur Minimalitét
von u).
Mit ¢ 4 o€ J haben wir y +pa€ J,y + a € ¢J, und dies ist reduziert (reduziert
wegen &7, (u) = o0). Fiir kleines § wird a klein, und bei Verkleinerung von g¢ bleibt
der Term

aZ,"_‘;**"‘I"'" Y T ))

unberiihrt, tritt also nicht in & auf, q. e. d.
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Wir wenden Satz 3.2.12. auf A = 4, U {t* + «} an und erhalten ein neues System
von WeierstraBpolynomen

o =7 fredeg, i=1,...,7,
ol =t + red «,
und nach diesem Satz ist auch
af ) =redaf) >of,  ald + reda > p=:vk;

damit ist (i) klar, (iii) bis (v) waren schon erledigt, und es bleibt (ii) zu zeigen:
Es sei g€ J reduziert beziiglich 8,,4. Dann tritt kein Term b,¢* in g auf. Fiir die
iibrigen Multiindizes stimmen 8, ,, 8, iiberein, d. h., esist g auch reduziert beziiglich 3,

d.h.g 3;4 (u war minimal!).

Damit ist die Existenzaussage 2.3.2.16. bewiesen.

Die Eindeutigkeit von A ist klar, denn durch 8 sind die endlichen »" eindeutig be-
stimmt, ebenso die reduzierten nach Satz 2.3.2.12.

Man erhilt sofort

2.3.2.16. Folgerung. Wir haben eine kanonische bijektive Abbildung von H,/J auf
die Menge der beziiglich 8 reduzierten Potenzreihen.

2.3.2.17. Bemerkung. Die Konstruktion aus 2.3.2.15. liefert eine eindeutige
Abbildung der Ideale J in die reduzierenden Systeme 3. Offenbar ist 3 eine bi-
holomorphe Invariante von J.

2.3.3. Anwendung des Vorbereitungssatzes auf Erweiterungsketten

2.3.3.1. Satz. Es sei Jo,y Erweiterung von Jo, Jo © He, Jo,q & Heyy und 3,, 86,4 die
(nach Konstruktion aus Satz 3.2.16.) zugehorigen reduzierenden Systeme. Es seien Z,,
Z,,y S GL(m, C) die entsprechenden offenen Teillmengen, fir die nach einer Trans-
formation aus Z, N Z,,y + O eindeutig bestimmie Systeme

4, = {0}, ..., 0f}, Aepy = {05*, ..., 0f "1}
gegeben sind. Dann gilt:

8, < 8oty k<!, i |H,=wf fiiri=1,...,k
und

| H,=0 firi=k+4+1,...,1.
Beweis. Aus Konstruktion 3.2.15. folgt 3, < 3., (das Verfahren konnte evtl.
spiiter abbrechen), der Rest ist klar nach der Eindeutigkeitsaussage des Satzes.

2.3.3.2. Satz. Es sei Jo & H, ein Ideal, 3 das entsprechende reduzierende System, und
esgebe eine Erweiterung J, . vonJ,, der dasselbe 8 entsprichi. ZuJ, gehore A ={w}, . ..,wk},
und es sei >}t ..., ofH € H, irgendeine Erweiterung zu einem System von Wetersirap-
polynomen von 3 in He 4, s0 daf

Jerst = @, ..., aft) H,
minimale Erweiterung von J, ist. Dann ist wi*!, ..., wf*! ein System von Weversirap-
polynomen zu Jg, . .
Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB 8 zu J e, gehort. Wir wissen (2.3.3.1.), daB 8’ > 8
ist, wenn &’ zu J,,4 gehort. Ist 3’ 2 8, 80 ist

dime He, g/ eyy > dime He,yy/J o,y



Modulprobleme in der algebraischen Geometrie IT 118

Dies fithren wir zum Widerspruch.

It Jooy © Joyy (Joyqzu 3 gehdrig nach Voraussetzung) minimale Erweiterung von J,,
80 ist

dil'nC H6+1/J0+1 é dimC Hul/jul — dimC H'«H/Ju-h
Widerspruch !
2.3.3.3. Satz. Esseiey <e, Jo, S Hep, Jo S He und J. minimale Erweiterung von
Jey Zu Je,, J, gehire dasselbe 8, und es seien Aey = wy', i=1,...,k A, = {wi} die

zugehorigen Systeme von WeierstraBpolynomen. Wir wihklen 1 < py < -+ < pp < K,
8o daf

w;;’l, ey w;"re Jeo
ein minimales Erzeugendensystem bilden, und setzen
wf=1" 4+ Faytt, D, reduziert.
u
Dann existieren v}, al, € C, 8o dap fiir |u| = e — 1

r
afp = i_zi ﬂﬂpﬂa + a'?p
gilt mat
¥ unabhingig von y, e, a,,, J,
und
af, unabhéngig von a, s

Beweis. Es ist
r ~
o = pA gy, g€ Heop 0= [0(wry),
Cp4 = Oyj; Wir setzen (cy; betrachtet als€ H)

r
by := 121 cywp, = " + By
mit oy = " + «'; wegen der Eindeutigkeit folgt
red fy = 2 at* =: oy

(wpist Einschrinkung von w{; » entspricht »,); zur Untersuchung der Unabhingigkeit
betrachten wir eine zweite minimale Erweiterung Js von Je, und o.B.d. A,
JoH,_y = Jo/He

~

hy = ,§ Cy@;s

7»‘—h,=2':c‘,(a'3;,—w;)=43~4—ﬁt= 'th(O) Z (Bo — ) ¢
tl ] f

(da o= a auf H,_, ist), folglich ist ks — hy reduziert, h{ hy = red f; — red .
Wir setzen

r
}J‘ = c(l(o) s a’?p = Q4 — }Zl y'ﬂfﬂ‘;

8 Beitriige sur Algebra 5
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dann ist
2 (@ — dy) = ; cy(0) X (Bppu — apy) t*,
“ lpl=0-1

q.e.d.

2.3.3.3.1. Zusatz: Abschitzungen fiir as = 2 aq,t*. Es sei

r
jzlcmu;°,=t"+a?€ H;, pi= ;Cu(u;,—"';
es gilt
14
Bi= ay’ _j§ cylwp, — w;,';);
daher existiert Ky = 1 mit

Bl < Nla’ll + Ko max |, — ol

(K » unabhéngig von e und ¢ < g,).
Gegeben sei ¢, 0 < ¢ < 1, mit

lefl < Fo7%"  O*=w)
und

"(0' € < &€ % | _ . 1

’l—w"l"-—-mo Yy ’ y=min (1,9, ...,0m).

Dann ist

" 29" (wegen ¥ < ¢),

P £ £
=—g 10"+ —g 10" = — g 1p”*

”u‘" — "ﬁ(” — l € a-jg,t — l & o‘_,e,o — 80'—19'.
18 2, & 2,_¢
4 4 2
also
lloll < e0~10"".

2.3.3.3.2. Bemerkung. Existiert eine Erweiterung mit den Eigenschaften aus
diesem Satz, so existiert auch eine mit a,, = 0 fiir |u| = e — 1 Dann ist insbesondere

lladt#l < ea~%e”".

2.3.4. Eine weitere Verallgemeinerung des Vorbereitungssatzes
und ein Satz iiber die Losungen analytischer Gleichungssysteme

Es sei P S C* der offene Einheitspolyzylinder, I = O(P) der Ring der auf P kon-
vergenten Potenzreihen.

1€ ¢ ® H,) schreibt sich eindeutig als
f=|:__:a,t', o€ gl;

8 sei |jy|| = mex sup |a}(Z)|,  &(Z) = (a}(2), ..., a(D)),
Al = Iiflle := sup 23(jy| + 1)™*? |la]| "
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2.3.4.1. Bemerkung. Satz 2.3.2.13. 1aBt sich auf diesen Fall wortlich iibertragen.
Wir haben also auch hier eine ,,Division mit Rest‘.

Der folgende Satz ist die Grundlage fiir den Konvergenzbeweis einer noch zu kon-
struierenden formalen semiuniversellen Deformation.
2.3.4.2. Satz. Es set a: C* @ pO — qO0 ein Homomorphismus (d. h. a C-linear und
a |0 @ pO st O-Modulhomomorphismus). Dann gilt nach einer geeigneten linearen
Koordinatentransformation in @ :
(i) o Lt sich zu einem a: C* @ pI — gl erweitern.
(i) f€ im o set aus qI. Dann existiert etn g€ a (f) mit |igll= K- |Ifl, K= 1
eine Konstante, die unabhingig von f ist,
“g" (= max (!clla veey Icllx ”01"! Loy “gl’")
fiir g = (Cyy «vvs Cos 1y ++v» gp)-
Beweis. Es ist
a: C @D pl— q0,
(c,w)y>g-c+r-w,
€= (Cqy++0sCs), w= (W, ..., Wp),
dabei
g=(g+.sgs) und 7= (r,...,7p) fest mit gy, ;€ ¢O.
Es sei M der durch (ry; ..., rp) erzeugte Untermodul von g0. O(P) bestehe aus allen
Elementen von @, die in einer Umgebung von P konvergieren.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gilt gy, r,E O(P) (d. h., « 1aBt sich zu & er-

weitern), und g, ..., g, sind linear unabhéngig in q@/M.
Auf C*x M definieren wir

(¢, m) := max (lcflx 1=1,...,8 "m”P)'
Es sei [C*X M), die Teilmenge der (¢, m)E C*X M mit (¢, m) = 1.
Behauptung. [C*X M), st kompakt.
Beweis. Es geniigt offenbar zu zeigen, da jede Folge von Elementen aus M,
deren Norm < 1 ist, ein Grenzelement in M besitzt. Dieses existiert stets in g€, und
nach dem Cartanschen Abgeschlossenheitssatz fiir Untermoduln M von ¢@ liegt es
dann in M.
Nun ist

d:[C*x M}, — R

(c, m) > [lcg + m|lp
stetig, daher besitzt @ ein Minimum auf [C*X M],, dieses sei m*€ R, m* 5= 0, da
die g; linear unabhéngig iiber M sind. Folglich ist stets

lleg + m|| = m*|lc, m|| fiir (c, m)€ C*X M.
Fiir f€ immgi]tnunl— + m, mE M, fiir ein ¢€ C* mit
llell = lle, m| = S Hf"

Wir sind fertig, falls wir zeigen kénnen, daB jedes Element m€ M alch in der Form
r - w darstellen laBt mit

ol = Qi ( Qle,mi < &, IVII)
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Dies folgt aber aus

2.3.4.3. Satz (Verallgemeinerter Idealbasissatz von HILBERT-RUCKERT). Es ser
M= (Gy,...,Gp) S qO. Dann existiert (nach einer geeigneten linearen Koordinaten-
transformation) ein ab%ucldoaamer Polyzylinder P um O€ C* sowie eine Konstante
@ > 0, 80 daf F € M(P) sich stets in der Form

?
F = > hG
Ei 4Gy
mit hy€ O(P) schreiben lapt und
lkslle = QIiFllp, j=1,...,p,

gilt.
Ist iberdies evne endliche Zahl solcher Untermoduln zusammen mit entsprechenden
Erzeugendensystemen gegeben, so lassen sich in einem geeigneten Polyzylinder ent-
sprechende Gleichungen und Abschitzungen fiir alle diese Untermoduln gleichzeitig
erfillen.
2.3.5. Konstruktion einer formal semiuniversellen analytischen Deformation
Es sei wieder

0 = Km H= Kﬂh
und wir verwenden die Sprache der Mengenkeime analytischer Funktionen im
jeweiligen Koordinatenursprung; V(Jp) = Xy, & C*, 0/J, reduziert sowie J S O ® H,
J & H Ideale, die zwei Einbettungen

ChrxCnh ——Cnm

T

XxX—= 5y
definieren.

2.3.5.1. Bemerkung. Die Deformationen von @/J, entsprechen genau den so
gebildeten Abbildungen 7 mit

(@) a~1(0) = X,

(i) = flach.

Deformationen sind also Paare (I, J) von Idealen.
2.3.5.2. Definition.

(i) Es seien durch Ideale Jy, J, & H, I,, I,gO@H zwei Deformationen (I, J,)
und (Z5, J4) von X, gegeben. Diese heiBen dguivalent, falls Isomorphismen ¢, y mit

H——2 > H

| © |
0H—2—~08H

und ?(Jl) = Jg, V(Il) = I, existieren.
(ii) (Z4,"Jy) und (I, J3) heiBen 1somorph, falls sie dquivalent sind mit ¢ = id.



Modulprobleme in der algebraischen Geometrie IT 117

2.3.5.3. Definition. Es sei (I,J) Deformation von X, Dann heit diese semi-

universell, falls

(i) J S mH)?;

(i) jede holomorphe Deformation (I, J;) von X, liBt sich durch Liftung lings
eines Homomorphismus ¢:H — H; mit ¢(J) S J; erhalten, wobei
¢': Hm? + J — H,/m? + J, eindeutig bestimmt ist.

2.3.5.4. Bemerkung. Ein semiuniverselles Paar (I, J) ist bis auf Aquivalenz ein-
deutig bestimmt.

Wir setzen von nun an voraus, X, habe in O € C® eine isolierte Singularitét. Nach

dem Existenzsatz von SCHLESSINGER existiert dann eine formale semiuniverselle
Deformation, und dies kénnen wir nach 2.2.6. so formulieren:

2.3.6.6. Satz. J, habe ein fest gewdhlies Erzeugendensystem f= (fi, ..., fa)€ dO.

Dann gilt:
Fiir alle e > 1 existiert ein J, & H, und

PO, t) = z F.)¢, F,Ed0,

mit
(i) Fo) = }(z), a*WJe) S Ie:=0 Q@ H, - (F®),
(ii) g€ dO mat gf = 0 in O, so0 existiert eine Familie
-1
G="SG@)r mitGye)=g
|v] =1
und
GF =0mod 1, in O H.,
(iii) (F©, J,) 18t semiuniversell in E/H,,

(iv) Fe+)/H, = F@©, Jert/He = J,.

Jede Fortsetzung einer Familie bis zur Ordnung ey, die die Eigenschaften (i) bis (iv)
beibehiilt, ist dann formal semiuniversell.

Wir behalten nun die Bezeichnungen aus 2.3.5.5. fiir die gegebene formal semiuni-
verselle Deformation bei.

2.3.5.6. Bemerkung. Fiir e = ¢y = 2 sind die Erweiterungen J, minimal iiber Jo-1.

2.3.5.7. Satz. Esseie> eo,J,HmzmmleErwewemngvonJ,, und es seven (17'(‘“) Joa1)

mit (i), (ii) aus 2.3.5.5. gegeben sowie F¢+V/H,= F?, Dann sind (F‘*‘ Jor1) und
(I""-1 J‘+1) aqu’tmk’nt

Beweis. (F¢*1, J,4) ist semiuniversell, d. h., es gibt ein
) @: Hypq — Hoiy
mit
PPt Jpug) = (Fe+1, Jory)
mit eindeutig bestimmter Ableitung ¢’, daher ist ¢’ = id. Folglich ist ¢ Isomorphis-
mus (Jacobischer Umkehrsatz); es ist ¢(Js+1) = Jossund J,43/Hy = J,, daher
dim¢ (‘P(Ju»i) | H,) = dim¢ J,,
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d. h. ¢WJes1) | Ho= Jo, und da ¢(Js41) S Jos 1 (minimal) ist, folgt p(Jes1) = Jor1,
d. h., die Deformationen sind équivalent.

Wir beginnen nun mit der Konstruktion einer konvergenten Folge (J¢, F(®).
I. Wir fixieren eine formal semiuniverselle Folge (F*, J),cx mit folgenden Eigen-

schaften:
Iste >0,80ist 8 = 8(J,) = 8(J4+1) fest, J,, 1 iiber J, minimal, und zu jeder minimalen

Erweiterung Jo+1 von J, mit (i), (ii) gehort dasselbe 3.
(Dann gilt (i) bis (iv) fiir (F**!, J,,4), und man kann J,, zu einer formal semi-
universellen Deformation fortsetzen nach 2.3.5.7.)
Beweis fiir I. Induktive Konstruktion; es sei e = ¢,
M, = {(Fe+*, Jy11) mit (i), (ii) minimale Erweiterung} + 0.

Falls in M ein Element mit 8(J,.1) > 8(J,) existiert, wihlen wir J, ¢ ='.7.+1, und
falls alle derartigen 3 gleich sind (=: 3,), ein beliebiges Element. Die entstehende
Folge hat die geforderte Eigenschaft, da 8, < 8,41 < - abbricht.

II. Es sei e hinreichend groB8 (wie in I); e > ¢,

(F‘J) mit 4, = {wf,1=1,...,1} eHE _ e
(Fe+e, ‘ Jest) mlte Aoiy= {w‘“, i = 1,5, 8} wi*'/H, = o
gegeben und 1 < py < -+ < py < U fest gewiihlt, so daB {w},, 7= 1, ..., r} minimales

Erzeugendensystem von J, ist fiir alle e = ¢,;
die reduzierten Glieder von w{*! mit 7| = e seien a,,t";

weiter a,,, = : by,, und es sei HeE d©@ ® H,.,);
{w } entstehe aus {w{*!} durch Einsetzen von b, = 0 fiir |v| = e (vgl. 3.3.3.2.). Dann

H= EoQtwc + Ro
H y
‘Zle M_’R.!
redusiert

r
mit R, = R} — Zic,b,, und ¢; € d@ unabhingig von e.
=
Beweis fiir II. Nach 3.3.3. folgt
r
Ay = F 7’iapf + a?n

Vij unabhﬁnglg von e, 9, Gy, und weiter die af, unabhingig von a, = bjye

ot "i—"” ? wird nun ein WeierstraBsystem einer minimalen Erweiterung zu 8.

Weiter ist

H=3Qal+ R, QEAORH..),

¢+l I'E zyl‘b "‘v’
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daher
e [ r
H—= e+ RO — 0 v) ,
S+ (=3 500 3yt

6i=0
i r
R,=R)— 3 3 @Qi0)p;, fiir [v] = e, v reduziert.
t=1j=1

Wegen der Eindeutigkeit der Reduktion ist Qi/H., eindeutig bestimmt. Daraus
folgt, daB Q4(0) unabhingig von e ist,

r
R, = Re —_ 5.21 c,b,,

mit ¢; = 3, @4(0) /€ dO unabhingig von ¢, q. e. d.

Bezeichnungsweise: Wir schreiben red® fiir die Reduktion beziiglich {w{}, red*+!
fiir die Reduktion beziiglich {w$*'} und [J, fiir den Koeffizienten [] bei ¢".

II1. Fortsetzung von (F*, J,) mit (i) bis (iii) zu (F¢*+!, J,.4) mit (i) bis (iv). Es sei
e=¢€y,9=(9,.--93)EdO mitg-f=0.

Wenn (Fe+!, J,.1) existiert, existiert G¢*+1€ d(@ ® H,.,) mit G¢*1 - Fé+1 = 0 in
O ® Hos1/Jss1 und 0. B. d. A. Ge+1, Fe+! redusiert.

Sind F*, G° die Einschriinkungen auf H,, G°*! = G* 4 y, Fe*! = F¢ 4 @, so folgt

G¢+‘-F‘+‘=G'-F"+y-[+g-¢,
daher ist

0= reds*4(Ge*1 - FE¥) = redst{(@° - F) + 3, [+ ¢+ @,
und folglich

0= red?(Ge'p)+7v'f+g'¢v_’2‘cibln v = e.
und ¢; nur von G* - F‘/Heo abhiingig,

(%)

In dieser Gleichung kommen y,, ®,, b;, als Unbestimmte vor, wenn die Konstruktion
bis zur Ordnung e bereits durchgefiihrt ist. Eine Losung dieser Gleichung existiert
fiir gegebene G°, F* stets. Es sei also N der Untermodul

N={g€dO,g-f=0} von dO,
N = (g, ..., g,), 2u g, sei ein G sowie F* definiert, dann kénnen wir G, p=1, ..., g,
und F* fortsetzen, d. h., das System
r .
red; (G - F*) = ’21 ¢9,(2) by — 9, Py — Vol ()]

(cp ,(2) nur von G5, - F/H, abhiingig) ist 1osbar, und jede Losung (¢ > 0) ist quivalent
zur gegebenen Schlessinger-Deformation in der Ordnung e 4 1.

Um diese induktive Konstruktion zu rechtfertigen, miissen wir jedoch noch zeigen:
Ein beliebiges G¢ aus (#) laBt sich zu G**! fortsetzen, d. h.

Behauptung. red?(G° - F*) — ; ciby, | Xy 18t nur von g | X, abhdngig, nicht von G
(dann kann man ®,, y, nach dem Existenzsatz geeignet wihlen).
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Beweis. Wegen G¢+!: Fe+! = ¢- F¢+ yf + g® mod m**! geniigt es zu zeigen:
Fiir beliebige Multiindizes ! mit |l| = e ist
H@G)= 2 GF,|X,
r+u=1
v,4%0
unabhéngig von der Wahl von G (1 < |v| < e — 1), sofern nur
2 GF,=0 fir0s|lV|<e—1 (8)

v+u=1l'
gilt. Dies zeigen wir durch absteigende Induktion nach ¢ = |v] < e — 1, ¥ der Index
von G,.
g=e—1:Damist (G, — G,) | = 0 fiir |v] = e — 1, G mit Eigenschaft (S). Daher
folgt aus nachstehendem Zusatz (G, — G,) F,€ I, fiir |u| = 1, q. e. d.
Zusatz. Ist n€ N, so gilt stets n - F, € I fiir [u| = 1 (man betrachte e = 2).
g <e—1:% mit |»'| = ¢ sei fest gewihlt; wir andern G, durch G,. Dann muB
wegen (8) fiir ein @, das sich nur fiir [v| = ¢ von @ unterscheidet, stets Q = G,»—@G,-€ N
sein.
Wir setzen Q fortzu Q= 3 Qut°, Qo= Q mit QF = 0,d.h. 3 Q.F, = 0fiir [{| < e — 1.

¢ 1

N . c+u=
Wir definieren eine Fortsetzung von G, zu G durch

a-’+c= Gv’+c+Qc, é,: G, fir v$v’
und erhalten (S) fiir @. Nun gilt fiir /| = e
HGu=HGn+ 2 QF, mitd=1—1",
d

C+ pum-
u+0
und wegen |d| < e — 1 folgt
:E QFu=—QafE I,
c+pu=d .
ne0

i]. e. d.

IV. Konvergenzbeweis. Zu zeigen bleibt: Bei geeigneter Wahl von b;,, ®,, 7,
konvergieren die Folgen {G§},, {F*}., {w{},. Wir suchen ein g, so daB alle Normen
beschriinkt bleiben. Es sei die Konstruktion bis zur Potenz e gegeben; zu losen ist
dann

red? (G5 ) = 350,(2) by — 0,0 — - ©
fir p=1,...,q, p|=ce.
Die von » unabhéingigen cyy, gy, f definieren eine Abbildung
Coott1- 08,
und nach 2.5.2. gilt: Es gibt eine Losung von ([N]) mit
1bal, Pl Iyl = K - max lIred® (@ - F*))|
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und K unabhiingig von e (nur von c,,, die bereits durch die Einschrénkung auf die
Ordnung e, eindeutig bestimmt sind!). Wir setzen \

FF=f+4+F 4 F' mt F=Fol—f,

G;=gp+o;+0:)' mit G;=G;°—9,,

o} = w; + w;’ mit w; = 0,
geben & >0 beliebig vor, withlen ¢ mit ||f°|l, < e~ 10"* (vgl.2.4.3.), y=min(1,gy,...,0m)-
Dann ist fiir alle »

o =yt (da ¥ < ).

Wir wihlen ¢=d@+po~)+r4 1, Ko mit 2% o< 1, Ko< — 0! (Ks

1—e¢ 4K.
wie in 2.4.3.1.). Weiter ist
9+ G)(f+F)=0 mod(m,J,),

also

@+6) (f+ F)= 3 QPwy, QPEO DK,
Ist

QP 1= QP2 1) — QP2 0),

so konnen wir durch Multiplikation von ¢ mit einer kleinen positiven Zahl erreichen,
daB

IFI< Ko, Gl < Ky,

gy + Gp) (f + F') — ZQPwyll < Kiy™!, QI < Ko
ist (wir betrachten alle Potenzreihen als @ ® H); nun folgt

red] (G - F) = red? (g, + G;) (f + F') + G;'F + G,F" + G;'F") (X))

= red; (g, + ;) (f + F') — ZQPw;, — 3 QfPwy,
+ GF' + G,F"' + G, 'F").

Induktive Konstruktion. Wir wihlen ||af|| = K" (K < &) so klein, daB noch
3.3.3.1. erfiillt ist (K,, Ky < ¢ konnen unverindert bleiben).

Induktionsvoraussetzung: ||F"'|, (G} |, lku;;” < Kg! (Ordnung e).
Nach ([X]) und der Abschitzung fiir red (vgl. 3.2.13.) folgt

1 cK?
167, red? (. <= ——— [I(er o)l < 2y,
— & 1 — ¢
also
KK
"b,'t'", "¢¢"", lb’p't’" — 1 —oe cKo — Koyzo-j

(Ordnung e -} 1), und weiter nach 3.3.3.1.
llaf | < eo~%0”";

daher ist die induktive Voraussetzung fiir den nichsten Schritt erfiillt, und die
Normen der formalen Potenzreihen ay, Gy, F (fiir e = oco) sind endlich, q. e. d.
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2.3.6. Nachweis der analytischen Semiuniversalitit von (F, J)
Es sei J & Hp, in allgemeiner Lage (d. h. reduzierbar); (@, K) sei Deformation von
Xy, K S Hy= C{uy, ..., ug} ebenfalls Ideal in aligemeiner Lage, GE d - (& ® Hy),
G = G(z, u) mit Q(z, 0) = f(z).
Zu zeigen ist dann: Es gibt ein Paar (@, y) von Morphismen und ein kommutatives
Diagramm
O ® Hm « Hn
! !
4 @ H, < H,
l |[1a
0 ® Hy + H,
8o daB die untere Zeile durch das Ideal K die Deformation (@, K) induziert. Dies
ist &quivalent mit der Angabe folgender Bedingungen:
(i) ¢ durch z kuttm - Hy,
lul=1
mit
h(Z kut*)E K fiir h(1)E J,
(ii) y durch
(2, u) — (z — E: cuu¥, u)

lul=1
mit
Jeuut€ u- (0 ® H,),
denn fiir « = 0 muB y die Identitat auf X, induzieren,
(iii) eine Transformation
T = (Es— A):d(0 ® He) ~ d(0 ® Hy),
A= | l2;«1,.(:4) wt € dA0 ® H,)
ul=
mit (g — A) - G(yp(z, u)) = F(z, ¢(t)) mod K

(T hat o. B. d. A. diese Gestalt, da aus
T G('I’(z: u)) = F(Z, q’(t)) fiir u = 0

T(z,0) - G(z,0) = F(z.0)

N\

1(2)

folgt).
Bemerkung. Die Bedingungen (i) bis (iii) sind auch hinreichend dafiir, daB (@, K)
durch (F,J) induziert wird (Charakterisierung flacher Deformationen durch
Gleichungen). ‘
Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit setzen wir folgendes voraus:
G und die Reihen (i) bis (iii) reduziert beziiglich K, F reduziert beziiglich J.
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Nach dem Existenzsatz fiir den formalen Fall wissen wir nun: Fiir alle e€ N gilt:

Es gibt reduzierte Potenzreihen (*)
e—-1 e—-1
> A, D cuut, Z kyu*

luj=1 lul=1 lul=1

mit
e-1 e-1

(E -2 A,.u“) -G (z— 2 cuub, u) — (z, > k,.u“) mod (1 4+ K,)
lul=1 lul=1 lol=1

mit n = m(Hq), K,= K/(Hq/n,) und
e—-1
’L‘( 2 k,,u")E K.+ n® fiir RE Jo,
lul=1
und diese lassen sich auf die Ordnung e 4 1 fortsetzen.

Die Bedingung (#) fiir alle e ist dquivalent mit der formalen Semiuniversalitit,
(F, J) ist analytisch semiuniversell, falls man fiir groBe e diese Reihen konvergent
fortsetzen kann.

Induktive Konstruktion. Wir setzen die Bedingung (») fiir die Ordnung e als
gegeben voraus.

I. Reduktion auf ein Gleichungssystem. Es sei
Fz,t)= f—{-l |21(p'(z) e, @) :i=¢0,,...,1,...,0);
|- ]
red sei die K-Reduktion; es sei

red (B— 3 ) @ (s = F e u) = 14+ 3,

lul=1 Il =1 lv]=1

wd P (5 3 boe) = 1+ 2ot

lul=
weiter

Gz — w,u) = 2 Gu(z, u) w*, Gy(z, u) = GQ(z, »)

Ix] =
(Entwicklung nach w),
L8
02
Durch Hinzufiigen der Glieder der Ordnung e ergibt sich
[ [
red ((E . A,.u") : G(z— S ot u))

lul=1 lul=1
= red (F(z, é Ic,,u")) mod n°*!,
lul=1

daher ist, wenn ¢, = (Cyus -+ +» Onu)s ku = (Kyus «+ -5 kmy) i8E,

» i - a’ Iad
1+ 2w —( 2 41— 3 (L 3 o)

t=1 u| =e

G(O...., 1, ....0)(21 u) =: 74(2, u), 7‘(zr 0)=—
1]

n
= f + 2 q):u’ + Z(p‘ 2 k‘uu“ mod n‘+‘,
[v| =1 t=1 |ul=e



124 HENz-J6rG FITZNER u. a.
folglich
n a/ " .
7’:—¢:=Av'/+ 2 "_c(v+ qulkb fiir [v| =e. (%)

Behauptung. Wenn 4,, ¢,, k, dxe Bedingung (##) erfiillen, geniigen sie bereits der
Bedingung ().

Beweis. Es ist nur die letzte Eigenschaft zu iiberpriifen. Nach Voraussetzung ist fiir
die Ordnung e bereits

Zh,,u—redh,(Zlcu")_O mOdn

I|=e ]

daher folgt
red h,( F.: Ic,,u") 2 k" + Z “H{0) 2 kyu* =0 modntt;
- |v|=0 =1 ati lul=e
wegen J, = 0 ist Bha;(O) = 0, daher
b

[
red A, ( > k,,u") 2 k,w'=0 modn‘t,

lul=1 Ivl=e

folglich A = 0 fiir |v| = e, q. e. d.

II. Konvergenzbewels Um auf () wieder 3.4.2. anwenden zu kénnen, miissen
wir y; und ¢; abschétzen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei » = emdim X,;
dann ist

9/(0)
0%
Das z-Koordinatensystem wird so gedandert, daB

i | Z

und das ¢-Koordinatensystem so, daB

llpe(2)ll < 1
ist; wir withlen g so, daB

Gz, Wl < 1,

iz, Wl < 8 mit  p, = p,(z, 0) + pi(z, u),
ist, d > 0 vorgegeben; weit;er sei

e ul<d8, @=06(0)+ G ).
Induktive Konstruktion. Induktionsvoraussetzung :

e-1 e—1 e-1
; Ao, 2 cuut |l 2 kuur
|pa] =1

|ul=1 |l =1
und 0 <K§%eineKonstante.

=O, 1= 1,...,n-

) 10z, 0)| < 1,

<K
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() Abschitzung fiir y¢: Es ist
-1 -1
(E’ — .2 A,.u") @ (z — 2 cuub, u)

lul=1 |l =1

e-1
= f(z) + @'(z, ») + Z (2, 0) Mz:.lc.-yu"
n -1 -1
+‘§ o Inlz ' e +|u|z'z Gule v) (lulz-lcl“u“)
e—1
— (2 40) - ¢+ 6+,

luj=1
und
/+ 27‘(21 0) Z Cipt* — f"IZ_!A,.u"

ist reduziert und enthalt keinen Term der Ordnung e, d. h., er kann in der Ab-
schitzung fiir red(...) weggelassen werden, d. h., nach 2.3.2.13. (Abschétzung) ist

(1= o) 3yl < 8-+ ndK + K2+ +K(a+nx+msx+L’K)
<é+ (n+ 1)K6+ K2 +n+n+ 1)sxo(1—e)

und 0 < 0 < = beheblg klein, wenn 8, K klein genug gewahlt werden.
Also ist
II”Z pu|=6-K.
v|—e
(B) Abschétzung fiir ¢§: Es ist
-1 e-1
F (z, > k,,u") =f4+ 2 ¢(2) ( > k,.u") ,
|l =1 Ir]=1 =1
wir wihlen diesmal g fiir Hy so klein, da
Z Bl &=t < 8

[vj=1

ist fiir « < o€ R; ist weiter
0
01 <6=§K(l—e),
so ist fiir K <
“I IZiw-(Z kat)| < 08 = 0K(1 —¢),

d. h.
(1 — ¢) |Ired F(z, % kuu*), < 0K(1 — &)

fiir || = e (f leistet keinen Beitrag zur Ordnung e), und so folgt auch
III |Zl‘fpiu'll <0-K.

Anwendung: (), (8) ergeben
w(y; — ¢5) = 20K
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fiir |v| = e, daher gibt es (vgl. 2.3.4.3.) eine Konstante M = 1, so daB fiir alle »,
|| = e, eine Losung (4,, ¢;,, ki) von () existiert, und

4L, llewlls koll = M - llys — il
und fiir geeignetes 6 heift dies

4y2”]l, lleww’ll, kow’] < K,
q.e.d.

2.4. Algebraisierung formaler Deformationen

In 2.1. haben wir uns mit dem Problem der Existenz formaler semiuniverseller
Deformationen befaBt. Im algebraischen Fall werden wir uns wiederum eine solche
Deformation vorgeben, die wir dann auf geeignete Weise approximieren. Mit den
Bezeichnungen aus 2.1. sei wieder (B, (7,)) eine formale semiuniverselle Deformation,

7€ D(B(m*+1)), wobei nach Konstruktion B = A[[X,, ..., Xa]l/(f, - ..» fm) ist.

Problem (A): Existiert ein B = A(z,, ..., 2,) mit B" = B sowie D(B), das alle Ny
induziert ¢

Problem (B): Ist ein beliebiges Paar (B, ) mit Eigenschaft (A) schon semiuniversell
(in der Kategorie der lokalen Henselschen /1-Algebren)?

Der erste Satz wird nun zeigen, daB sich die Frage (B) positiv beantworten laBt,
wenn der Funktor D noch gewisse zusitzliche Eigenschaften hat.

24.1. Definition. Es sei F': (4-Algebren) — Ens ein Funktor. F heiBt lokal von
endlicher Darstellung, wenn er mit gefilterten induktiven Limites vertauschbar ist.
Es gilt der folgende

2.4.2. Satz. Es sei A eine lokale, als Henselscher Ring endlich erzeugte, A-Algebra und A
ein lokaler Henselscher Ring, der durch eine Algebra von endlichem Typ iiber einem
Korper oder einem exzellenten diskreten Bewertungsring erzeugt wird. Dann gilt:
Ist F': (A-Algebren) — Ens ein Funktor und € F(A"), so gibt es ein n€ F(A) mit
7 = 7 mod m¢ zu gegebenem c€ N.

Dieser Approximationssafz liefert nun
2.4.3. Satz. Es ser A wie in Satz 2.4.2. D set lokal von endlicher Darstellung. Dann
gilt: Ist B eine lokale Henselsche A-Algebra von endlichem Typ und induziert (B, n)
eine formale semiuniverselle Deformation, so st (B, n) semiuniversell.
An D stellen wir jedoch dabes die zusiitzliche Forderung, daf

D(A) — lim-proj D(A/m?%)
injektiv vst fiir jede komplette lokale A-Algebra A.
Beweis. Esist (UD 1) nachzuweisen fiir beliebige lokale Henselsche 4-Algebren 4. Da
D und Hom4(B, []) mit gefilterten induktiven Limites vertauschbar sind, kann man
sich auf den Fall beschriinken, daB A4 als Henselsche /-Algebra endlich erzeugt ist.
Es ist nun zu zeigen: Jedes Diagramm
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148t sich erginzen. Es sei nun fiir A-Algebren C stets

(4,8) — (C,%0o)-
Dann definiert, falls u: B — A" eine formale Erginzung des obigen Diagramms ist,
die Zuordnung

F(C) = {v€ Hom,(B, C), D(y)n = {c,» = @« mod IC}
einen Funktor, der lokal von endlicher Darstellung ist, und nach dem vorigen Satz
1a8t sich nun 2€ F(A) durch ein «€ F(A4) approximieren, q. e. d.

24.4. Satz (M. ARTIN). Es set /A ein Henselscher Noetherscher lokaler Ring mit
Restklassenkérper k und Maximalideal m. B sei eine komplette Noethersche A-Algebra,
7€ D(B), s0 dap (B, (1)) eine formale semiuniverselle Deformation fiir D ist (g = Bild
von 7 in D(B(’5'"))). D sei lokal von endlicher Darstellung. Dann gibt es eine lokale
Henselsche A-Algebra B, einen Isomorphismus B* ~ B und ein 7€ D(B), so daf #in
durch n induziert wird.

Beweis. Wenn B Komplettierung einer Henselschen A-Algebra von endlichem Typ
ist, kann man nach der Approximationseigenschaft 7 durch ein € D(B) mod m%
approximieren und ist fertig. Dies ist jedoch allgemein nicht klar. Daher verlduft
ArTINS Beweis folgendermafBen:

B wird als endliche Algebra iiber der Komplettierung einer Henselschen /A-Algebra A

(von endlichem Typ) dargestellt, und gleichzeitig wird (B, %) durch ein Paar (B, n)
in geeigneter Weise approximiert. Man kann sich von vornherein auf den Fall be-
schrinken, daB A ein Korper oder diskreter Bewertungsring ist. Ist dies ndmlich
noch nicht der Fall, so ist /A von endlichem Typ iiber einem Kaorper oder diskreten
Bewertungsring /A, (im Henselschen Sinne). Fiir u€ Homy,, (4, A) bezeichne uA4
den Ring 4 mit der durch y induzierten /-Algebrastruktur.

Ist

dann ist D, ein Funktor auf der Kategorie der lokalen Henselschen /,-Algebren;
D, ist ebenfalls lokal von endlicher Darstellung, und ist v: A — B die gegebene
A-Algebrastruktur auf B, so ist (v, 7)€ Do(B-) ebenfalls formal semiuniversell.
Eine Algebraisierung von (v, 7) liefert dann auch eine Algebraisierung vom 7.
Im folgenden sei also A ein Korper oder ein Henselscher diskreter Bewertungsring,
dann enthilt B einen Unterring

4" = AA[[xb veiey 27,;]] >~ AA[[XD veey Xn]] ’
so daB B endlich iiber A" ist. Der Unterring 4" ist natiirlich algebraisierbar (4" = Kom-
plettierung von A = A(zy, ..., z)). Es zeigt sich, daB bei geeigneter Wahl von 4
dann auch (B, 77) algebraisiert werden kann.
Wenn man jeder A-Algebra A’ die Menge aller Paare (B’,7"), B’ eine endliche
A’-Algebra, 5’ € D(B’), zuordnet, so ist dieser Funktor von endlicher Darstellung,
und (B,7%) laBt sich folglich beliebig genau durch ein (B’,%’), B’ eine endliche
A-Algebra, n'€ D(B'), approximieren. Die formale Semiuniversalitit von (B, 1)
impliziert dann einen A-Homomorphismus B — B"; dieser ist natiirlich surjektiv,
sofern man B bis mindestens zur Ordnung 2 approximiert.
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Um zu erreichen, daB er auch injektiv ist, benétigt man allerdings noch mehr In-
formation iiber B'.

Es sei A’ eine A-Algebra, M’ ein A’-Modul und L, ..., L, endliche A-Moduln. Dann
definieren wir nach M. ARTIN: Eine (i, ..., s)-Vorbereitung vom Typ (L, ..., Ls)
von M’ ist eine Folge von A’-Homomorphismen

U'
L,®44, - M @4, =: M,

mit U,oV,= X,,40 idu,, V,oU,=X,+10 idL,@,,A,’ fiir ¥ < n (wobei wir zy,1=1
setzen).

Hierbei bezeichne A, den Restklassenring A’/(z 4’ 4 «+* + z,4’), (4o := 4’).
Hilfssatz. Bei geeigneter Wahl von xy, ..., 2y € B gibt es A-Moduln L,, so daf B als
A-Modul eine (z,,. . .,7s)-Vorbereitung vom Typ (Ly, ..., Ly) besitzt (A" = A"[[zy, .. .,za]])-

Beweis. Da A4, = A" ist, ist B® 4.4, endlicher A"-Modul, also stets vom Typ
Ly®4 A" (Jeder endliche A-Modul ist direkte Summe von A"-Moduln vom Typ
A'/p°A" = A/p’A und von freien Bestandteilen, p bezeichnet dabei ein Prim-
element, falls A diskreter Bewertungsring ist.)

Angenommen, 2, ..., 2, sind so, daB fiir v < 8 bereits 4-Moduln L, mit Homo-
morphismen L, ® A, & B, mit den geforderten Eigenschaften existieren.

B, ist ein endlicher A; = A[[z,,, ..., 2,]]-Modul; da die Lokalisierung von 4; in pA4;
ein diskreter Bewertungsring mit p als Primelement oder ein Korper ist, ist sofort
klar, daB es eine Zanskmmgebung B(z) von pA; gibt (z€ A4;), iiber der B, vom
Typ L,® 4 A; ist mit einem geeigneten A-Modul L,. Da dim (A,/xA,) < d]m (4;)
und z zu p prim ist, kann man (zy, ..., z,) durch eine Folge (z{, ..., z;) mit z, = z,,
v < 8, 2,,, = geeignete Potenz von z, z,€ A", ersetzen, so daB A" endlich iiber dem
Unterring A"[[z], ..., za]] ist.

Fiir Moduln iiber reguliren lokalen Ringen gllt aber stets cod k + dh = dim, also ist
A" freier A'[|z}, ..., z4]]-Modul. Also erfiillt (z}, ..., z;) die geforderten Bedingungen
fiir v < 8 (indem man die L,, » < s, geeignet abéndert). Durch Induktion folgt daraus
der Hilfssatz.

Die weitere Beweisidee von Satz 2.4.4. ist nun, zy, ..., zs und (L, ..., Ls) zu fixieren,

8o daB B eine (@4, + « -, Zn)-Vorbereitung vom Typ (Ly, ..., Ls) besitzt, und diese mit zu
approximieren. Dazu ist zu zeigen:

Hilfssatz. Fiir A-Algebren A’ sei
B’ endliche A'-Algebra, 5' € D(B'),
PA")=(B,y",[U,, V,)) [U., V.] (%4, +++, Zn)-Vorbereitung
von B’ iber A’ vom Typ (L, ..., Ly).
Dann st A’ — P(A’) ein Funktor lokal von endlicher Darstellung (auf der Kategorie der
lokalen Henselschen, Noetherschen A-Algebren).
Beweis. Die Vorgabe von (B’,%’) ist durch endlich viele Daten bestimmt, die der

[U,, V,] mit den geforderten Eigenschaften ebenfalls wie folgt
Ist B'= B,® " ' (4o eine A-Algebra, so daB B’ iiber 4 definiert ist), so daB

A'=hm(A:) lst A, Ag-Algebren, so sind [U,, V,] durch ihre Wirkung auf L,
bzw. Bo bestimmt, q. e. d.



Modulprobleme in der algebraischen Geometrie 11 129

Wir konnen also (B, 7) mit der fixierten (xy, ..., 24)-Vorbereitung (T,, V,] modulo
m%. approximieren durch eine endliche A-Algebra B, ein #€ D(B) und eine Vor-
bereitung [U, V. Das heiit, wenn man alles mit A/m%'! tensoriert, sind (B, %,[U,, V,])
und (B, 5, [U,, V,]) isomorph. Wie bereits bemerkt, induziert die Semiuniversalitidt
von 7 sukzessive A-Homomorphismen B B/m%3*'B, m = ¢,c+ 1, ..., also einen
.1-Homomorphismus ¢: B - B’, der im Fall ¢ > 1 auf alle Falle surjektiv ist, und
so daB 7) bei B — B/m"*'B in nm (= Bild von ) iibergeht. Es ist also zu zeigen, daBg
auch injektiv ist, sofern ¢ hinreichend gro8} ist.

Es ist ¢(x,) =, 4+ y,, 9,€ m'B, also wird m,B" auch durch p, w, ..., %,
P(Ceiq)s o ons pl,) erzeugt (0 <. 8 < n), und daher gilt

n m
it = (3 gt B+ pB) . )
r=g+

Die entscheidende Bemerkung ist nun die, daBl die Multiplizitat der einzelnen B;
beziiglich m,4; durch die Vorbereitung eindeutig bestimmt ist, sie ist némlich
gleich der Anzahl der freien Summanden von L, (da L, ® 4 A; — B, injektiv ist und
der Kokern durch x,,; annuliert wird, also klcinere Dimension hat).
(Ist d = dim A,, dann ist die Multiplizitit cine additive Funktion auf der Kategorie
der 4,-Moduln, die auf der Unterkategorie der Moduln der Dimension < d ver-
schwindet.)

Wegen (1) hat also B; beziiglich des Ideals 2, ¢(x,) B; 4 pB; dieselbe Multiplizitat
1

Vgt
— n
wie B; beziiglich des Ideals 3, «,B,;-+ pB,; daher haben alle Elemente des Kerns
v=g+1
von B, — B, eine kleinere Dimension als dim B,. _
Wir betrachten zunichst den Fall, daB A ein Korper ist. Wegen z,,,B, & L,® 4 4.,

und da L, ® 4 A, frci ist, also alle von 0 verschiedenen Elemente dieselbe Dimension
haben, gilt dann

(2) -'ra+chﬂ K,=0.

Offenbar ist K, = 0, da B, — B, surjektiv und beide Seiten Algebren vom gleichen
Rang iiber .1 sind.

Aus (2) folgt daher durch Induktion nach n — s, daB K, = 0 fiir alle s, also ins-
besondere K, = Kern ¢ = 0 ist.

Im Fall eines diskreten Bewertungsrings /1 ist der Beweis im Prinzip dersclbe, man
betrachte hier jedoch auch noch die Multiplizititen von B,/p™B, und B;/p™B;, die
wieder durch die Vorbereitung eindeutig bestimmt sind und iibereinstimmen; be-
zeichnet man diese Multiplizititen als Funktion von m mit e(m), so ist e(m) stiick-
weise linear, und der Anstieg an der Stelle m ist gleich der Anzahl der Summanden
von L,, deren Linge > m ist.

Da wieder alle von 0 verschiedenen Elemente von L, ® 4 4 /p™A4; (m = 1) dieselbe
Dimension haben, folgt wie oben B,/p™B, ~ B,/p™B, fiir alle m, also K, = 0 und
ebenso Gleichung (2), also K, = 0 fiir alle s, q. e. d.

9 Beitrige zur Algebra s
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