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Uber die Untergruppen der elementarabelschen Gruppen

LoTHAR TESCHKE

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit den elementarabelschen Gruppen, also
den endlichen abelschen Gruppen mit Primzahlexponent. Obwohl diese Gruppen
strukturell gut iiberschaubar sind und auch fiir die Anzahl der Untergruppen mit
gegebener Ordnung explizite Formeln vorliegen, scheint eine Aufzéhlung der Unter-
gruppen mit Hilfe gewisser, in natiirlicher Weise gewonnener Parametersysteme noch
nicht vorgenommen worden zu sein. Wir wollen eine solche Aufzihlung geben, wobei
wir ein kombinatorisches Ergebnis von P6rYA und ALEXANDERSON [1] heranziehen
werden.

1. Bezeichnungen
Es sei & die Gruppe bestehend aus den p™ m-Tupeln

(a’l; Qgs eaey am):

wobei die Koordinaten a; aus dem Galois-Feld GF(p) von p Elementen (p Primzahl)
zu wihlen sind. Die Verkniipfung der m-Tupel soll in der Weise geschehen, dafl ent-
sprechende Koordinaten addiert werden.

Wir vereinbaren weiter, dal ein m-Tupel, bei dem gewisse der m Koordinaten mit
ky, ks, ..., k, bezeichnet sind, eine Untermenge von @ reprisentieren soll, und zwar
die Menge der m-Tupel, die dadurch entsteht, daf sdmtliche k; unabhingig von-
einander alle Elemente von G'F(p) durchlaufen. Danach gilt z. B. & = (ky, ks, ..., k).

2. Untergruppen der Ordnung p

Fiir 0 < r < m ist bekanntlich die Anzahl der Untergruppen der Ordnung p* von ¢
gleich dem GauBschen Binomialkoeffizienten
[m] _Er =t pm— 1)

r @P—-DHEP—-1--@—-1)
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falls man noch zusitzlich

(-

setzt (vgl. z. B. [2], S. 109).
So ist speziell

ml_P" =l ma g ogma

die Anzahl der Untergruppen der Ordnung p von &, die geméf der in 1. getroffenen
Vereinbarung folgendermafien angegeben werden konnen:

1 Untergruppe 9HV =(0,0,...,0, %),

p  Untergruppen HP = (0,0,...,0, ky, u:k;),

P Unte;‘gruppen 00w = (0,...,0, &y, wiky, usky, ..., uky),
: m—s—1

pm_l Untergruppen ‘b:&l:..‘um_, = (kl’ ulkls u2kl! D005 um—lkl) )

wobei die Parameter u; unabhéngig voneinander alle Elemente von GF(p) durch-
laufen sollen und jeweils fiir eine bestimmte Gruppe fest zu wihlen sind.

Denn zunidchst sind die angegebenen Mengen von p Elementen Untergruppen
von @, da offensichtlich die Verkniipfung nicht aus ihnen herausfiihrt. Zum anderen
sind die aufgefiihrten (p™ — 1)/(p — 1) Untergruppen paarweise verschieden, wie sich
aus der allgemeinen Betrachtung in 3.2. ergibt.

3. Untergruppen der Ordnung p’, 0 < r <m

Nun wollen wir in Verallgemeinerung von 2. Untergruppen der Ordnung p" be-
trachten:

3.1. Ein m-Tupel reprisentiert vereinbarungsgemill eine Untermenge von p” Ele-
menten von &, wenn r Koordinaten gleich gewissen k;, z. B. ky, k,, ..., k,, sind. Die
iibrigen m—r Koordinaten sollen jetzt Linearkombinationen zwischen diesen #£;
und bestimmten Parametern u; sein, die wie bisher alle Elemente von GF(p) durch-
laufen sollen, aber fiir eine bestimmte Menge fest zu wéhlen sind. Dabei sollen in
einer solchen Linearkombination nur diejenigen der r Variablen k; vorkommen, die
links von der betrachteten Koordinate stehen.

Fiir m = 4 und » = 2 kann man z. B. auf diese Weise folgende Untermengen von ®
bilden :

1  Untermenge $? = (0,0, ky, kp),

p Untermengen 92 = (0, ky, usky, k),

p* Untermengen §F,, = (0, ky, kg, wsky + usk,),
p? Untermengen .%)fﬁ’u. = (ky, urky, ugky, ky),

p® Untermengen &, . = (b, Uyky, kg, Ugky + Ughy),
p* Untermengen P, , .. = (b, by, urky + ugky, ugky + ugk,).
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Wie man sich schnell iiberzeugen kann, fithrt aus den so erklirten Mengen die Ver-
kniipfung nicht heraus, es handelt sich also um Untergruppen von @. Auflerdem sind
diese Untergruppen paarweise verschieden, was sich aus den in 3.2. folgenden Be-
trachtungen ergibt. Wegen

4
p4+p“+2p2+p+1=[2]

haben wir in unserem Spezialfall alle Untergruppen gefunden.

Wir wollen nun zeigen, dal auch im allgemeinen Fall durch unser Vorgehen eine Auf-
zahlung der Untergruppen p’-ter Ordnung geleistet wird. Die Untergruppeneigenschaft
liegt auf der Hand. Der Nachweis fiir die Vollstiandigkeit der Aufzahlung aller Unter-
gruppen der Ordnung p" ist erbracht, sobald wir gezeigt haben, dafl die Anzahl der

konstruierten Untergruppen r] ist. Wir unterteilen zu diesem Zweck die Gesamtheit

der gebildeten Untergruppen wie folgt in Klassen: Zwei Untergruppen liegen
genau dann in derselben Klasse, wenn in den sie reprisentierenden m-Tupeln die k;
jeweils in denselben Koordinaten stehen.

Ist dabei « die Anzahl der fiir die Klasse als variabel angesehenen Koeffizienten u;,
so soll die Klasse als x-Klasse bezeichnet werden.

3.2. Die so erklirten Klassen sind trivialerweise nicht leer. Auflerdem sind sie paar-
weise elementefremd.

Denn bei zwei verschiedenen Klassen stehen die k;, 1 < ¢ < r, in den sie reprisentie-
renden m-Tupeln nicht alle in denselben Koordinaten. Es mufl deshalb eine natiir-
liche Zahl s geben, so daB in der s-ten Koordinate des einen m-Tupels ein k; und des
anderen eine Linearkombination steht. Wihlen wir s mit dieser Eigenschaft minimal,
so hitte das reprisentierende m-Tupel einer in beiden Klassen liegenden Untergruppe
(in diesem m-Tupel sind die ; also fest zu wiahlen) einmal die Form

(oo By oo Kigy vves Fojogy ey gy onn)

und zum anderen die Form

(-.., kll ceny kz, seey k]‘_.l, coey ul+1k1 + qukg + eiee + u,+i_1]ci_1, ...).

Im ersten m-Tupel ist die s-te Koordinate unabhiingig von der Festlegung der
Variablen k,, k,, ..., k;—; frei wiahlbar, wihrend diese Koordinate im zweiten m-
Tupel durch die Wahl dieser Variablen eindeutig festgelegt ist. Beide m-Tupel
konnen also niemals dieselbe Untergruppe reprisentieren.

Zur Bestimmung der Anzahl der Untergruppen in einer x-Klasse betrachten wir

zwei Untergruppen § und 5 aus einer solchen Klasse. Das représentierende m-Tupel

von § werde durch das x-Tupel (%,, @, ..., @,) und von § durch (%, @y, ..., &,) fest-
gelegt. Die Variablen k,, k,, ..., k, stehen in beiden m-Tupeln in denselben Koordi-
naten, in den iibrigen Koordinaten befinden sich Linearkombinationen. Steht in
irgendeiner Koordinate des m-Tupels von 9 die Linearkombination

Upsrky + Upeoky + -+ + ?7”,-70,-, _ . (1)
so finden wir in derselben Koordinate des m-Tupels von § die Linearkombination

Upraky + Bpagks + -+ + Bpujkyy, 1Sj<r. @)
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Gilt nun § = 9, so muB zu jedem j-Tupel (%y, ks, ..., k;) ein j-Tupel (ky, ks, ..., k;)
existieren, so daf} (1) fiir

kl = ,—(.71, k2 = %2, ceay k; = 7(-']
denselben Wert liefert wie (2) fiir
kl = ill kz = ig, ceny kl = El'

Wihlt man nun ein %, gleich Eins und alle iibrigen &; gleich Null, so ergibt sich durch
Betrachtung der vorangehenden Koordinaten

k,b=1 und k; =0 fiirs 1,
und man erhélt

Uy =y, 121,

Wir haben somit gezeigt, daB § genau dann mit 5 iibereinstimmt, wenn die «-Tupel
ihrer u;gleichsind. Da fiir jede Koordinate u; eines «-Tupels die Werte 0,1, ..., p — 1
moglich sind, enthilt jede x-Klasse genau p* verschiedene Untergruppen.

3.3. Weiterhin beachten wir, dafl der GauBsche Binomialkoeffizient [T], wenn wir

einmal p fiir den Moment als Variable ansehen, nicht nur eine rationale, sondern, wie
in [1] gezeigt wird, sogar eine ganze rationale Funktion von p ist:

m r(m—r)

[ J == ZAm.r,a - pe.

r a=0
In [1] wird fiir die ganzen rationalen Zahlen 4,, , . folgende kombinatorische Inter-
pretation gegeben: In einem rechtwinkligen Koordinatensystem sei ein ,,Zickzack-
weg‘‘ ein kiirzester Weg zwischen den Punkten (0, 0) und (r, m—r), wobei man nur
Strecken benutzen darf, die parallel zu den Achsen verlaufen und Punkte mit ganzen
Zahlen als Koordinaten verbinden. Es gilt dann:

Ap, s« ist gleich der Anzahl der ,,Zickzackwege®, deren Fldche unter dem Weg o
ist; diese Fldche ist begrenzt durch den Weg, die 2-Achse und die Gerade z = r.

3.4. Wir geben nun eine eineindeutige Abbildung zwischen der Menge der ,,Zick-
zackwege‘‘ mit der Eigenschaft, daf} die Fldche unter ihnen « ist, und der Menge der
«-Klassen an, womit der Vollstandigkeitsnachweis erbracht ist.

Es sei ein ,,Zickzackweg‘‘ von (0, 0) bis (r, m—r) gegeben, so daf die Fliche unter dem
Weg gleich « ist. Diese Flidche zerlegen wir durch Parallelen zur y-Achse in Recht-
ecke R, deren Basisseite die Strecke von (r—s, 0) bis (r—s + 1, 0) mit der Linge 1
sei, 1 =< s < r (vgl. Abb. 1). Bezeichnen wir die Hohe von R, mit h,, so gilt infolge-
dessen

. .
Dhi=x. (3)
8=1

Die endliche Folge &y, &,, ..., k, besteht aus nichtnegativen Zahlen und muf, da es

sich bei einem ,,Zickzackweg’ um einen kiirzesten Weg handeln soll, schwach
monoton fallend sein. Umgekehrt kennzeichnet eine endliche Folge nichtnegativer
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Zahlen hy, by, ..., b, eindeutig einen . Zickzackweg*, unter dem die Fliche o ist,
falls sie schwach monoton fallend ist und (3) erfiillt.

y (r,m-r)

R S
(00) (10) (200  (r-50) (r-s+10) (r-10) (r,0) = Abb.1

Wir konstruieren nun zu einem solchen ,,Zickzackweg‘ eine a-Klasse durch die Vor-
schrift, daf}

k, in der (m — r 4+ s — hy)-ten Koordinate (4)

stehen soll, 1 < s < r. Daaus s < s’ und h, = h, sofort s — hy < 8" — hy folgt, ist
die Nummer der Koordinate, in der k, steht, durch die Angabe von s eindeutig fest-
gelegt. In diesem m-Tupel tauchen genau & Parameter «; auf. Denn da k, in der
(m — r + s — h,)-ten Koordinate steht, gibt es infolgedessen

m—(m—r-+s—hy)=r+4+h,—s
Koordinaten rechts von k,. Da noch kg, ..., k, rechts von &, auftauchen, gibt es
(r+hg—s)—(r—s)=h,

Koordinaten rechts von k,, in denen Linearkombinationen stehen. In allen diesen
Linearkombinationen taucht ein Produkt u;k, auf. Also liefert jedes k, genau h,
Parameter u;. Im ganzen m-Tupel gibt es also nach (3) genau « Parameter u;.
Damit wird durch (4) jedem ,,Zickzackweg*, unter dem die Fliche « ist, eindeutig
eine x-Klasse zugeordnet.

Bei dieser Zuordnung (4) ist jede x-Klasse Bild eines und nur eines ,,Zickzackweges‘‘:
Steht niamlich k, in dem m-Tupel der x-Klasse in der ¢,-ten Koordinate, so folgt aus
(4) sofort

hy=m —r+s—t, 1=s=<7r.

Die endliche Folge der so erhaltenen Zahlen ,, ko, ..., h, ist schwach monoton fallend,
denn aus t,<t,, folgt m —r4+s—h,<m—r+s+1— hy; und daraus
hy.y =< h, Die Zahlen sind auBerdem nichtnegativ, da wegen ¢, = m

hy=m—r+r—t =0

ist. In dem m-Tupel der vorgegebenen «-Klasse tauchen genau o Parameter u; auf.
Wie vorhin gezeigt wurde, liefert jedes &, genau k, Parameter ;. Also muf} die Summe
aller dieser h, gleich x sein.

Damit ist vollsténdig gezeigt, daB durch (4) eine eineindeutige Abbildung der Menge
der ,,Zickzackwege*‘, unter denen die Fliche « ist, auf die Menge der x-Klassen an-
gegeben wird.
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3.5. Die in [1] angegebene Beziehung

r(m-—r) m
S A =( )
a=0 r

entspricht bei uns der Tatsache, daf} es genau , verschiedene Moglichkeiten gibt,

ky, ks, ..., k, auf die m vorhandenen Koordinaten zu verteilen.
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