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5.3. Weiteres iiber Deformationen abelscher Mannigtaltigkeiten

Es sei V, eine abelsche Mannigfaltigkeit iiber einen Korper k. Um Deformationen von
Vo zu studieren, muB man erstens die Deformation der zugrunde liegenden Mannig-
faltigkeit und zweitens die Deformation der Gruppenstruktur studieren. Letzteres
ist jedoch nicht nétig nach einem Resultat von D. Mumrorp [4], S. 124, Prop. 6.15
und Thm. 6.14, auf jede Deformation der zugrunde liegenden Mannigfaltigkeit
1aBt sich die Gruppenstruktur von V, bis auf eine Translation eindeutig liften, da es
geniigt, den Nullschnitt zu liften, was nach dem Henselschen Lemma mdoglich ist.
Es ist

Hl(Vo; 6V.) = Hl(Vo’ @V.) ® Ho(Vo, Gv.),
HY(Vy, Oy,) = H¥(V,, Oy,) ® H(V,, By,),

also dim HY(V,, Oy,) = g* (¢ = dim V). Die kanonische Involution z > —z auf V,
induziert in H°(V,, Oy,) die Multiplikation mit —1, und weil das Hindernis fiir die
Liftung infinitesimaler Deformationen in H*V,, @y,) liegt und invariant beziiglich
universeller Automorphismen ist (also beziiglich der Involution), muB es (falls
char (k) # 2 ist) verschwinden, das gilt auch noch im Fall char (k) = 2 (F. Oort [1]).
Man kann ohne groBen Aufwand verifizieren, daB sich jeder Automorphismus von
Deformationen infinitesimal liften 1ifit. Wir erhalten daher aus dem Satz von
ScHLESSINGER (vgl. Kap. IT) in Ubereinstimmung mit 5.1.:

Ist A ein kompletter diskreter Bewertungsring mit dem Restklassenkorper k, A
= A[[®11, «vey Tygy ons Zgy, o0, Tyyll, 80 gibt es eine mit der Reduktion mod m» ver-
triigliche Folge V, — Spec (4/m"*!) abelscher Schemata iiber Spec (4/m"+1), n
=0,1,... (und wobei V, die gegebene abelsche Mannigfaltigkeit ist), die eine Pro-
darstellung des Funktors der lokalen Deformationen von V, liefert. (Dies geht im
wesentlichenauf A. GROTHENDIECK [3] sowie A. GROTHENDIECK und M. DEMAZURE [1]
zuriick.) Das Beispiel 5.1. zeigt jedoch, dal diese Folge keine Chance hat, durch ein
abelsches Schema iiber Spec (4) induziert zu werden. -

6.4. Beziehung zwischen den Deformationen polarisierter und
nicht polarisierter Mannigfaltigkeiten

Es sei V, glatt und irreduzibel, ¥ — § eine Deformation von V,. Da Pic}s < Picy(s
offen ist, laBt sich eine Polarisierung von ¥, auf héchstens eine Weise zu einer Polari-
sierung von liften'), d. h., bezeichnet D, den Funktor der Deformationen polarisierter
Mannigfaltigkeit (V, ko), so ist D, ein Subfunktor von D (Funktor der Deforma-
tionen von V).

5.4.1. Satz. D, ist ein abgeschlossener Subfunktor von D, und es gibt ein kommutatives
Diagramm mit exakten Zeilen

0 — Dy(I,) - D(I,) > H%(V,, Oy,
¢

H\(V,, By,) - H%(V,, Op,)

') 8ind &, &; ¢ Picyis(8) und & ® k(0) = & ® k(0) mod Picys(S), so ist (& — &) (Pic;qs)
eine Umgebung von 0 in 8, iiber der £, und &, dieselbe Polarisierung definieren.
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Beweis. Ist V>4 eine analytische Familie, so kann man wie folgt argumentieren:
Es sei I kohirente Idealgarbe auf 8, die O definiert, dann ist

0 - 10y = 0% —> 0%, — 1
exakt, und hieraus resultiert eine exakte Folge
Picyls - Pi(!y' -> R’p* (I@y).

Dem Element & € Picy,(C), das der Polarisierung entspricht, entspricht ein Schnitt
von R3p,(I0y), d.h. ein s: 05— R*p,(I0y); es sei J < Os der Kern. Durch
die Idealgarbe J wird ein abgeschlossener Unterraum S’ von S definiert. Ist
V' =V xs8, dann ist V' — 8’ der gréfite Unterraum, auf den sich die Polarisie-
rung liften 1aBt.

Im allgemeinen Fall argumentiert man analog, wobei man, um die Exponential-
funktion zu haben, infinitesimale Liftungen betrachtet. Man priift z. B. die Bedin-
gungen des Schlessinger-Kriteriums nach; dazu geniigt folgende

Bemerkung. Es sei

AI! ‘ AII/tAII

A —— At

ein kommutatives Diagramm lokaler Artinringe, 4"’ ~tA' ~k, V'’ — Spec (4")
eine Deformation, V' = V"’ ® 44", V"' = V" @, A" [tA”. Dann wird durch die
exakten Folgen

0_—'T|‘".—+0J‘.:H_—’wi"—+l €(f) =1 +tf)

0 —t Oy, —+ 0% > Oy > 1

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen induziert:

0 — HY(V,, 0y,) — Pic(V"') — Pic(V"") — H3(V,, ay,)

I ¥ { I
0 — HY(V,, Oy,) — Pic(V') — Pic(V') — H2(V,, Oy,)

Zu jeder Deformation V, — I, betrachte man die analoge Folge. Damit die Polari-
sierung auf V, fortgesetzt werden kann, ist notwendig und hinreichend, da8 das Bild
von h, beziiglich des Verbindungshomomorphismus éy, in H%(V,, @y,) verschwindet.
Also ist die Folge

0 — Dy(I,) - D(I,) » H¥(Vy, Oy,); Vi | I, — 6by,(he)

exakt.
Wir wollen die Komposition dieser Abbildung mit der durch die Kodaira-Spencer-
. Abbildung induzierten H(V,, @y,) = D(I,) berechnen. Dazu sei (g,5) ein 1-Ko-
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zyklus von (},, der ein zu &, gehoriges Linienbiindel L reprisentiert beziiglich einer
hinreichend feinen Uberdeckung (U,) von V,, so daB

Oy | Ui Oy, DT 0p,) | Us (I, = Spec (k[1])),
f(f1 Vo 1du(f))

ist. Dann ist o,; = d; — 6, € Oy, (U,s) ein 1-Kozyklus, der die Kodaira-Spencer-
Klasse représentiert.

Ist §,; diejenige Liftung zu einem Schnitt von O (U,s) mit 8,(f.s) = 0, so wird
dy,(ho) reprisentiert durch den Kozyklus 8,/§.s§s,525), also durch

Qnﬁ(gﬂr)
9oy

(da 9, eine Derivation ist und 6, = 05 — .5, 8180 6,(§5,) = —0as(gsy))-
Dieser Morphismus HY(V,, Oy,) — H3(V,, 0y,) ergibt sich auch aus einer von ATIYAH
entdeckten exakten Folge, die in unserem Fall wie folgt definiert ist:

/aﬂr ==

0—>0p,—&—0p,—0,

wobei & die Garbe der G,-invarianten Vektorfelder in p,Op, P das zu (g,5) gehorige
G,,-Prinzipalbiindel und @y, isomorph der Untergarbe der Vektorfelder lings der
Fasern von P — V, ist (die durch den folgenden globalen Schnitt erzeugt wird:

Auf U, sei P| U, >~ U, XG,, p+ (P, t.(p)); dann ist das auf U, durch ¢, -5?— re-

prisentierte Vektorfeld G,-invariant und erzeugend). Es gilt dann
5.4.2. Satz.

d:cls (Qaﬂ) - cls (_Q“ﬂ(gﬂr) ),
Gy

Hl(Vo: 9!’.) = Hz(Vo: 0;;.)

st der Verbindungsmorphismus der Atiyah-Folge.
Man iiberpriift das durch direkte Rechnung.

Wir wollen schlieBlich noch eine Abschétzung fiir die Anzahl der Gleichungen geben,
durch die der Parameterraum der semiuniversellen Familie definiert wird.

5.4.3. Satz. Es sei V, eine glatte Mannigfaltigkest iiber einem beliebigen Korper k,
m = dim H (V,, Oyp,), r =dim H*(V,, Oy,) und s = dim H%(V,, Oy,). Es sei A
ein lokaler Henselscher Ring mit dem Restklassenkirper k und A eine A-Algebra, iiber
der eine semiuniverselle (oder formal semiuniverselle) Deformation V von V, definiert
sei. Dann ist emdim 4 A = m, und ist B eine glatte bzw. formal glatte lokale A-Algebra
der relativen Dimension m diber A, so dafj A Quotient von B ist, so wird Kern(B —> A4)
durch r Gleichungen f,, ..., f, € B erzeugt. Ist h, eine_Polarisierung von V,, 8o gibt es
weitere s Gleichungen g, ...,9,€ B, 8o dap hy auf V =V @, (4|14 + --- + g,4)
geliftet werden kann zu einer Polarisierung h und (V, k) eine semiuniverselle Deforma-
tion von (V, k) ist.

Beweis. Es sei I = Kern (B — 4) und » so groB, daB I nmj* = mpgl ist. Ist A4,
= A/m3*, B, = B|/mgl + m}%*! (mp Maximalideal von B), dann ist

0—>I/mgl - B, > A, —~>0
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