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Modulprobleme in der algebraischen Geometrie I 139

6.1. Abelsche Manniglaltigkeiten und komplexe Tori

Es sei k = €9, L < €7 ein Gitter mit der Periodenmatrix 2, = (I,, Z), I, = (;),
Z = (zij) € My(C)!) und A, = C9/L eine abelsche Mannigfaltigkeit. Man erhilt auf
folgende Weise eine Deformation von 4, in der Kategorie der komplexen Rédume: Es
sei U — M,;(C) eine Umgebung der 0 derart, dall

I,Z+X
det (I,Z i f) +0

auf U ist, und es sei A = € X U/Z¥ beziiglich der Operation

(pe Z¥, QX)= (E),Z + X),z€ C9), f: A — U Projektion. Dann ist (4dy; X € U)
eine Deformation von A4, (Ay = f-1(X)). Die Deformationen sind zwar noch kom-
plexe Tori, aber im allgemeinen keine algebraischen Mannigfaltigkeiten.

Damit ein komplexer Torus A = C¢/L algebraisch ist, ist es notwendig und hin-
reichend, daBl auf C¢ eine positiv definite hermitesche Form H(z, y) existiert, so dafl

1
E,y) = 5 (H(x,y) —H (y, x))

auf L X L nur rationale Werte annimmt (Riemannsche Periodenrelationen).

Um zu vermeiden, daBl man nicht-algebraisierbare Deformationen erhélt, mufl man
polarisierte abelsche Mannigfaltigkeiten (4o, H,) betrachten, d. h. 4, plus eine ,,Rie-
mannsche Form*‘ H,,.

Es sei

S = {X € Ma(c)’ EO(Q(X) p; 'Q(X) 9) = EO(QOP: 90‘1): P, q € 220}_

Dann ist § eine nichtsinguldre analytische Mannigfaltigkeit der Dimension g(g + 1)/2
und die obige Deformation, eingeschrankt auf 8, liefert eine Deformation (Ay, Hy;
X ¢ 8) der polarisierten abelschen Mannigfaltigkeit (4o, H,).

Die beiden betrachteten Deformationen sind semiuniversell in 0: Ist (4f,¢ € T') eine
beliebige analytische Familie komplexer Tori, 0: 49 2~ A4, (t, € T') ein Isomorphismus,
80 betrachten wir das Vektorbiindel ¥ — 7' (= Biindel langs der Fasern von 4’ — T,
eingeschriankt auf den Nullschnitt) sowie die Exponentialfunktion

Ist L' = V der Kern von exp, dann ist A’ = V/L’, L’ ist ein lokales System iiber 7'
und erzeugt V iiber R. Wegen 4; ~ A, gibt es eine Umgebung U’ von ¢, in T' und

!) M,(C) bezeichnet die Algebra der komplexen (g X g)-Matrizen, mit X bezeichnen wir die konju-
giert komplexe Matrix.
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