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Folgendes Beispiel mdge das illustrieren: Es sei Cy die durch
Fo=T3—-T:—T}=0,
Go=T}+Ti+T5=0

definierte Kurve vom Geschlecht 4 in P3. Genau nach der Methode von 4.3.C. be-
rechnet man, daB C,, definiert durch

F(t, T) = Fo(T) + t,T3,
+ ‘GTOT!TE + t7T0TlT3 + tDToTQTS + t’TlTaTa’

semiuniversell in { = 0 ist.

4.6. Weitere Eigenschaften von Mannigfaltigkeiten vom allgemeinen Typ

Ist V' N-kanonisch in Pr eingebettet, so ist Aut (V) & PGL(r + 1). Ist b der zu
V < Pr gehorige Parameter im Hilbertschema von P7, 80 ist also Aut (V) der Stabili-
sator von kb in PGL(N + 1), und daher ist Aut (V) eine lineare algebraische Gruppe.
Die dazugehorige Liesche Algebra ist

Kern (Aut; (V X I,) = Aut (V)) = HY(V, wy).

Fiir Kurven ist sofort klar, dal H°(V, wy) = 0 ist. Das gilt auch (zumindest im Fall
der Charakteristik 0) fiir h6herdimensionale Mannigfaltigkeiten.

4.6.1. Satz. Ist V vom allgemeinen Typ und char (k) = 0 oder dim V =1, so ust
Aut (V) endlich und diskret.

Nach Koparras ,,Vanishing Theorem‘* gilt namlich: Ist V eine projektive algebra-
ische Mannigfaltigkeit der Dimension n, singularitétenfrei und B eine ample umkehr-
bare Garbe, so ist HI(V, Q% ® B) = 0 fiir p + ¢ > n (KODAIRA-ARIZUKI-NAKANO).
In unserem Fall ist also H*(V, £} ® w) = 0 und nach SERRES Dualititssatz daher
auch HY(V,6y) =0, q. e. d.

Zum Beispiel ist fiir ,,allgemeine‘ Kurven vom Geschlecht > 2 die Automorphismen-
gruppe trivial, fiir allgémeine Kurven vom Geschlecht 2 ist die kanonische Involution
der einzige nichttriviale Automorphismus.

Fiir hoherdimensionale Mannigfaltigkeiten und positive Charakteristik scheint nichts
derartiges bekannt zu sein. Aus dem Satz folgt insbesondere:

(1) Fir Mannigfaltigkeiten mit ampler kanonischer Garbe ist die semiuniverselle
Deformation universell (vgl. Kap. II).

(2) Die Orbits von PGL(N + 1) in Hy 4 sind glatte Untermannigfaltigkeiten der
Dimension (¥ + 1)2 — 1.

b. Weitere Beispiele — Polarisierung

Die bisher betrachteten Beispiele von Mannigfaltigkeiten waren alle mit einer pro-
jektiven Einbettung versehen. Wir betrachten jetzt zwei Beispiele, bei denen das
nicht der Fall ist.
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6.1. Abelsche Manniglaltigkeiten und komplexe Tori

Es sei k = €9, L < €7 ein Gitter mit der Periodenmatrix 2, = (I,, Z), I, = (;),
Z = (zij) € My(C)!) und A, = C9/L eine abelsche Mannigfaltigkeit. Man erhilt auf
folgende Weise eine Deformation von 4, in der Kategorie der komplexen Rédume: Es
sei U — M,;(C) eine Umgebung der 0 derart, dall

I,Z+X
det (I,Z i f) +0

auf U ist, und es sei A = € X U/Z¥ beziiglich der Operation

(pe Z¥, QX)= (E),Z + X),z€ C9), f: A — U Projektion. Dann ist (4dy; X € U)
eine Deformation von A4, (Ay = f-1(X)). Die Deformationen sind zwar noch kom-
plexe Tori, aber im allgemeinen keine algebraischen Mannigfaltigkeiten.

Damit ein komplexer Torus A = C¢/L algebraisch ist, ist es notwendig und hin-
reichend, daBl auf C¢ eine positiv definite hermitesche Form H(z, y) existiert, so dafl

1
E,y) = 5 (H(x,y) —H (y, x))

auf L X L nur rationale Werte annimmt (Riemannsche Periodenrelationen).

Um zu vermeiden, daBl man nicht-algebraisierbare Deformationen erhélt, mufl man
polarisierte abelsche Mannigfaltigkeiten (4o, H,) betrachten, d. h. 4, plus eine ,,Rie-
mannsche Form*‘ H,,.

Es sei

S = {X € Ma(c)’ EO(Q(X) p; 'Q(X) 9) = EO(QOP: 90‘1): P, q € 220}_

Dann ist § eine nichtsinguldre analytische Mannigfaltigkeit der Dimension g(g + 1)/2
und die obige Deformation, eingeschrankt auf 8, liefert eine Deformation (Ay, Hy;
X ¢ 8) der polarisierten abelschen Mannigfaltigkeit (4o, H,).

Die beiden betrachteten Deformationen sind semiuniversell in 0: Ist (4f,¢ € T') eine
beliebige analytische Familie komplexer Tori, 0: 49 2~ A4, (t, € T') ein Isomorphismus,
80 betrachten wir das Vektorbiindel ¥ — 7' (= Biindel langs der Fasern von 4’ — T,
eingeschriankt auf den Nullschnitt) sowie die Exponentialfunktion

Ist L' = V der Kern von exp, dann ist A’ = V/L’, L’ ist ein lokales System iiber 7'
und erzeugt V iiber R. Wegen 4; ~ A, gibt es eine Umgebung U’ von ¢, in T' und

!) M,(C) bezeichnet die Algebra der komplexen (g X g)-Matrizen, mit X bezeichnen wir die konju-
giert komplexe Matrix.

~
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Isomorphismen
VIU ~Cox U’
t

LU > Zux U’

so daB Q(t5) = 2o, 2(t) = 2, + (0, X(¢)) und somit ¢ > X(¢) holomorph ist.
Wenn wir voriibergehend als Familie polarisierter abelscher Mannigfaltigkeiten
(4f, H,; t € T) eine Familie komplexer Tori mit einer analytisch von ¢ abhingigen

H
Riemannschen Form ¥, X ¥, — C bezeichnen, so erhalten wir ferner:

Ist (44, Ho) => (4:, H,), so hangt E,: L, X L, - @ nicht von t ab, also E, = E,
und
Eq(2(t) p, 2(t) ¢) = Eo(20p, 201)

d. h,, t - X(t) ist ein Morphismus (komplexer Riaume!) U — S, durch den (4;, H,)
induziert wird.

Um von ,,Semiuniversalitit'‘ in der Kategorie der algebraischen Schemata zu reden,
mul noch gekliart werden, wie man erstens ,,Polarisierung‘‘ algebraisch definieren
kann und ob zweitens U — S algebraisch ist (vgl. dazu Kap. IT). Nach dem Satz
von APPEL-HUMPERT entsprechen sich die Riemannschen Formen und die amplen
Linienbiindel L — 4, umkehrbar eindeutig (Z reprisentiert die erste Chernsche
Klasse von L). Das ermoglicht, auf algebraischem Wege den Begriff ,,polarisierte
algebraische Mannigfaltigkeit‘‘ zu definieren (T. MAaTsUSAKA [1]).

5.2. Polarisierung

Fiir eine Mannigfaltigkeit V sei Pic*(V) die Gruppe der Cartierdivisoren, fiir die ein
ganzzahliges Vielfaches algebraisch dquivalent zu 0 ist.

Eine inhomogen polarisierte algebraische Mannigfaltigkeit ist ein Paar (V, k), V eine
algebraische Mannigfaltigkeit, & € Pic(V)/Pic*'(V) eine Klasse, die einen amplen
Divisor enthélt (=get ,,» ist ampel‘). Eine homogen polarisierte algebraische Mannig-
faltigkeit ist ein Paar (V, H), H < Pic(V)/Pic*(V) ein Strahl durch eine ample
Divisorenklasse 2 (d. h. H = {A'; I m, n > 0, mh' = nh)).

Der Begriff eines ,,Morphismus polarisierter Mannigfaltigkeiten‘ und einer ,,Familie
polarisierter Mannigfaltigkeiten*, Deformation usw. ist klar.

Fiir abelsche Mannigfaltigkeiten ist Pic(V)/Pic*(V) enthalten in Homyy(V, Py ¥
duale abelsche Mannigfaltigkeit) (induziert durch L € Pic(V) +> (s — pr; — pry)*L
€ Picy (V) = Hom(V, V), vgl. D. MumrorD [6], S. 74). Jede Polarisierung & von V
definiert also einen endlichen (vgl. D. MuMFORD [6], S. 84) Morphismus Ak: V —V
abelscher Mannigfaltigkeiten und ist durch diesen eindeutig bestimmt. Die Polari-
sierung heilt separabel, wenn Ak eine separable Isogenie ist.

Ist V = C¢/L iiber C definiert und die Polarisierung durch die Riemannsche Form
H(z, y) gegeben, so ist

P = Hom,uy(Cs, C)/H(—, L)

(,,anti‘‘ = antilinear, H(—, L) bezeichnet die Menge aller Antilinearformen z > (2, p)
mit p € L), und Ah: V — ¥ wird induziert durch z > H(—, z).
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5.3. Weiteres iiber Deformationen abelscher Mannigtaltigkeiten

Es sei V, eine abelsche Mannigfaltigkeit iiber einen Korper k. Um Deformationen von
Vo zu studieren, muB man erstens die Deformation der zugrunde liegenden Mannig-
faltigkeit und zweitens die Deformation der Gruppenstruktur studieren. Letzteres
ist jedoch nicht nétig nach einem Resultat von D. Mumrorp [4], S. 124, Prop. 6.15
und Thm. 6.14, auf jede Deformation der zugrunde liegenden Mannigfaltigkeit
1aBt sich die Gruppenstruktur von V, bis auf eine Translation eindeutig liften, da es
geniigt, den Nullschnitt zu liften, was nach dem Henselschen Lemma mdoglich ist.
Es ist

Hl(Vo; 6V.) = Hl(Vo’ @V.) ® Ho(Vo, Gv.),
HY(Vy, Oy,) = H¥(V,, Oy,) ® H(V,, By,),

also dim HY(V,, Oy,) = g* (¢ = dim V). Die kanonische Involution z > —z auf V,
induziert in H°(V,, Oy,) die Multiplikation mit —1, und weil das Hindernis fiir die
Liftung infinitesimaler Deformationen in H*V,, @y,) liegt und invariant beziiglich
universeller Automorphismen ist (also beziiglich der Involution), muB es (falls
char (k) # 2 ist) verschwinden, das gilt auch noch im Fall char (k) = 2 (F. Oort [1]).
Man kann ohne groBen Aufwand verifizieren, daB sich jeder Automorphismus von
Deformationen infinitesimal liften 1ifit. Wir erhalten daher aus dem Satz von
ScHLESSINGER (vgl. Kap. IT) in Ubereinstimmung mit 5.1.:

Ist A ein kompletter diskreter Bewertungsring mit dem Restklassenkorper k, A
= A[[®11, «vey Tygy ons Zgy, o0, Tyyll, 80 gibt es eine mit der Reduktion mod m» ver-
triigliche Folge V, — Spec (4/m"*!) abelscher Schemata iiber Spec (4/m"+1), n
=0,1,... (und wobei V, die gegebene abelsche Mannigfaltigkeit ist), die eine Pro-
darstellung des Funktors der lokalen Deformationen von V, liefert. (Dies geht im
wesentlichenauf A. GROTHENDIECK [3] sowie A. GROTHENDIECK und M. DEMAZURE [1]
zuriick.) Das Beispiel 5.1. zeigt jedoch, dal diese Folge keine Chance hat, durch ein
abelsches Schema iiber Spec (4) induziert zu werden. -

6.4. Beziehung zwischen den Deformationen polarisierter und
nicht polarisierter Mannigfaltigkeiten

Es sei V, glatt und irreduzibel, ¥ — § eine Deformation von V,. Da Pic}s < Picy(s
offen ist, laBt sich eine Polarisierung von ¥, auf héchstens eine Weise zu einer Polari-
sierung von liften'), d. h., bezeichnet D, den Funktor der Deformationen polarisierter
Mannigfaltigkeit (V, ko), so ist D, ein Subfunktor von D (Funktor der Deforma-
tionen von V).

5.4.1. Satz. D, ist ein abgeschlossener Subfunktor von D, und es gibt ein kommutatives
Diagramm mit exakten Zeilen

0 — Dy(I,) - D(I,) > H%(V,, Oy,
¢

H\(V,, By,) - H%(V,, Op,)

') 8ind &, &; ¢ Picyis(8) und & ® k(0) = & ® k(0) mod Picys(S), so ist (& — &) (Pic;qs)
eine Umgebung von 0 in 8, iiber der £, und &, dieselbe Polarisierung definieren.
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Beweis. Ist V>4 eine analytische Familie, so kann man wie folgt argumentieren:
Es sei I kohirente Idealgarbe auf 8, die O definiert, dann ist

0 - 10y = 0% —> 0%, — 1
exakt, und hieraus resultiert eine exakte Folge
Picyls - Pi(!y' -> R’p* (I@y).

Dem Element & € Picy,(C), das der Polarisierung entspricht, entspricht ein Schnitt
von R3p,(I0y), d.h. ein s: 05— R*p,(I0y); es sei J < Os der Kern. Durch
die Idealgarbe J wird ein abgeschlossener Unterraum S’ von S definiert. Ist
V' =V xs8, dann ist V' — 8’ der gréfite Unterraum, auf den sich die Polarisie-
rung liften 1aBt.

Im allgemeinen Fall argumentiert man analog, wobei man, um die Exponential-
funktion zu haben, infinitesimale Liftungen betrachtet. Man priift z. B. die Bedin-
gungen des Schlessinger-Kriteriums nach; dazu geniigt folgende

Bemerkung. Es sei

AI! ‘ AII/tAII

A —— At

ein kommutatives Diagramm lokaler Artinringe, 4"’ ~tA' ~k, V'’ — Spec (4")
eine Deformation, V' = V"’ ® 44", V"' = V" @, A" [tA”. Dann wird durch die
exakten Folgen

0_—'T|‘".—+0J‘.:H_—’wi"—+l €(f) =1 +tf)

0 —t Oy, —+ 0% > Oy > 1

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen induziert:

0 — HY(V,, 0y,) — Pic(V"') — Pic(V"") — H3(V,, ay,)

I ¥ { I
0 — HY(V,, Oy,) — Pic(V') — Pic(V') — H2(V,, Oy,)

Zu jeder Deformation V, — I, betrachte man die analoge Folge. Damit die Polari-
sierung auf V, fortgesetzt werden kann, ist notwendig und hinreichend, da8 das Bild
von h, beziiglich des Verbindungshomomorphismus éy, in H%(V,, @y,) verschwindet.
Also ist die Folge

0 — Dy(I,) - D(I,) » H¥(Vy, Oy,); Vi | I, — 6by,(he)

exakt.
Wir wollen die Komposition dieser Abbildung mit der durch die Kodaira-Spencer-
. Abbildung induzierten H(V,, @y,) = D(I,) berechnen. Dazu sei (g,5) ein 1-Ko-
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zyklus von (},, der ein zu &, gehoriges Linienbiindel L reprisentiert beziiglich einer
hinreichend feinen Uberdeckung (U,) von V,, so daB

Oy | Ui Oy, DT 0p,) | Us (I, = Spec (k[1])),
f(f1 Vo 1du(f))

ist. Dann ist o,; = d; — 6, € Oy, (U,s) ein 1-Kozyklus, der die Kodaira-Spencer-
Klasse représentiert.

Ist §,; diejenige Liftung zu einem Schnitt von O (U,s) mit 8,(f.s) = 0, so wird
dy,(ho) reprisentiert durch den Kozyklus 8,/§.s§s,525), also durch

Qnﬁ(gﬂr)
9oy

(da 9, eine Derivation ist und 6, = 05 — .5, 8180 6,(§5,) = —0as(gsy))-
Dieser Morphismus HY(V,, Oy,) — H3(V,, 0y,) ergibt sich auch aus einer von ATIYAH
entdeckten exakten Folge, die in unserem Fall wie folgt definiert ist:

/aﬂr ==

0—>0p,—&—0p,—0,

wobei & die Garbe der G,-invarianten Vektorfelder in p,Op, P das zu (g,5) gehorige
G,,-Prinzipalbiindel und @y, isomorph der Untergarbe der Vektorfelder lings der
Fasern von P — V, ist (die durch den folgenden globalen Schnitt erzeugt wird:

Auf U, sei P| U, >~ U, XG,, p+ (P, t.(p)); dann ist das auf U, durch ¢, -5?— re-

prisentierte Vektorfeld G,-invariant und erzeugend). Es gilt dann
5.4.2. Satz.

d:cls (Qaﬂ) - cls (_Q“ﬂ(gﬂr) ),
Gy

Hl(Vo: 9!’.) = Hz(Vo: 0;;.)

st der Verbindungsmorphismus der Atiyah-Folge.
Man iiberpriift das durch direkte Rechnung.

Wir wollen schlieBlich noch eine Abschétzung fiir die Anzahl der Gleichungen geben,
durch die der Parameterraum der semiuniversellen Familie definiert wird.

5.4.3. Satz. Es sei V, eine glatte Mannigfaltigkest iiber einem beliebigen Korper k,
m = dim H (V,, Oyp,), r =dim H*(V,, Oy,) und s = dim H%(V,, Oy,). Es sei A
ein lokaler Henselscher Ring mit dem Restklassenkirper k und A eine A-Algebra, iiber
der eine semiuniverselle (oder formal semiuniverselle) Deformation V von V, definiert
sei. Dann ist emdim 4 A = m, und ist B eine glatte bzw. formal glatte lokale A-Algebra
der relativen Dimension m diber A, so dafj A Quotient von B ist, so wird Kern(B —> A4)
durch r Gleichungen f,, ..., f, € B erzeugt. Ist h, eine_Polarisierung von V,, 8o gibt es
weitere s Gleichungen g, ...,9,€ B, 8o dap hy auf V =V @, (4|14 + --- + g,4)
geliftet werden kann zu einer Polarisierung h und (V, k) eine semiuniverselle Deforma-
tion von (V, k) ist.

Beweis. Es sei I = Kern (B — 4) und » so groB, daB I nmj* = mpgl ist. Ist A4,
= A/m3*, B, = B|/mgl + m}%*! (mp Maximalideal von B), dann ist

0—>I/mgl - B, > A, —~>0
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exakt (wegen A, = B/I + m3*?, I 4+ m}3**/mpl + n**' == I/mgl) und das Hindernis,
um V, =V ® 44, auf B, zu liften, liegt in H%(V,, Oy,) ® I/mpl (vgl. Kap. II), ist
also von der Form f.e, + --- + f,e, mit f; € I, ¢,, ..., e, Basis von H3(V,, Oy,).

Da das Hindernis sich funktoriell verhilt, 1aB8t sich V, auf B,/f,B, + --- + [,B,
fortsetzen, und wegen der Semiuniversalitit von V erhalten wir daher ein kommu-
tatives Diagramm von surjektiven Abbildungen

A.
B, = ://,{-r---w,&\—l‘-m.

go daB m3*1B, = 0, also ¢ ein Isomorphismus ist. Daher ist

HB + +++ + f,B 4 mpl + m3*! = I + my*?,

und hieraus folgt leicht I = f,B + --- + f,B.

Der Beweis im polarisierten Fall ist analog (indem man von 4 und dem Ideal J < 4
ausgeht, so daB die semiuniverselle polarisierte Deformation iiber A4/J definiert
ist).

In dem in 5.1. betrachteten Beispiel abelscher Mannigfaltigkeiten iiber € sind die
Gleichungen g durch

(in Koordinaten aufgeschrieben) gegeben.

Fiir abelsche Mannigfaltigkeiten iiber Korpern endlicher Charakteristik (und A
z. B. Ring der Wittvektoren, also von der Charakteristik 0) liegen die Verhéltnisse
nicht so einfach. Insbesondere bedeutet das Liftungsproblem fiir abelsche Mannig-

faltigkeiten zur Charakteristik 0, ob die Restklassencharakteristik p € J(g,, ..., g;)
(wenn nicht, kann man liften, z. B. durch eine geeignet allgemeine Faser der uni-
versellen Deformation der polarisierten Mannigfaltigkeit).

5.6. Weiteres Beispiel: K3-Flichen

Der Grundkérper sei €, unter einer K3-Flache versteht man eine kompakte komplexe
zweidimensionale Mannigfaltigkeit ¥ mit

wy=~ 0y und HYV,0,) =0.

Wegen dim HY(V, C) < 2 dim HY(V, 0y) ist dann auch
H\(V,C)=0, HYV,2)=0.

Aus der Noetherschen Formel

KO =p, — g+ 1= 22 FLP)

folgt wegen p, = dim H'(V, wy) = 1, ¢ = dim H(V,0y) =0 und (v - w) = 0, daB
2(V) =24, also dim H¥V, C) = 22 = k%2 4 A1 4 A3O
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