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136 Hemwz-J6ra FITZNER u. a.

Beweis von Satz 4.4.5. Zuniichst gelte fiir V — S die Bedingung (i) und (ii). Aus (i)
folgt sofort, daB ¥ — S versell ist. Es bleibt daher zu zeigen, daB fiir zwei Tangential-
vektoren a: I, — 8, f: I, — S (I, = Spec (k[t]/(#)), k der Definitionskdrper von W)
folgendes gilt: Sind a*(V) und g*(V) (als Deformationen von W,) isomorph, so ist
& = p. Da V durch W induziert wird und da fiir zwei N-kanonische Einbettungen
V', V" C PrxI, mit Vj=Vy = W, jeder I,-Isomorphismus V' => V", der auf
W, die Identitat induziert, durch einen projektiven Automorphismus id + tX
€ PGL(r + 1) (I,) induziert wird (X € 8I(r + 1, k)), ist

ix(a) = iy (B) + »(X)
(i: 8 — H' Einbettung), also ist & = m,i,(x) = f = 7yty(f)-
Es sei umgekehrt ¥V —> § semiuniversell. Dann gibt es eine Abbildung n: H' — 8, so
daB W | H >~ V X sH’ (als Deformation von W,) ist, deren Tangentialabbildung n*
eindeutig bestimmt ist. Da W — H versell ist, gibt es andererseits einen Morphismus
j: 8 > H’, durch den V aus W induziert wird, und 7 o j ist dann ein Morphismus
8 — 8, durch den V aus V induziert wird und dessen Tangentialabbildung demzufolge
die Identitit ist. Daher ist z 0 j ein Automorphismus von 8, und ¢ =:j 0 (w0 j)™:
S — H' ist ein Schnitt von =, also gilt (i).
Ist @ der Funktor der infinitesimalen Deformationen von W, so ist

Hy Xs+Hy < Hy XgH;,
und wegen (Hy Xs Hg) (I)) = (Hs X gHy) (I)) ist

H(‘; X s+ H(; = H(; X@H&.
Andererseits ist Hy X o H, dasBild von Hy X PGL(r 4+ 1)" in Hg X Hy, und somit
erfiillt Hy — S, die Bedingung (ii). Das gilt dann auch bereits fiir H* — § (im Hen-
gelschen Fall), also gilt (ii). _
DaB H’' — 8 (formal) glatt ist, folgt aus der Tatsache, dal W | H' — H' versell ist.

Um zu zeigen, daB » surjektiv ist, geniigt es nach dem Lemma von NAKAYAMA zu
zeigen, daf}

3l(r + 1) = (T'as)o

surjektiv ist. Das bedeutet: Wenn V, < P¥ x I, (I, = Spec k[t)/(t2)), I,-glatt mit der
speziellen Faser V, C V, gegeben ist und als Deformation isomorph zu V, X I, ist,
go gibt es ein g = 1 + X (X € 8[(r + 1)), d. h. aus PGL(r + 1) (I,) liber 1, das iiber
dem V, & P¥ X I, entsprechenden Punkt von (T s), liegt.

Die Isomorphie von V; mit VX I, induziert auf V, die identische Abbildung, und
da beide Schemata V; und V4 X I, N-kanonisch in P* X I, eingebettet sind, ist jeder

Isomorphismus durch einen I,-Isomorphismus P I, 2, Prx I, induziert, g ist
daher von der Form 1 + {X. Damit ist Satz 4.4.5. bewiesen.

4.5. Kurven vom Geschlecht 4 und 5

Wir illustrieren Satz 4.4.5. an Kurven vom Geschlecht 4 und 5. Ein Beispiel dazu
hatten wir schon in 4.3.C. betrachtet. Wir betrachten Kurven vom Geschlecht 4 und 5,
die kanonisch in den projektiven Raum eingebettet sind.

Der Grad einer kanonisch eingebetteten Kurve ist 2p — 2, ferner ist dim H%(w®")

= (2n — 1)(p — 1) fiir n > 1und (n :f—l- l) die Dimension von HO(PP-1, OP?P-1(n)).
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Hieraus folgt unmittelbar:

(1) Eine kanonisch eingebettete Kurve C C P® vom Geschlecht 4 ist durch eine
quadratische und eine kubische Form definiert (da der Grad des durch eine quadra-
tische und kubische Form definierten Unterschemas gleich 6 ist).

(2) Eine kanonisch eingebettete Kurve C C P* vom Geschlecht 5 ist durch drei qua-
dratische Formen definiert oder trigonal. Denn HO(P4, 0p:(2)) — HO(C, 0c(2)) ist
surjektiv (€¢(2) = 0$?), und es ist

dim HO(P4, 0p.(2)) = 15, dim H(C, 04(2)) = 12.

Also gibt es drei linear unabhingige quadratische Formen, die auf C' verschwinden.
Die Formen miissen irreduzibel sein, da C irreduzibel ist und keine Linearform auf ¢
verschwindet. Falls drei derartige linear unabhéngige Formen eine Kurve (vom Grad 8)
definieren, folgt die erste Behauptung.

Hieraus folgt: Wenn wir P® bzw. P!® mit dem Raum der quadratischen bzw. ku-
bischen Formen in vier Unbestimmten 7T, T, T,, T identifizieren und wenn M,,
--+» M,y die Monome vom Grad 3 in irgendeiner Reihenfolge bezeichnet, so ist das
Hilbertschema der kanonischen Kurven < P8 gleich

H = U H;;i, < P*x P,
0=, <ig<ig<i, =19
H,'.,'.;.," = {(F, G) mit F ¢ Po, Ge Plﬂ’ rg (dF, dG) =2,

rg(TOF’ TlFa T2Fy TBF; Mi; j F1,) = 20,
G Linearkombination der M;, j = 4,
< P? x P15 (offener Unterraum)

(wobei P8 hier der von den M;, j < 4,, aufgespannte Unterraum ist).

Analog erhalten wir, wenn wir mit P14 den Raum der quadratischen Formen in
Ty, ..., T'y bezeichnen, fiir das Hilbertschema der nichttrigonalen kanonischen Kur-
ven C P4:

H = U Hp,,, < P14 Pl x P14,

wobei wieder die quadratischen Monome in irgendeiner Reihenfolge My, M,, ..., M,,
angeordnet seien, I,, I, I; jeweils Zweiermengen {0, ..., 14} sind, die disjunkt sind,
und Hy, 1,1, wie folgt definiert ist: Es sei L; der von den M, j ¢ I, aufgespannte
Unterraum von P! (dim L; = 12). Dann ist

Hpra, = ((Fy, Fy, Fy) € Ly, X Ly, X Ly,; 1g(dF,, dFy, dFg) = 3,
F,, F, und Ly, usw. (zyklische Vertauschung) spannen P® auf}
C Ly, X Ly, X Ly, (offener Unterraum).

Hat man jetzt eine Kurve C, vom Geschlecht 4 oder 5 gegeben, die sich kanonisch
einbetten laBt (also nicht hyperelliptisch ist), so kann man eine Familie von solchen
Kurven (C,),cs bestimmen, die die Kurve C, (zu dem ,,Parameterwert* 0) enthilt
und in einer Umgebung von 0 in jedem Punkt semiuniversell ist.

Man bestimme wie in 4.3.C. den Tangentialraum an das Orbit des C, entsprechenden
Punktes & € H (nach Wahl einer kanonischen Einbettung) beziiglich der kanonischen
Operation H X PGL(N + 1) - H (N =3 oder 4) und einen dazu transversalen
Unterraum S — H (0. B.d. A. § = linearer Unterraum n H). In allen Punkten, in
denen 8 transversal zum Orbit ist, ist die auf § induzierte Familie von Kurven semi-
universell.
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