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kurve zu 8/dz, mit dem Anfangswert

pe(z, 0) = p(x);
also ist

pp(x,2) = p) + 0,...,0,2) ind; X -+ X d,
(Parallele zur ,,z,-Achse‘). Setzen wir
¥(®) 5 9@, —2z(p)),

80 ist py(x) € 4, X -+ X 44 X {0} (d. h., p() liegt iiber der ,, Ebene* z, = 0); y liefert
also eine holomorphe Abbildung

14 - V' = Ay X -+ X gy X (0)

|

/ el —_— ololn
4 X g Aq Projektion 4y X ~ A,,_! x {0}

Durch z + (p(x), Zy(p(x)) erhdlt man also einen T-Morphismus V — V' X 4,; das
ist ein Isomorphismus (Umkehrung: (2, z;) — @(2', 2,)).

V' — 4y X+ X 4y, erfiillt wieder die Voraussetzung und ist daher nach Induktions-
voraussetzung lokal trivial.

4. Beispiele fiir semiuniverselle Deformationen
4.1. Starre Mannigfaltigkeiten

Ist V eine singularitdtenfreie komplette Mannigfaltigkeit, so dal HY(V, Oy) = 0, so
gibt es keine infinitesimalen Deformationen erster Ordnung und folglich nur triviale
lokale Deformationen.

Beispiele fiir solche Mannigfaltigkeiten sind die projektiven Réume P* bzw. multi-
projektiven Raume P™ X --. X P, Die Garbe @ der Vektorfelder ist hier die folgende
Garbe : Es gibt eine kanonische exakte Folge von Vektorbiindeln iiber V = P* = P(W)

O>N>VXW—>M—->0, M=VXW|N,

wobei N dasjenige Unterbiindel des trivialen Biindels ¥V x W ist, dessen Faser im
Punkt p € V die entsprechende Gerade von W ist. Dann ist

Qy = Hem (M, N), Oy = Hom (N, M) = Opa(1) ® O(M);
also ist
0 — Opn — Opa(1)*t1 — Opa — 0

exakt. Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung.
4.2. Rationale Flichen

Beispiele fiir rationale Flichen sind V = P2, V = P1 X P! und die zu den Vektor-
biindeln L®™ (P I — P! (L — P! X A? kanonisches Unterbiindel des trivialen Biin-
dels, I eindimensionales triviales Biindel) assoziierten projektiven Biindel P(L®" D 1)
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= V™, die man auch wie folgt beschreiben kann:
Vim — P! x P? =: Menge aller (x: ¥, % : v: w) mit
™y — ymu = 0. (1)

Bekanntlich erhdlt man auf diese Weise alle relativ minimalen rationalen Flichen;
V™ ist nicht minimal (sondern Aufblasung der projektiven Ebene in einem Punkt).
(Vgl. hierzu I. R. SCHAFAREWITSCH u. a. [1].)

Wir zeigen jetzt an einem auf HirzEBRUCH zuriickgehenden Beispiel, dal die Flachen
V™ und V(m-2b (2k < m) in ein und derselben algebraischen Familie vorkommen,
und zwar in folgender:
V < P1x P2 X A! itber A,
definiert durch
My — ymu = takym—ky, (2)
Fiir T & 0 sind die Flachen V; isomorph zu V,, die definiert ist durch die Gleichung
™y — ymu = rkym—kw

(indem man (z:y, u:v:w) > (x:y, u:v:tw), V,=> V, definiert). Also ist iiber
der offenen Menge U = A! — (0} die Familie trivial.
Fiir ¢ = 0 erhélt man Vy ~ V™ d. h., die V;sind Deformationen von V.

4.2.1, Hilfssatz. V, >~ Vim-2b,

Wir geben dazu einen Isomorphismus pin-2 2, V, an. Wir definieren nun fir
(*:y,u:v:w) € Vim=2h

Dy, u:v:w) = (x:y, —(@™w + atym—*w?) .
(aky™—kup + ymow) : (x™uv + 2Fym—Fuw + am—kykvw + ymw?)). (3)

Man rechnet direkt nach (am einfachsten, indem man inhomogene Koordinaten
benutzt), daB dadurch ein Isomorphismus (iiber P!) definiert wird, q. e. d.
Es seien 0, oo die Punkte (0: 1), (1:0) auf P! und U,, U, < V™ die Urbilder der
offenen Mengen P! —{0} = 4,, P! —{oo} = 4, beziiglich der Projektion V(m — P1,
Auf 4, benutzen wir die Koordinate z = z/y, auf 4, die Koordinate 2’ = y/x = 1/z;
wir wollen HO(V(m, @), H(V®), @)sowie die Kodaira-Spencer-Abbildung, die zu der
Familie (V;);ea: gehort, berechnen.
Aus

U=Pxd,, Ug=xP'x4, Up==Pxd,

(Ui =:UynU,y, dyy=:4,n4,)

und aus
pr f=—4 0p1(2)
folgt
H\U;,0)=0;1+=1,212;
und daher liefert die Meyer-Vietoris-Sequenz, daB die Folge
0 — H°(V) - H'(U,) @ HYU,) - HY(U,,;) - H\(V) -0

exakt ist (die Koeffizientengarbe © in diesen Kohomologiegruppen haben wir in der
Schreibweise weggelassen).
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Wir benutzen folgende Koordinaten:

&ufU|:z=i,Eg=l,
Y w
auf U,: 2’ = 1/-, & =ﬁ;
x w
dann gilt
1
D= — d & =zm
z S und ¢ &
und somit gilt auf U, n U,
4 0
= ' ——
p= % T (5‘ as,)’
SRAN +m (¢ i
T T Caw T ™\0eg)
b} 0 1 0
20 = _ 2 -
© oz 2! + z' (4:l 35,)’
2 @
— =2 —,
0&, 08,
¢ d
S TR T
und
7 0
2 ___ — »'m e _
52 652 z ( 1 651)
Hieraus folgt (fiir m > 0)
4.2.2. Hilfssatz.
d ) 0 0
0( I/(m) = — klz2— — e
My @y = k= +k(z az) t (z o mz&‘ae,)

b m 0
k& — kz (&2 —),
+(gg) + 5 ()
HY (V™ @) = (kz + --+ + kzm—1) (')_Z— (mod HY(U,) @ HY(U,)),
l .
also
dim HY(V(™ @) =m + 5,
dim H{(V™ @) =m — 1.

Auf dhnliche Weise berechnet man p,0ya: und R'p,Oya:. Dazu seien W,, W, die
offenen Mengen in V, in denen z 4= 0 bzw. y &= 0 ist und Wy, = Wy n W,.
Mit denselben Koordinaten wie oben ist

r s 'z_; & =2™&, — 2kt
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und somit
0 2
_—— ' P
az g m =B g, e (6 )
2 P 9
25-=—25;,+(m k) 'k_23_ﬂ+ (518_5-,)’
0 0 t 0 m 0
2 = _ k) — e
= w T k) 2¥-83 9% " 2 (51 351)’
LIPS L
0§, o0& 2'mo¢,
0 t o 0
BT e T

0 0
5: 7%, = f2'm—2k 3_51 + 2tz'm-k (51 a—fl) g™ (‘fl af])

Es sei 7 ein globales Vektorfeld aus Oy ja:; auf W, hat n die Form

/)
n=Gg+ Ao+ A (60 5g) + s (8 57
(G, g, A,, A, Polynome in ¢ und z); auf W, gilt dann

n=—(6) o
tA , 0
[(m B O+ 72+ gt o+ rm 2"“‘]?5,
+ [m2'G + A4, + 2tz'm—k4,] (51 T )
+z'™4 0l
2 1 agl .
Wir setzen
Ay, = By + zn-%+1 0y 4 k1D, 4)

so dafl B, (bzw. C,) hochstens vom Grad m — 2k (bzw. k — 1) in z ist. Da z'm4,
Polynom in 2’ sein muB, ist dann auch D, héchstens vom Grad £ — 1.
Ferner sei

G =Gy + 22C(t) = a(t) + 2b(t) + 2%(®)

(a(t), b(t), c(t) Polynome in ¢). Der Vergleich mit dem Koeffizienten von &, - (8/2 &, ) er-
gibt dann (d(t) Polynom in &)

Ay =d(t) — me(t)z — 2t 2D, ()
und mit dem Koeffizienten von 9/9¢,, wenn k > 1 ist,

—2MA, = (m — k) t28=1 G + 13(2C; + 2¥t1D,) + t25(d(t) — me(t) z2 — 262 2D,)
= (m — k)ta(t) 2-1 1+ [(m — k) tb(t) + td(t)] 2* — ktc(t) #+! + 13%2(C, —2D,).
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Im Fall m > 2k ist Ay = 0 und

22D, — C, = (m — k) f(£) 2~2% + g(t) 25— — kh(t) 2%, (6)

a(t) = tf(t), c(t) =th(t), (m — k)b(t) + d(t) =tg(t). (7
Im Fall m = 2k ist

Ay =t2ay(t), Dy =ay(t)2*~! + E, mit deg, B, <k — 1, (8)

2By — Cy = (m — k) f(t) 252 4 g(t) 241 — kh(t) 2%; 9)

f> 9,k wie in (7). Somit ergibt sich

4.2.3. Hilfssatz. p,Oyar wird iiber Oas durch m — 2k + 5 Veklorfelder (falls
m > 2k) bzw. durch sechs Vektorfelder (falls m = 2k) erzeugt, die auperhalb ¢ = 0 ein
freies Erzeugendensystem bilden.

Beweis. Die Erzeugenden entsprechend der Wahl von [(t), g(¢), k(¢), b(¢) in (7) (bzw.
ao(t) in (8)) und von

By = po(t) + ;i) 2 + -+ + Pm—s(b) 2™ %
in (4), da nach (4), (5), (6), (8) und (9) dadurch eindeutig bestimmte Vektorfelder
definiert werden. Diese bilden nur in ¢ =0 einen Vektorraum der Dimension

< m — 2k + 5 (bzw. 6).
Analog ergibt sich

4.2.4. Hilfssatz. Rlp,Opa: wird iiber Oa: durch die Klassen von
35 (mod PxOw, ar + DyOwyar), v=1,...,m—1,
erzeugt, und R'%p,Opar wird durch die folgenden Relationen definiert:

122 =0 fiir 1Z5vZ2k,v £k,
0§,
0

tzt— = 0.
05,

Also st R! p-QVW auferhalb t = 0 frei vom Rang m — 2k — 1 (bzw. 0, falls m = 2k
1st).
Korollar. Auferhalb t =0 ist fiir m > 2k p,Oypar bzw. R'p,O a1 lokal frei vom
Rang m — 2k + 5 bzw. m — 2k — 1 und

(RipyByian) ® k(t) = HY(V,, 6)), i=0,1.
Fiir m = 2k gilt das analoge mit dem Rang 6 bzw. 0.

Benutzen wir auf W, die Koordinaten z, &,, t und auf W, die Koordinaten 2’, &, ¢, 8o
liefern in diesen Koordinatensystemen 9/ot Liftungen von 9/dt € @a:;, und benutzen
wir auf W,, die Koordinaten z, &,, t, so ergibt sich, daB die Differenz beider Liftungen
gleich z* . 9/9¢, ist. Somit ist die Kodaira-Spencer-Abbildung von V | T' durch

.2 k ____ 9 4 ] ) 4 9
w g (reizer (o) rolrm) 12 e ba)  w

definiert.
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Zusammenfassend gilt also

4.2.5. Satz. Die algebraische Familie V, = P! X P2, definiert durch z™v — y™u
=t a¥y™~*w, ist auPerhalb t = O algebraisch trivial, die Fasern V.t + 0, sind iso-
morph zu V=28, Die Faser V, ist isomorph 2u V™), also zu keiner der Fasern V,,
t == 0, isomorph.

Die Garben p, Oy r und R'p,Oy 1 sind auferhalbt = 0 lokal frei vom Rangm — 2k - 5,
m — 2k — 1 (bzw. im Fall m = 2k vom Rang 6 und 0), und

(p*QVIT) ®0A',l k(t) - HO( Vb 6‘): (11)

(B'PsOyir) D a0 K (8) - HY V1, 6y)
sind fiir t 3= 0 Isomorphismen, tm Fall ¢t = O jedoch nicht. Die Kodaira-Spencer-Ab-
bildung st durch (10) definiert.

Dieses Beispiel lehrt unter anderem folgendes:

1. Nehmen wir m = 2k, so daB es also keine infinitesimalen Deformationen von
Vi =~ P! x P! gibt, so kann es dennoch global nicht-triviale Deformationen geben.

2. Wenn die Kohomologie H(V,, @y,) einer algebraischen Familie (V,),¢s in einem
Punkt s = 0 einen Sprung macht (d. h., wenn (11) kein Isomorphismus ist in einem
Punkt s = 0), so ist es moglich, dall die Kodaira-Spencer-Abbildung in diesem Punkt
8 € § die Nullabbildung

Ty(S) — H'(V,. Oy,)

induziert, ohne daB die Familie trivial ist. (Zu diesem Zweck betrachte man die durch
die Abbildung s > s? induzierte Familie V,, s € Al.) Die Ursache fiir dieses Phanomen
ist, daB R'p,@y,s nicht mit Basiswechsel vertraglichist,d. h.,dal s > dim HY(V,. Oy,)
nicht stetig ist.

4.2.6. Satz. Die semiuniverselle Deformation der rationalen Fliche V'™ wird defi-
niert durch die Familie

m—1

Vi a™ — ymu = E‘t.x'y"'"w. te Am-1,
v=1

und den kanonischen Isomorphismus Vo~ V(m,

Das kann man beweisen, wenn man die Existenz einer semiuniversellen Deformation
schon als bekannt voraussetzt, indem man fiir die durch die Kodaira-Spencer-
Abbildung induzierte Abbildung 7'y (A™-!) — H}(Vi™, @) zeigt, daB sie ein Iso-
morphismus ist. Der Beweis ist im wesentlichen derselbe wie fiir (10).

Dann folgt, daBl A™-! im Nullpunkt und der Raumkeim 8, der zur semiuniversellen
Deformation gehért, isomorphe Tangentialriume haben, und somit wegen der Singu-
laritétenfreiheit von A™-!, daf S der Keim von A™-! im Nullpunkt ist. Diese Familie
ist auch ein Beispiel fiir eine semiuniverselle Deformation, die nicht universell ist.
(Jedes ¢ € GL(m — 1) induziert bis auf Isomorphie dieselbe Deformation!)

4.3. Algebraische Kurven

Am einfachsten ist hier wieder die Situation fiir elliptische Kurven und Kurven vom
Geschlecht 2. Wir setzen der Einfachheif halber wieder voraus, daB der Grundkérper
eine von 2 verschiedene Charakteristik hat und algebraisch abgeschlossen ist.



Modulprobleme in der algebraischen Geometrie I 127

A. Die Familie
Ei:y2=a2@—1)(@x —A)

(inhomogene Koordinaten) ist in jedem A % 0,1 universell, und jede elliptische
Kurve kommt in dieser Familie vor.

B. Die Familie
0(1"1.'1‘)3 yl = x(x — 1) (L’s — ).,x’ + l,x = 18)

ist in jedem (4, 45, 43) mit A3 == 0, 4, — A, + A3 &= 1 und Diskriminante = 0 uni-
versell, und jede Kurve vom Geschlecht 2 kommt in dieser Familie vor.

Zu A. Nach 2.1. wird jede Familie elliptischer Kurven lokal durch eine Gleichung
E: y* = ax® 4 ba? 4 cx + d definiert, wobei a = a(t), b = b(t) usw. regulire Funk-
tionen auf dem Parameterraum 7T sind.

Fiir t = 0 sei E, = E;; dann ist insbesondere a(0) = 1, und wir kénnen @ = 1 an-
nehmen. Fiir ¢ == 0 hat 2% 4 ba? + cx + d die einfachen Wurzeln 0, 1, 4, und daher
ist in einer Etalumgebung von 0 in 7'

2+ bafcx+d=(x—e)(x—e) (x — e)

mit e;(0) = 0, €,(0) = 1, e5(0) = A. Durch eine Koordinatentransformation erhilt
man daher

Ey:y2=a@x—1)@x— 1), A0) =14,

d. h.,die Familie wird durch die Funktion ¢ +> 1'(t) induziert, und A'(t) ist dadurch
eindeutig bestimmt.

Zu B. Der Beweis ist analog, man benutzt hierzu das Resultat aus 2.2.

C. Kurven vom Geschlecht 3. Wir betrachten Kurven vom Geschlecht 3, die nicht
hyperelliptisch sind ; nach 2.2. definiert dann die Garbe der Differentialformen w eine
Einbettung in die projektive Ebene P2 = P(H%w)), und da zwischen dem Grad m
(m — 1) (m — 2)
2

besteht, ist jede solcher Kurven vom Geschlecht 3 durch eine biquadratische Form
F(z,y, z) = 0 definiert.

Umgekehrt definiert jede biquadratische Form F(X, ¥, Z) mit dF == 0 (fiir (X, Y, Z)
= 0) eine kanonisch in P2 eingebettete Kurve vom Geschlecht 3. Die folgenden Diffe-
rentiale bilden eine Basis von H(C, w):

_X Y\ _ Xz
=7 \x) =R Ux)
Ys X Y: (Z
w=r,4(z) =5 (%)
Z¢ (X VA Y
=5 4(z) =74 (z)

(Man beachte die Relationen d(-{) = —;-;Y- (Z) usw. auf C sowie d(g)
X

2 Z Z VA
= —£ d (—Z—) usw.)

einer ebenen Kurve und dem Geschlecht p die Relation p =

Z? \X
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Auf der offenen Menge X + 0 ist z. B.

3 2
owmZL (T B (%)
Fs

X))~ TF Y\X
__Xz X\ Xz Y
"z==F 7))~ TF; \x)

alsoist (my iy 1 mz) = (X : =Y :2).

Ist (C,)s eine algebraische Familie von Kurven (Fasern von C As ),s08ind R'p,we;s
und p,wcs lokal frei vom Rang p bzw. 1 (vgl. Kap. IIT, Abschnitt 1), im Fall p =3
erhalten wir also lokal eine Faktorisierung C — P2 x S — S. Wenn eine Faser C,
(0 € 8) nicht hyperelliptisch ist, erhalten wir eine Einbettung C < P2 x S (8 mufl
eventuell durch eine Umgebung von 0 ersetzt werden!), d. h., C ist die Nullstellen-
menge einer Gleichung

Fs,X,Y,Z)=0
(Form vierten Grades in X, Y, Z, Koeffizienten aus I'(S, Cs), (%, ?%, %g)
=+ (0,0,0)). oxX" 0

Die semiuniverselle Deformation von C, muB also, falls sie existiert, durch eine Fa-
milie von Formen vierten Grades definiert sein. Wir kénnen annehmen, C, sei durch
eine Form

Fo=T5+ A(Ty, Ty) T§ + Ao(Th, T) T3 + Ag(T'y, To) To + Ag(T1, T) =0

definiert.

Die Menge der biquadratischen Formen in 7'y, T';, 7', bildet einen projektiven Raum
P4, auf dem SL(3) in kanonischer Weise operiert. Da Cy kanonisch in P? eingebettet
ist und

Aut(Cy)°P? — GL(H(C,, we,));
o (n > o%p)

injektiv ist, ist jeder Automorphismus von C, Einschréankung eines projektiven
Automorphismus ¢ auf C, d. h.

Aut(C)P? = {0 € SL(3), F§ = const - Fo} mod {* id},

und diese Gruppe ist diskret (die Liesche Algebra ist gleich
Kern (Auty,(Cy X I,) — Aut (Cy)) = H(Cy, O¢,) =0

nach dem Satz von RIEMANN-RoOCH).

Bezeichnen wir mit B, — P4 das Orbit von F, so ist also SL(3) — B, eine Etal-
itberlagerung und 31(3) — T'y,(B,) ein Isomorphismus.

Daher kann man den Tangentialraum in Fy an By, als Unterraum von P4 betrachtet,
wie folgt berechnen: Wir betrachten k[r] = k[t]/(t?); dann ist

tT'r,(Bo) = (Fd++X(T)[Fld+1X(1,0,0) — Fo | X € 31(3))

(den Quotienten bilden wir, um die transformierte Form Fl4+:X wieder so zu nor-
mieren, daB der Koeffizient von T§ gleich 1 wird). Setzen wir X = E;; (i 3= j) bzw.
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E\y — Eop, Eyy — Eg (Epq = Matrix mit den Koeffizienten z;; = 8;,0;,), 80 erhalten
wir die folgende Basis von T's)B,) (wegen
Fa+ X(T)=FoT)+ = [For.(T) (®aoT'o + 210T'y + 250T's)
F FoTl(T) @aTo + xnTy + 20Ty) + -+ ]

und
Fi+:X (1,0,0) = 1 — 1[4xg0 + a;%g + agZ0q],

wenn 4,(T,, T,) = a,T; + a,T,):

U01=F0T"To‘“a1F0’ U10=F01-.'Tn
Uoz‘—“FoT.'To—azFo’ Uzo=FoT.'Ta:
U12=F0T"Tn Uil‘_‘FOT"T?!

U" =F0T1Tl _FOT.'T0+4F0) U22=F01'.'T2_F01'.'T0+4F0'

Setzen wir noch Uy, = T'§ und ergéinzen diese neun linear unabhéingigen Formen vom
Grad 4 zu einer Basis, durch Formen G, ..., Gq (in denen o. B. d. A. T§ nicht vor-
kommt), so gilt

4.3.1. Satz. Die durch F(t, T) = Fo(T) + t,Gy(T) + - + t,Go(T) = 0 definierte
Familie C,, t € A® ist semiuniversell im PunktO (und in jedem Punkt ty, in dem G, ..., G,
transversal zum Orbit von F(ty, T') in P sind).

Beispiel.
Fo=T§+T4+T4,

F(t, T) = Fo(T) + t,T3T} + t,T3T\ T, + t,T3T}
+ tToT3T, + t:TT\T; + teT3T5.

Der Beweis des Satzes folgt daraus, daB SL(3) X A® — P14, (¢, F) > Fe, in einer
Umgebung von (id, Fy) ein Etalmorphismus ist (A® wird hier identifiziert mit
{Fo + t,Gy + -+ + t4G4 = F}) und weil jede Familie (C,)ss, in der Cy vorkommt,
lokal in s = 0 durch eine Form F(s, T') = 0 mit F(0, T') = Fy(T) definiert wird.

4.4. Mannigfaltigkeiten vom allgemeinen Typ

Eine komplette singularititenfreie Mannigfaltigkeit V heiBt von allgemeinem Typ,
wenn das N-kanonische Linearsystem |w®¥| (wy = 25, n=dim V) fiirein N > 0
eine birationale Abbildung definiert. Fiir dim V = 1 sind das die Kurven vom Ge-
schlecht > 2; fiir dim ¥ = 2 sind die folgenden Typen von Flichen nicht vom allge-
meinen Typ: Regelflichen, Enriquesche Flichen; K3-Flichen, abelsche Flichen und
Flichen mit einem elliptischen Biischel (vgl. etwa I. R. SCHAFAREWITSCH u. a.[1]).
Ein vollstindiger Durchschnitt ¥V — P von Hyperflichen H,, ..., H,_, vom Grad
my, ..., My_,ist genau dann vom allgemeinen Typ, wennm, + «-+ + m,_, > n + 1 ist
(wegen wy = Op(my+ ++- 4 My, — n — 1)).

B. G. MorsEzoN hat in seinem Vortrag in Nizza 1970 die Vermutung geiuBert, da8
alle Deformationen von Mannigfaltigkeiten vom allgemeinen Typ wieder von all-
gemeinem Typ sind. Wir wollen das hier beweisen unter der einschrinkenden Voraus-
setzung, daB |w®?| fiir ein N > 0 keine Basispunkte hat. Alle Basisschemata S, T

usw. werden als noethersch vorausgesetzt.

9 Beitrige zur Algebra 4
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4.4.1. Satz. Es sei V28 glatt und eigentlich, O € 8 und V, eine projektive algebra-
ische Mannigfaltigkeit vom allgemeinen T'yp mit der oben erwihnten Voraussetzung.
Ist S von der Charakteristik O (bzw. oy, ampel), so gibt es eine Umgebung S, von 0 in 8
und eine natiirliche Zahl N > 0, so daf3 folgendes gilt:

(i) P*Py®Y — w®¥ ist surjektiv iiber S,.

(id) Rip,w®¥1 = ( fiir alle i > 0 und q > 0, und p, @~ ist lokal frei und mit
Basiswechsel vertrdglich.

(iii) IstD:V |8y — Ps,(p,w®¥|8,) die N-kanonische Abbildung, W < Ps,(p, »®¥|8S,)
das Bild von V | 8,, so gilt:

a) W ist Sy-flach, und fir alle Sy-Schemata T ist (Pr)y Oy, = Oy,.

b) Es gibt ein offenes Unterschema U = V | 8,, so daf U, dicht in V, ist
fiir alle t € Sy; P tnduziert eine offene Einbettung U — W (bzw. ® ist ein
Isomorphismus V = W).

Beweis. Zunichst sei § von der Charakteristik 0. Fiir ein N > 0 hat nach Voraus-
setzung das Linearsystem |w§’.” | keine Basispunkte und definiert einen birationalen

projektiven Morphismus, das gleiche gilt auch fiir alle lw$*|, ¢ > 0. Nach einem
Satz von C. P. RaMaNvuJsaM [1] (Theorem 3) ist dann Hi(V, w‘?:'") =0firj =0,...,

n — 1 und alle m > 0; aus Dualitdtsgriinden (vgl. z. B. Kap. III, Abschnitt 2) ist
also Hi(V,, w?‘"‘) =0 firalles > 1 und m > 1.

Fiir N > 1 ist dann in einer Umgebung von 0 auch Rip,wH¥ = 0 fiir alle i = 1 und

Py frei und mit Basiswechsel vertriglich (Basiswechsel, vgl. z. B. Kap. III,

Abschnitt 1). Da der kanonische Morphismus p*p*w%g’ - w%’; auf V, surjektiv ist,

hat sein Kokern einen zu ¥V, disjunkten Triager F und ist daher zu p~Y(S — p(F))
disjunkt.

Insgesamt gibt es alsozu jedem Ng > 1 eine Umgebung von 0, iiber der p,w{¢ lokal
frei und mit Basiswechsel vertriglich ist, die hoheren direkten Bilder verschwinden
und p*p, 0P — 0PI surjektiv ist.

Wir zeigen, da8 fiir ¢ > 0 die Ng-kanonische Abbildung

Vo> PUHY(V,, @)

die Eigenschaft (@,), Oy, = Oy, (mit W, =: @,(V,)) hat. Es sei 7, ..., n, eine Basis
von H%Vo, $¥) und V,; die offene Teilmenge von Vo, auf der #; keine Nullstellen
hat, Vo= Vgou Vo U +«- U Vg

Fiir jedes ¢ sei W,; die offene Teilmenge in W,, die durch 5§ == 0 definiert ist. Dann
ist W, ..., W eine affine Uberdeckung von W, und @;'W,; = V. Ist jetzt z. B.
f eine auf ¥y, regulire Funktion, so ist f§ fiir ¢> O eine auf ganz V regulire ¢N-
fache Differentialform, also f € H(W o, Ow,). Da H(V y;, Oy,) endlich iiber HY(W ,;,0,)
ist, folgt daher fiir ¢ > 0 die Beziehung @, * Oy, = Oy,.

Wir ersetzen N durch gV fiir ein solches ¢ und zeigen, daB fiir ¢ > 0in einer Umgebung
von 0 die Behauptungen (i), (ii), und (iii) gelten. Indem wir S gegebenenfalls ver-
‘Kkleinern, kénnen wir annehmen, da auf S die Behauptung (i) gilt und (ii) fiir ¢ = 1.
Es sei € der Kokern von Oy — ®,0y. Wir zeigen, da supp € n W, = @ ist, so daB
also Oy — D,0y surjektiv iiber einer Umgebung von 0 ist. Dazu sei § = Spec(R)
Spektrum eines lokalen Ringes und 0 sein abgeschlossener Punkt.
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Wir konnen annehmen (Noethersche Induktion), daB fiir jeden echten Restklassen-
ring R’ von R der Morphismus 0y — @, (0y Qg R’) bereits surjektiv ist. Es seir &= 0
ein Element aus mg, I = anng(r). Da @y R-flach ist, ist

0 = Oy/10y — Oy — OyrCy — 0

exakt; also sind in dem folgenden kommutativen Diagramm die Zeilen exakt:

0 > D, (Oy[IC)) — DTy — By (Oy[rCy) — O
t t 1

O ——— O —— O [rOy — 0

(da der rechte vertikale Pfeil ein Epimorphismus ist). .

Hieraus folgt sofort, daB8 @y — ®,0y surjektiv ist, also supp € n W, = 0.

Wir konnen also jetzt @,0, = @), annehmen. Ist U — V die offene Menge der
Punkte, in denen @ quasiendlich ist, so folgt aus Zariskis Hauptsatz (in der Formu-
lierung z. B. aus H. KUurkE, G. PrisTeER und M. RoczeN [1]), daB @ auf U eine offene
Einbettung U — W induziert. Aullerdem ist U =+ @, da Vo n U = 9 ist.

Wir setzen Sy = p(U); dann ist S, eine Umgebung von 0 in 8 und U, dicht in V,
fir alle ¢ € 8,, d. h., es gilt (iii)b).

Insbesondere ist @, birational, und aus dem oben zitierten Resultat aus C. P. Rama-
NusaM [1] folgt dann Hi(V,, ©$¥?) = 0 fiir alle ¢ > 0, ¢ > 0 und nach Basiswechsel

(Kap. III, Abschnitt 1) somit auch Rip,w®4? = 0 fiir alle i > 0, ¢ > 0, und p,w®*

ist daher lokal frei und mit Basiswechsel vertriglich, also ist (ii) bewiesen.
Wegen

oR§7 = P*Oy(q)
und
PxP*Ow (9) = Pox[(POv) ® Ow(q)] = PoxOw(q)

(mit po: W —> 8, PrOJektxon) ist PoyOw(q) fiir alle ¢ = O lokal frei, und somit ist W
So-flach (W = Proj (Z‘ PP ), wenn N > 0 ist). Bei Basiswechsel T' — 8, ist Wy

= W X T daher das Bild der N-kanonischen Abbildung @r: Vy — Pr(preo®
und (D7), Oy, = Oy,

VTlT)

Der Beweis fiir den Fall, daB wy, ampel ist, verlduft vollig analog. Man hat dazu nur
zubeachten: Wenn oQ¥ eine projektive Einbettung definiert,so auch w®”¢ firg > 0.

Man kann also H'(V.,, w®”") = 0 fiir alle # > 0, ¢ > 0 annehmen. Die N -kanonische

Abblldung @ ist dann auf Vo eine abgeschlossene Einbettung. Das gilt dann auch iiber
einer Umgebung von 0, und wir kénnen N so gro8 wihlen, da Rip,w®i? = 0 fiir
t > 0, ¢ > 0 auf dieser Umgebung ist.

Fiir Mannigfaltigkeiten vom allgemeinen Typ ist die Gruppe der birationalen Trans-
formationen endlich, wie im folgenden priizisiert werden soll.

Essei V eine glatte Mannigfaltigkeit iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korperk.
Da V normal ist, ist jede birationale Transformation von V auf einer offenen Menge
U < V mit kodim (V — U) = 2 definiert. Daher operiert die Gruppe der biratio-
nalen Transformationen (linear) auf jedem der Vektorrdume H(V, w®¥), N € Z,

durch 7 > a*y (da HY(V, 0@¥) — HO(U, 0®¥) bijektiv ist). Wenn |w®¥| einen bira-
tionalen Morphismus @: V — P} definiert, induziert also jede birationale Transforma-

%
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tion « einen linearen Automorphismus &: P{ — P, der @(V) auf sich abbildet, und
umgekehrt induziert jeder solche lineare Automorphismus eine birationale Trans-
formation &« von V. Die Gruppe B(k) aller iiber k definierten birationalen Transforma-
tionen von V besteht also aus den k-rationalen Punkten eines abgeschlossenen
Untergruppenschemas von PGL(r 4 1) (Stabilisator von @&(V) < P}).

Funktoriell 1aB8t sich die Gruppe B(k) wie folgt interpretieren: Wir betrachten die
Kategorie der Noetherschen reduzierten Schemata S,S’, ...; es sei p: ¥V — 8 ein
glatter, eigentlicher Morphismus (mit zusammenhingenden Fasern). AuBerdem sei
fiir jedes (reduzierte!) S-Schema 8’ mit B(S’) die Gruppe aller birationalen Trans-
formationen «’ von ¥’ =: V X s 8’ iiber 8’ mit der Eigenschaft, daB der Definitions-
bereich von «’ und «'-! mit jeder Faser einen nicht leeren Durchschnitt hat, be-
zeichnet.

Hilfssatz 1. Jedes « € B(S) ist in den Punkten x von V mit codh Oy . < 1 definiert.
Beweis. Es gei t = p(z) € S. Da 0y, flach iiber 0g, ist, ist

codh Oy, , = codh 0y, , + codh O0s; = dim Oy, , + codh Os, < 1.

Ist dim Oy, , = 0,80 ist x allgemeiner Punkt in seiner Faser, und somit nach Defi-

nition von B(S) jedes « € B(S) in = definiert.

Ist dim Oy, , =1, so ist codh Os; = 0, also 0s, = k(t) ein Korper (da S reduziert

ist) und Oy, = Oy,, ein diskreter Bewertungsring. Daher ist x auch in solchen

Punkten definiert, und der Hilfssatz ist bewiesen.

Auf Grund dieses Hilfssatzes erhalten wir, daB fiir reduzierte S’ = Spec (R’) die Gruppe

B(8’) auf den R’-Moduln Ho(V’, w§2f§,) operiert (N € Z) (7 - a*7p).

Hilfssatz 2. Es sei N eine natiirliche Zahl derart, daf folgendes gilt:

(1) HYV, o®¥) =0 fiir allet € 8, ¢ > 0.

(2) Die N-kanonische Abbildung @: V — P = Ps(E) (mit E =: p,o§y) ist ein
birationaler Morphismus V — W =: &(V) < P mit ®,0y = Oy. Dann ist B
darstellbar durch ein endliches Untergruppenschema von PGL(E™), (E” duale
Garbe zu E).

Beweis. Es sei 0. B.d. A. § = Spec (R) affin, H(V, ©§3) frei vom Rang r + 1,

8’ = Spec (R’) ein 8-Schema. Fiir « € B(8’) induziert «** einen linearen Automor-

phismus & : P — P, der ®(V’) auf sich abbildet, und « +> & ist eine natiirliche Trans-

formation von Gruppenfunktoren.

Aus der Voraussetzung (1) folgt, dal p,w®%¥¢ lokal frei und mit Basiswechsel ver-

VIS
traglich ist, aus (2) folgt
Pa0PY? = PoxPu(P*Ow () = Pox (PaOr(9)) = PoxOw(q)

(po: W — S Projektion). Also ist W S-flach und W X 38’ = @g(V X s8’). AuBerdem
ist ' :

Ve =« L,V

W B W
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nach Konstruktion von & kommutativ und daher « durch & eindeutig bestimmt.
Somit wird B durch den Stabilisator von W in PGL(r + 1) dargestellt.

Um zu zeigen, daB B endlich iiber S ist, geniigt es zu zeigen, daB B eigentlich iiber 8
ist. Dazu geniigt es zu zeigen (Bewertungskriterium): Ist 8§ = Spec (R), R ein dis-
kreter Bewertungsring, so laft sich jede birationale Transformation ax von Vi
(K = Quot (R)) zu einer birationalen Transformation x von V iiber S fortsetzen.
Da V ein regulires Schema ist, 148t sich ax zu einem S-Morphismus «: U — V fort-
setzen, der auf einem offenen Unterschema U von V definiert ist, so dafl also
kodimy (V — U) = 2 ist. Dann ist fiir jedes 5 € HO(V, w‘@lg’ ) das inverse Bild a*y
auf U und damit auf ganz V definiert, d. h., a* ist eine R-lineare Abbildung

a*: HY(V, w%)sv) — HO(V, wa’;) .

und a* X K = (xx)* ist ein Isomorphismus.
Analog induziert aj' einen S-Morphismus a': U’ — V mit kodim, (V — U’) = 2
und «'*: H(V, w%‘s") — HY(V, w%’!{;’),
a'* Qp K = (xg)*1.
Dann ist (x* 0 a'*) ® K = id, (a'* 0 &*) ® K = id, also
a*¥oa* =a*oa*=id,

und daher ist x eine birationale Transformation von V, die in den Fasern birational
ist. Damit ist gezeigt, daB B ein endliches Gruppenschema iiber 8 ist (eigentlich
und affin = endlich).

4.4.2. Satz. Es set V — 8 ein glatter eigentlicher Morphismus. Mit den Bezeichnungen
und den Voraussetzungen (1), (2) von Hilfssatz 2 gilt, wenn B — PGL(E") der Stabili-
sator von W < P ist:

a) B ist ein endliches Gruppenschema iber S.

b) Fiir reduzierte S-Schemata S’ ist B(S') die Gruppe aller birationalen Transforma-
tionen von V' = V X 58’ iiber S’, die auch auf allen Fasern birational sind.

¢) Der Funktor S’ — Autg (V') wird durch ein offenes Untergruppenschema A von B
dargestellt, und es gilt B = A, wenn oy s ampel relativ S ist.

d) Ist S = Spec (k), k ein Korper, so ist H(V, Oys) die zu B und A gehérige Lie-
Algebra.

Aus dem vorigen Hilfssatz folgen a) und b). Jeder Automorphismus « induziert einen
linearen Automorphismus von E und somit einen Automorphismus & von P, der W
auf sich abbildet. Somit gibt es eine kanonische natiirliche Transformation 4 — B.
Wir wollen zeigen, da8 diese injektiv ist. Es sei also & = id,y und C =: Kern («, idy);
C ist ein abgeschlossenes Unterschema von V, und fiir jedes S-Schema S8’ ist C”
= Kern (xg, idy-). Um zu zeigen, dal C = @ ist, konnen wir uns also auf den Fall S
= Spec (R), R ein lokaler Artinring, beschrinken und induktiv nach der Linge I(R)
vorgehen. Fiir reduzierte S gilt die Behauptung bereits nach dem vorigen Hilfssatz.
Es sei I ~ k =: R/m ein einfaches Ideal, 8’ = Spec (R/I); nach Induktionsannahme
gelte die Behauptung fiir V' = V X 38’. Auf dem zugrunde liegenden Raum stimmt «
mit idy iiberein, und in der Strukturgarbe induziert « eine Abbildung der Form
I f+ X(f), X: 0y — I0y =~ Oy, (V, die abgeschlossene Faser) eine R-Derivation.
X verschwindet auf m@, (m das Maximalideal von R) und wird daher durch ein glo-
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bales Vektorfeld Y von ¥, induziert. Da « auf einer dichten offenen Teilmenge mit
idy iibereinstimmt, verschwindet dort das Vektorfeld Y, d. h. aber ¥ = 0 auf ganz
Vo, o = idy.

Somit ist der Funktor 4:8' > Autg(C’) ein Subfunktor von B. Es ist allgemein
bekannt, daB der Funktor A darstellbar ist. Das folgt z. B. aus M. ArRTINS Kriterium
(M. ArTIN [3], Thm. 3.4.). DaBl 4 Etalgarbe, von endlicher Darstellung und relativ
reprisentierbar ist und jede in einem Punkt ¢ formal etale natiirliche Transformation
T — A eines darstellbaren Kofunktors 7' in A4 in einer Umgebung von ¢ formal etal
ist, folgt unmittelbar daraus, da 4 Subfunktor des darstellbaren Funktors B ist.
AuBerdem kénnen wir o. B. d. A. annehmen, dafl 8 Spektrum eines endlich erzeugten
Ringes ist. Um ARTINS Kriterium anzuwenden, miissen wir noch nachweisen, dafl 4
effektiv proreprasentierbar ist. Offensichtlich ist fiir jeden Punkt s € S und jede lo-
kale Noethersche (g ,-Algebra R die kanonische Abbildung A(R)— lim A(R/m")

n
bijektiv; ist andererseits R’ <« R — R” ein Diagramm lokaler Artinscher Cg,-
Algebren, R = R"|I, so ist

Ops @ (R' XpR") = (Ops ® R') X (pporym) (Oys @ R”’)

(mit V* = V X s Spec (0s,), Tensorprodukte sind iiber ¢’s, zu verstehen), da €.
flach iiber 0g, ist. Also ist

A(R' XgR") > A(R') X 4mA(R"")

bijektiv; nach M. ScHLESSINGER [1] folgt daher, daBl A effektiv proreprisentierbar
ist. Somit ist 4 durch einen algebraischen Raum darstellbarer Subfunktor von B,
also A4 ein Unterschema von B.

Will man sich im Beweis auf projektive Techniken beschrinken, so mufl man V als
projektiv iiber S voraussetzen, dann wird 4 durch das groite Unterschema des Hil-
bertschemas von ¥ X sV dargestellt, iiber dem die Projektion der universellen Fa-
milie G von Unterschemata von V X sV auf beide Faktoren ein Isomorphismus ist,
G ist dann der Graph des universellen Isomorphismus.

A ist offen in B, da fiir reduzierte S-Schemata S’ und fiir « € B(S’) die Menge aller
t € 8, iiber denen « ein Automorphismus ist, offen in 8’ ist. Die letzte Behauptung
folgt unmittelbar durch Berechnung von Kern (A4 (k[t]/(t2) — A (k)).

Ist H das Hilbertschema von P', Z — Pr X H die universelle Familie vom Unter-
schemata, so gibt es einen offenen Unterraum H, < H, so daB Z, = Z | H, die uni-
verselle Familie glatter Unterschemata oder Dimension d ist. Aus dem ,,see-saw*‘-
Theorem (vgl. Kap. III, Abschnitt 1) folgt, daB die Menge aller Punkte von H,,
iber denen w?ﬂ, lokal isomorph zu @(1) ist, ein offenes Unterschema Hyq, < Hy

bildet. Es sei Wy, =: Z, | Hy.4, dann gilt

4.4.3. Satz. Wy, = P¥ X Hy, 15t die universelle Familie glatter, N-kanonisch ein-
gebetteter d-dimensionaler Unterschemata von PT (mit dem N-ten Plurigeschlecht Py
= dim H°(V, w?”) =7+ 1)

Es sei M(d, N, r) die Klasse aller kompletten singularitidtenfreien d-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten vom allgemeinen Typ, fiir die |w§¥| eine projektive Einbettung
definiert, H{(V, ®¥) = 0 fiir 4> 0 und Py =r + 1 ist. Nach Satz 4.4.1. ist die
Menge H aller ¢t € Hy 4 mit W, € M(d, N,r) offen in H, und jede Deformation
(V—>38,0, Vo= W,) eines W, € M(d, N, r) wird durch einen Morphismus S — H
durch W induziert (W =: Wy, | H).
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Wir wollen zeigen, daB W — H in jedem Punkt von H eine verselle Deformation ist.
Dazu sei 8 = Spec (4), § = Spec (4/I), A ein lokaler Ring, 0 der abgeschlossene
Punkt von Spec (4) und (V — 8,0, Vo => W,)eine Deformation von W, € Ik(d, N, r),
so daB V = V x5 8 durch einen Morphismus § — H induziert wird. Das bedeutet,
daB eine Basis von H° (V w'l§) ausgezeichnet ist, durch die eine N-kanonische Ein-

bettung von ¥V | 8 definiert wird.
Wegen

H"(V, w%g) = H°(V, leS) R d

kann man diese Basis liften zu einer Basis von H”(V les) die dadurch definierte

N-kanonische Einbettung von V |8 liefert eine Fortsetzung S —~ H von § — H,
so daB (V — 8, 0, V, => W,) dadurch induziert wird. Somit ist gezeigt:

4.4.4. Satz. Die Familie W — H induziert in jedem geometrischen Punkt O von H
eine verselle Deformation von W,.

Ferner operiert auf H in offensichtlicher Weise die Gruppe PGL(r + 1) (induziert
durch die natiirliche Operation auf PT). Wenn H — 8 ein PGL(r + 1)-dqui-
varianter Morphismus ist, wobei PGL(r + 1) trivial auf 8 operiere, so gibt es eine
kanonische Abbildung »: 8l(r + 1) ® Oy — Oys, deren Bild diejenigen Vektor-
felder auf H sind, die tangential zu den Orbits sind. Mit diesen Bezeichnungen gilt

4.4.5. Satz. Es set Wy M(d, N, r); eine semiuniverselle (bzw. formale semiuniver-
selle) Deformation V — S von W, (S = Spec (4), A ein lokaler Henselscher bzw.
kompletter Ring) ist durch folgende Eigenschaften charakterisiert:

@) S ist Retrakt von H' = H} (bzw. H,), und ist n: H' — 8 die Retraktions-
abbildung, so ist V X gH' isomorph zu W | H'.

(ii) n ist PGL(r 4 1)-dquivariant (triviale Operation auf S). Auferdem ist die
kanonische Abbildung

v:8l(r + 1) ® Oy — Opisv,
surjektiv, und 7 ist (formal) glatt.

Bemerkungen.

1. Dieser Satz gibt einen Hinweis, wie man semiuniverselle Deformationen bestimmen
kann: Man bestimme fiir 0 € H ein zum Orbit von 0 in H in 0 transversales abge-
schlossenes Unterschema 8 von H und schrianke W auf § ein, die so erhaltene Defor-
mation V — § ist dann ein Kandidat fiir eine semiuniverselle Deformation von W,.
Dazu kann man auBerdem zu Etalumgebungen von 0 iibergehen, es miissen dann (i)
und (ii) verifiziert werden. Diese Methode hatten wir in 4.3.c) benutzt, und sie wird
in 4.5. an einigen weiteren Beispielen illustriert.

2. Die Operation von PGL(r + 1) auf H' ist im folgenden Sinne zu interpretieren:
Es sei PGL(r + 1) die Henselisierung von PGL(r 4+ 1) in e (Einselement) (bzw.
Komplettierung). Dann ist PGL(r + 1)’ ,,Henselsche“ bzw. formale Gruppe, und
H x PGL(r 4+ 1) — H induziert eine Operation H' X PGL(r + 1)’ — H'. :
3. Im Fall der Charakteristik O oder im Fall d =1 ist H' — 8§ ein PGL(r 4 1)'-
Prinzipalbiindel, also 8(r + 1) ® Oy =~ Oy s . Das gilt infolge von Satz 4.4.2. und da
HO%(V,, Qy,) die Liesche Algebra der Automorphismenschemata von ¥, ist.



136 Hemwz-J6ra FITZNER u. a.

Beweis von Satz 4.4.5. Zuniichst gelte fiir V — S die Bedingung (i) und (ii). Aus (i)
folgt sofort, daB ¥ — S versell ist. Es bleibt daher zu zeigen, daB fiir zwei Tangential-
vektoren a: I, — 8, f: I, — S (I, = Spec (k[t]/(#)), k der Definitionskdrper von W)
folgendes gilt: Sind a*(V) und g*(V) (als Deformationen von W,) isomorph, so ist
& = p. Da V durch W induziert wird und da fiir zwei N-kanonische Einbettungen
V', V" C PrxI, mit Vj=Vy = W, jeder I,-Isomorphismus V' => V", der auf
W, die Identitat induziert, durch einen projektiven Automorphismus id + tX
€ PGL(r + 1) (I,) induziert wird (X € 8I(r + 1, k)), ist

ix(a) = iy (B) + »(X)
(i: 8 — H' Einbettung), also ist & = m,i,(x) = f = 7yty(f)-
Es sei umgekehrt ¥V —> § semiuniversell. Dann gibt es eine Abbildung n: H' — 8, so
daB W | H >~ V X sH’ (als Deformation von W,) ist, deren Tangentialabbildung n*
eindeutig bestimmt ist. Da W — H versell ist, gibt es andererseits einen Morphismus
j: 8 > H’, durch den V aus W induziert wird, und 7 o j ist dann ein Morphismus
8 — 8, durch den V aus V induziert wird und dessen Tangentialabbildung demzufolge
die Identitit ist. Daher ist z 0 j ein Automorphismus von 8, und ¢ =:j 0 (w0 j)™:
S — H' ist ein Schnitt von =, also gilt (i).
Ist @ der Funktor der infinitesimalen Deformationen von W, so ist

Hy Xs+Hy < Hy XgH;,
und wegen (Hy Xs Hg) (I)) = (Hs X gHy) (I)) ist

H(‘; X s+ H(; = H(; X@H&.
Andererseits ist Hy X o H, dasBild von Hy X PGL(r 4+ 1)" in Hg X Hy, und somit
erfiillt Hy — S, die Bedingung (ii). Das gilt dann auch bereits fiir H* — § (im Hen-
gelschen Fall), also gilt (ii). _
DaB H’' — 8 (formal) glatt ist, folgt aus der Tatsache, dal W | H' — H' versell ist.

Um zu zeigen, daB » surjektiv ist, geniigt es nach dem Lemma von NAKAYAMA zu
zeigen, daf}

3l(r + 1) = (T'as)o

surjektiv ist. Das bedeutet: Wenn V, < P¥ x I, (I, = Spec k[t)/(t2)), I,-glatt mit der
speziellen Faser V, C V, gegeben ist und als Deformation isomorph zu V, X I, ist,
go gibt es ein g = 1 + X (X € 8[(r + 1)), d. h. aus PGL(r + 1) (I,) liber 1, das iiber
dem V, & P¥ X I, entsprechenden Punkt von (T s), liegt.

Die Isomorphie von V; mit VX I, induziert auf V, die identische Abbildung, und
da beide Schemata V; und V4 X I, N-kanonisch in P* X I, eingebettet sind, ist jeder

Isomorphismus durch einen I,-Isomorphismus P I, 2, Prx I, induziert, g ist
daher von der Form 1 + {X. Damit ist Satz 4.4.5. bewiesen.

4.5. Kurven vom Geschlecht 4 und 5

Wir illustrieren Satz 4.4.5. an Kurven vom Geschlecht 4 und 5. Ein Beispiel dazu
hatten wir schon in 4.3.C. betrachtet. Wir betrachten Kurven vom Geschlecht 4 und 5,
die kanonisch in den projektiven Raum eingebettet sind.

Der Grad einer kanonisch eingebetteten Kurve ist 2p — 2, ferner ist dim H%(w®")

= (2n — 1)(p — 1) fiir n > 1und (n :f—l- l) die Dimension von HO(PP-1, OP?P-1(n)).
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Hieraus folgt unmittelbar:

(1) Eine kanonisch eingebettete Kurve C C P® vom Geschlecht 4 ist durch eine
quadratische und eine kubische Form definiert (da der Grad des durch eine quadra-
tische und kubische Form definierten Unterschemas gleich 6 ist).

(2) Eine kanonisch eingebettete Kurve C C P* vom Geschlecht 5 ist durch drei qua-
dratische Formen definiert oder trigonal. Denn HO(P4, 0p:(2)) — HO(C, 0c(2)) ist
surjektiv (€¢(2) = 0$?), und es ist

dim HO(P4, 0p.(2)) = 15, dim H(C, 04(2)) = 12.

Also gibt es drei linear unabhingige quadratische Formen, die auf C' verschwinden.
Die Formen miissen irreduzibel sein, da C irreduzibel ist und keine Linearform auf ¢
verschwindet. Falls drei derartige linear unabhéngige Formen eine Kurve (vom Grad 8)
definieren, folgt die erste Behauptung.

Hieraus folgt: Wenn wir P® bzw. P!® mit dem Raum der quadratischen bzw. ku-
bischen Formen in vier Unbestimmten 7T, T, T,, T identifizieren und wenn M,,
--+» M,y die Monome vom Grad 3 in irgendeiner Reihenfolge bezeichnet, so ist das
Hilbertschema der kanonischen Kurven < P8 gleich

H = U H;;i, < P*x P,
0=, <ig<ig<i, =19
H,'.,'.;.," = {(F, G) mit F ¢ Po, Ge Plﬂ’ rg (dF, dG) =2,

rg(TOF’ TlFa T2Fy TBF; Mi; j F1,) = 20,
G Linearkombination der M;, j = 4,
< P? x P15 (offener Unterraum)

(wobei P8 hier der von den M;, j < 4,, aufgespannte Unterraum ist).

Analog erhalten wir, wenn wir mit P14 den Raum der quadratischen Formen in
Ty, ..., T'y bezeichnen, fiir das Hilbertschema der nichttrigonalen kanonischen Kur-
ven C P4:

H = U Hp,,, < P14 Pl x P14,

wobei wieder die quadratischen Monome in irgendeiner Reihenfolge My, M,, ..., M,,
angeordnet seien, I,, I, I; jeweils Zweiermengen {0, ..., 14} sind, die disjunkt sind,
und Hy, 1,1, wie folgt definiert ist: Es sei L; der von den M, j ¢ I, aufgespannte
Unterraum von P! (dim L; = 12). Dann ist

Hpra, = ((Fy, Fy, Fy) € Ly, X Ly, X Ly,; 1g(dF,, dFy, dFg) = 3,
F,, F, und Ly, usw. (zyklische Vertauschung) spannen P® auf}
C Ly, X Ly, X Ly, (offener Unterraum).

Hat man jetzt eine Kurve C, vom Geschlecht 4 oder 5 gegeben, die sich kanonisch
einbetten laBt (also nicht hyperelliptisch ist), so kann man eine Familie von solchen
Kurven (C,),cs bestimmen, die die Kurve C, (zu dem ,,Parameterwert* 0) enthilt
und in einer Umgebung von 0 in jedem Punkt semiuniversell ist.

Man bestimme wie in 4.3.C. den Tangentialraum an das Orbit des C, entsprechenden
Punktes & € H (nach Wahl einer kanonischen Einbettung) beziiglich der kanonischen
Operation H X PGL(N + 1) - H (N =3 oder 4) und einen dazu transversalen
Unterraum S — H (0. B.d. A. § = linearer Unterraum n H). In allen Punkten, in
denen 8 transversal zum Orbit ist, ist die auf § induzierte Familie von Kurven semi-
universell.
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