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L .Einleitung und Beispiele

1. Kommentar zu Riemanns ,,Theorie der Abelschen Funktionen*

Die ersten Betrachtungen iiber Modulprobleme gehen auf RIEMANN zuriick, der in
seiner beriihmten Arbeit ,,Theorie der Abelschen Funktionen 1857 formulierte:
»,--- und es hingt also eine Klasse von Systemen gleichverzweigter (2p + 1)-facher
zusammenhéngender Funktionen (= Isomorphieklasse Riemannscher Flichen vom
Geschlecht p in der heutigen Terminologie) und die zu ihr gehérende Klasse algebra-
ischer Gleichungen von 3p — 3 stetig verénderlichen Gr6Ben ab, welche die Moduln
der Klasse genannt werden sollen.”“ (Ges. Werke S. 120.) (Dabei ist p = 2.) Es be-
durfte allerdings noch einer langen Entwicklung, um diese Feststellung RIEMANNS
zu prézisieren, und diese Bestrebungen haben einen entscheidenden Einfluf} auf die
Entwicklung der algebraischen Geometrie, der mehrdimensionalen Funktionen-
theorie, Garbentheorie usw. ausgeiibt.

Im folgenden wollen wir den heutigen Stand der Theorie und sich abzeichnende
Entwicklungstendenzen darstellen. Wir beginnen jedoch damit, dall wir versuchen,
Riemanns Gedankengang aus heutiger Sicht nachzuvollziehen.

Eine zusammenhingende kompakte orientierbare Fliche M erhidlt durch eine
stetige Abbildung f: M — Pg, die auerhalb einer endlichen Menge 8 < Pg eine un-
verzweigte n-blittrige Uberlagerung M — f-1(8) — Pg — 8 induziert, die Struktur
einer Riemannschen Fldche aufgepragt, und fiir jede kompakte komplexe Mannig-
faltigkeit M der Dimension 1 gibt es eine solche holomorphe Abbildung f: M — P¢
(die Existenz solcher Abbildungen folgert RIEMANN aus dem Dirichletschen Prin-
zip). Die komplexe Struktur ist auBerhalb f-1(S) durch den lokalen Hom$omorphis-
mus f indugziert. Fiir a € § sei 4, eine offene Kreisscheibe um a, die keinen weiteren
Punkt von S enthélt. Es sei f-1(43) = UT u-.- v Uy die Zerlegung in Zusammen-
hangskomponenten. Dann ist U} — 43 eine endliche unverzweigte Uberlagerung
der punktierten Kreisscheibe, und daher gibt es holomorphe Abbildungen Af.
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(47 punktierte Kreisscheibe). & besitzt nach dem Satz iiber hebbare Unstetigkeiten
eine eindeutig bestimmte Fortsetzung A: f-1(4,) => 4, u ---u 4g, und f-(4,) erhalt
die durch h induzierte komplexe Struktur. Die natiirliche Zahl ¢; — 1 = e(P;) — 1
heifit die Ordnung der Verzweigung des iiber @ gelegenen Punktes P; € U; = h~1(4;).
RIEMANN benutzt die Konfiguration der endlichen Menge S in Pg, durch die die kom-
plexe Struktur auf M bis auf endlich viele Moglichkeiten festgelegt ist, zur Unter-
suchung der Anzahl der Parameter, von denen die komplexe Struktur abhingt. Dazu
beschrénkt er sich auf einfach verzweigte Uberlagerungen, d. h. solche, bei denen iiber
jedem @ € 8 nur ein Verzweigungspunkt liegt, in dem nur zwei Blétter der Uber-
lagerung zusammentreffen (d. h. e(P) = 2).

Beispieke

1. Secks Verzweigungspunkte ai, ..., as und zweiblittrige Uberlagerungen (Abb.1).
Man verbinde jeweils zwei Punkte durch einen Weg und verhefte zwei Exemplare
von P¢ kreuzweise lings dieser Wege. Topologisch erhilt man das in Abb. 3 dargestellte
Bild. Man betrachte eine 2-Zelle um jeden dieser Wege. Die Verheftung zweier solcher
Zellen ldngs des Weges ergibt dasin Abb. 2 dargestellte topologische Bild (gegeniiber-
liegende Seiten des Weges verheften!).

G

Abb. 1
a;
o | 6'f6 =
a‘l
A 4=4
Abb. 2

An die Randkomponente hat man jeweils ein Exemplar §2 — 4 anzuheften (in nahe-
liegender Weise). Das ergibt topologisch zwei zusammengeheftete Tori (Abb. 3).

Qg

Q4 03
Abb. 3

T Beitriige zur Algebra 4
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2. Dreiblittrige Uberlagerung mit acht Verzweigungspunkten (topologisches Bild)
(vgl. Abb. 4). Die Rechtfertigung, daB man sich auf einfach verzweigte Uberlagerun-
gen beschrianken kann, ergibt sich daraus, daf es fiir » < p (p Geschlecht von M)

verheften verheften

(Fldche vom Geschlecht 2)

Abb. 4

-

stéts eine einfach verzweigte n-blattrige Uberlagerung f: M — P1 gibt; die Anzahl
der Verzweigungspunkte ergibt sich aus der Hurwitzschen Geschlechterformel, nach
welcher fiir eine n-blittrige verzweigte Uberlagerung f: M — N

x(M) = ny(N) — deg (D)

gilt, wobei D; = M der Differentendivisor und y(M) =2 — 2¢g (g9 Geschlecht von
M) ist.

Im Fall einfacher Verzweigung ist deg D, = m die Anzahl der Verzweigungspunkte;
fir N = Plist y(V) = 2, also

m = 2(n + p — 1).

Hat man umgekehrt m = 2 (n 4+ p — 1) Punkte auf P!, verbindet sie paarweise
durch einen Weg und verheftet n» Exemplare von P, und zwar jeweils zwei Exem-
plare lings eines dieser Wege, so erhélt man nach dem oben beschriebenen Verfahren
eine Fliche M, die aus p miteinander verhefteten Tori besteht, und eine einfach ver-
zweigte Uberlagerung f: M — P

Wir wollen zeigen, daBl es fiir jede Riemannsche Fliche vom Geschlecht p z. B.
(p + 1)-blittrige einfach verzweigte Uberlagerungen f: M — P! gibt (der Fall n-
blittriger einfach verzweigter Uberlagerungen mit » > p + 1 ist analog). Dazu sei
(wy, ..., w,) eine Basis des Raumes HO(M, 2%) der abelschen Differentiale. Es sei
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M'» das p-fache symmetrische Produkt (M'» = M?|S,) von M fiir-die Abbildung
MP — M® schreiben wir (P, ..., Pp)+> P; 4 --- 4+ P, (M? ist isomorph zur
Menge aller Divisoren vom Grade p). Wir zeigen zunéachst

Hilfssatz 1. Es ser P, ein fester Punkt auf M. Im M® gibt es eine offene Menge
U, == U mit folgenden Eigenschaften:

1. dim [Py + - + P,| = 1, und die Elemente aus |Py + --- + P,| haben hichstens
eine zweifache Komponente. fir Py + --- + P, € U,.

2. P+ -4+ P,cUy=> Py + P; &= P;,dim [P, + --- 4 P,| = 0.

Es ist dim |P; + -+ + Pp| = 0, und die Menge U — M mit dim [P; - --- + P,
= 0 ist offen und nicht leer. (Ist ¢t eine Funktion auf M, die in gegebenen nicht not-
wendig verschiedenen Punkten P, ..., P, reguldr ist und von erster Ordnung ver-

8
schwindet, w; = f;dt und P, + --- + P, = ¢,P, + --- + ¢,P,, 3 ¢; = p, dann ist
i=1
P, + .- 4 P, ¢ U gleichbedeutend damit, daf

filPy) fiPy) -.. fila=(Py) fL(Py) ... [~ D(Py)
F B E By RSB By e (B

ist, da in diesem Fall

HO(M,'QM@&M (_' Pl _ e _Pp))

o

= { 3 &w; = w | P; ist e;-fache Nullstelle von w} =0
i=1
und nach dem Riemann-Rochschen Satz

dim [Py + --- 4 Py .

=deg (P, + -+ + Pp) — p + dim HY(M, 24y @ Oy (— Py — -+ — Pp) gilt.)

Es sei Py € M ein fester Punkt; wie oben zeigt man: Die Menge V aller -

Qo + -+ + @y € MP+0mit dim Qo + -+ Q| = 1,dim @ + -+ + @, — Po| =0
ist offen;

D V->U, D@+ -+ @) =P, + -+ + P, mit

P+ .-+ P,€|Qo+ --- + Qp — Py| ist ein Morphismus von V auf U mit den
Fasern

@YP, + -+ + P,) = |Py + -+ + P,| =~ PE.

Die Menge W — M'?+1 aller Q, + --- + @,,die eine mindestens dreifache oder min-
destens zwei zweifache Komponenten enthalten, ist abgeschlossen von der Ko-
dimension 2 in V. (W ist Vereinigung der Bilder der Abbildungen M?—1 — M»+D),
(@ ooy @poy) > 2@, + 20, + @+ -+ Qp—l bzw. > 3@, + @, + @5 + -+ + @p-1-)
D(W n V) hat also mindestens die Kodimension 1; Uy = U — ®(W — V) erfiillt
also die Forderungen unseres Hilfssatzes.

Ist f eine nichtkonstante meromorphe Funktion aus HY(M, 0y (Py + --- 4 P,)) mit
Py + ... + P, € Uy, s0ist f: M — Pg eine einfach verzweigte (p + 1)-blittrige Uber-
lagerung.

Die Anzahl der Verzweigungspunkte ist hierbei 2(p + 1 + p — 1) = 4p. Das Bild 8
der Menge der Verzweigungspunkte auf P¢ bestimmt bis auf endliche viele Méglich-
keiten die komplexe Struktur von M (siehe unten), 8 ist aber durch M nicht ein-
deutig bestimmt. Denn man hat erstens die Méglichkeit, den Divisor Py + -+ + P,
in U, beliebig zu variieren, zweitens kann man auf f eine beliebige lineare Trans-
formation von Pg anwenden, d. h., f (und damit S) ist durch die komplexe Struktur

T*
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von M bis auf p + 3 Parameter bestimmt, die man beliebig variieren kann, ohne
die komplexe Struktur zu dndern. Damit erhédlt man 4p — (p + 3) = 3p — 3 Para-
meter, von denen die komplexe Struktur von M abhingt. Das ist RIEMANNS Argu-
mentation, die wir im folgenden etwas néher ausfithren wollen.

Dafl durch S die komplexe Struktur von M bis auf endlich viele Moglichkeiten be-
stimmt ist, ist eine elementare topologische Tatsache:

Hilfssatz 2. Die n-blittrigen verzweigten Uberlagerungen von P mit Verzweigungsort
in S entsprechen umkehrbar eindeutig den n-blittrigen unverzweigten Uberlagerungen
von Pe — S durch die natiirliche Zuordnung

(f: M — PE) > (f: M — f1(S) — P& — 8),

und die Menge dieser Abbildungen ist endlich.

Beweis. Ist U — P1 — S eine unverzweigte n-blittrige Uberlagerung, t: 7 — P! — §
die universelle Uberlagerung,so operiert z,(P1 — 8, a) transitiv auf Homp:_g (7', U)})
(durch die Operation auf 7'); der Stabilisator eines beliebigen » ¢ Homp:_g (T', U)
ist die zu U gehorige Untergruppe. |

Da Homp:_s (7', U) aus n Elementen besteht, erhilt man eine Aquivalenz

n-blittrige verzweigte
Uberlagerungen M — P} ~ Hom (7,(P* — 8, a), S,)/Int (S,).2)
mit Verzweigung in S

Da #,(P* — 8, a) endlich erzeugt ist, ist diese Menge endlich. U bestimmt auf fol-
gende Weise eine Riemannsche Flache M mit einer Uberlagerung f: M — P, so dafl
M — f-1(S) =~ U ist: Fiir jedes a € S wihle man wie weiter oben beschrieben Kreis-
scheiben A} sowie U¥, 4}, h} und verhefte U im Urbild von A% mit Hilfe der A}
mit den 4;. Auf diese Weise erhélt man aus U eine Fliche M und eine Fortsetzung
f: M — P von U — P! — § zu einer eigentlichen stetigen Abbildung, q. e. d.

Ist H,,, die Menge aller stetigen n-blittrigen Uberlagerungen f: M — P mit m ein-
fachen Verzweigungspunkten, so daBl oo kein Verzweigungspunkt ist, so erhidlt man
also:

(i) eine Abbildung v: H, , — €™ mit endlichen Fasern, v(f) =: m-Tupel der
Werte der elementarsymmetrischen Funktionen in den Verzweigungs-
punkten @, -+, Ay VoD f,

(ii) eine Abbildung ¢: H, , — 2 (=: Menge aller konformen Strukturen auf M),
und es gilt:

a) v(Hy,m) = {(215 -5 2m), 4(21, ..., 2p) == 0} (4 =: Digkriminante des Polynoms
F=1Tm4 2™+ ... 4 2,),
b) v-1(2,, ..., z,) ist endlich,

¢) o ist surjektiv.

1) Homp:_s (7', U) bezeichnet dabei die Menge aller stetigen Abbildungen h:7T — U, die mit
U — P! — 8 komponiert die Uberlagerungsabbildung ergeben.

%) Mit Int (S,) bezeichnen wir die durch innere Automorphismen von 8, auf Hom (—, S,) in-
duzierte Operation.
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Auf Grund von v kann man zeigen, daB8 H,, ,, eine komplexe Struktur der Dimension m
besitzt (so daB v eine analytische Abbildung ist) (vgl. W. Furron [1]). Die Fasern
von g, d. h. die Menge aller f, die auf M dieselbe konforme Struktur induzieren, sind
(2n 4+ p — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeiten, da man erstens den Polardivisor
(o = fY(o0) = P, + -+ + P, beliebig verschieben kann (bis auf eine diinne Menge
im Raum M gller Divisoren vom Grade m, in der P; + --- 4+ P, nicht liegen darf)
und zweitens bei gegebenem Polardivisor P; + -.- + P, die zugehorigen Funktionen f
einen (n 4+ p — 1)-dimensionalen Vektorraum L = L(P; + --- + P,) bilden (Satz
von R1iEMANN-RocH). Alle Funktionen f aus L (bis auf eine diinne Menge) sind in
H, ,, enthalten. Also ist die Faser von ¢ ein offener Unterraum von M(m x Cn+r—1,

Da :
dim H,, ,, — dim (MW x CrtP-1) =2n+p—1)— (n+n+p— 1)

=3p—3

ist, schliet RTEMANN, daf} es 3p — 3 Parameter gibt, die die konformen Strukturen
auf M festlegen. . N

2. Elliptische und hyperelliptische Kurven
2.1. Elliptische Kurven

Zur weiteren Illustration der Problematik betrachten wir den oben ausgeschlossenen
Fall p = 1 (elliptische Kurven) und im Anschlufl daran hyperelliptische Kurven, da
hier die Verhiltnisse eine explizite Beschreibung gestatten. Wir betrachten alles
iiber einem beliebigen algebraisch abgeschlossenen Grundkorper k der Charakteristik
P+ 2.

Ist £ eine elliptische Kurve,Q ein Punkt, so definiert das lineare System |3@Q)| eine Ein-
bettung E — P? (da 0 = dim |3Q — P, — P,| < dim |3Q — P;| < dim |3Q| = 2 ist
fir alle Py, P, € E); also ist E eine singularitidtenfreie kubische Kurve. Projiziert
man von @ aus auf eine beliebige Gerade, so erhilt man eine zweiblittrige Uber-
lagerung f: E — P! (da die Projektionsgerade auller @ noch zwei weitere Schnitt-
punkte mit £ hat), und nach der Hurwitzschen Geschlechterformel erhélt man auBer
@ noch drei weitere Verzweigungspunkte Pg, P;, P,. Man wihle auf P! die Koordi-
naten so, daBl f(Q) = oo, f(Py) = 0, f(P,) = 1, f(P;) = A (Doppelverhéltnis auf P?)
ist. Die komplexe Struktur wird also durch einen Parameter beschrieben. Hierbei ist
zu beachten, dafl A nicht eindeutig der komplexen Struktur entspricht. Man kann
z. B. noch eine Permutation der drei Punkte f(P,), f(P;), f(P,) betrachten. Ent-
sprechend dem Transformationsverhalten des Doppelverhédltnisses erhdlt man bei
der Transposition (0, 1) den Wert 1 — 4 und bei der Transposition (0, 2) den Wert

2 .

A—1"

‘ 2 __ 3
Der Ring der Invarianten von Z [A,i, 1 ]bezﬁglich S ist Z [—_—(l l“; 1’) ],
und die GréBe AT1—12 | (A—122

o (A2 — 4+ 1)3 \
7(E)—-28w

heiBt die absolute Invariante von E.
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Wihlt man die Koordinaten X, Y, Z in P2 so, daB @ der Punkt (0:1:0)und Z = 0
die Tangente im Punkt @ ist, so geniigt E der Gleichung

F(X,Y,Z) = YZ + 2(aX + bZ) YZ + G(X, Z)
= (Y +aX +bZ)?Z + HX, Z) =0;

also hat E nach einer Koordinatentransformation die Gleichung

Y?Z = aX?® 4+ bX2Z + cXZ? + dZ3, a = 0. (1)
Eine leichte Rechnung zeigt
i) = L2, @
wobei A die Diskriminante von aX? + X2 + c¢X -+ d ist.
Es gilt
2.1.1. Satz
(i) E +> j(B) ist eine Bijektion zwischen der Menge aller Isomorphieklassen
elliptischer Kurven und den Punkten von M = Spec k[t].
(ii) Ist (B ,)ses eine algebraische Familie elliptischer Kurven, so daf3 ein Schnitt

e: S — B, ¢8) € E,, existiert, dann wird s > j(s) durch einen Morphismus
8 — M induziert.
(iii) (j, M) ist universell mit den Eigenschaften (i), (i).
Zu (i). Bekanntlich erhilt die Kurve E durch Auszeichnung eines Punktes @ eine
Gruppenstruktur (mit @ als Nullelement, drei Punkte haben die Summe 0, wenn sie
bei der oben betrachteten Einbettung kollinear sind, der Punkt —(X : Y : Z) hat
die Koordinaten (X : —Y : Z). ,
Ist o: (B, Q) = (E', Q') ein Isomorphismus, so induzieren |3@| und |3Q’| Einbettungen
derart, daB

P> .

kommutativ ist, also ist j(E)=j(E’); nimmt man insbesondere E = E’, und
o(P) = P + @', so sieht man, daB j nicht von @ abhingt.

Ist j gegeben, so kann man daraus 4 und damit eine zu j gehérige Kurve bestimmen.
Ist x(k) == 3, so ist

Cy? =% — 3j(j — 128)c%x — 2j(j — 123)%® (c € k)
die affine Gleichung einer zu § gehorigen Kurve, falls j == 0, == 123 ist, und
yr=at4c (c € k%) firj =0,
y:=a®+ cx (c € k%) fiir j = 123,

Damit ist (i) bewiesen.
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Zu (ii). Diese Behauptung ist unmittelbar klar, wenn die Familie durch eine Gleichung
von der Form (1) gegeben ist, wobei a, b, ¢, d regulidre Funktionen auf S sind und a
und 4 keine Nullstellen haben. Die Frage ist aulerdem lokal beziiglich S. Der Schnitt
&(8) = D ist ein relativer Cartierdivisor iiber S, und fiir hinreichend kleine S sind
Px0x(D), p0r(2D), p,0r(3D) frei vom Rang 1, 2 bzw. 3 iiber S (Basiswechsel, vgl.
Kap. III).

Dann definiert 0(3D) eine Einbettung £ — P* x 8, die genau wie oben beschrieben
bei geeigneter Wahl der Koordinaten durch eine Gleichung vom Typ (1) bestimmt
ist, q. e. d.

Im folgenden nehmen wir £ = C an; in diesem Fall entsprechen die elliptischen
Kurven den komplexen Tori C/(Zw, + Zw,) (w;, w, Fundamentalperioden), da
jede kompakte komplexe Liesche Gruppe ein komplexer Torus (man betrachte die
Liesche Algebra und die Exponentialabbildung als universelle Uberlagerung) und
da jeder eindimensionale komplexe Torus algebraisch ist (vgl. D. MumrorD [6]).

Konkreter 148t sich die Situation wie folgt beschreiben: Gegeben sei ein Perioden-

gitter I', das bis auf Isomorphie durch die Fundamentalperioden 1 und = (=: ii‘v—]z)
1
erzeugt werde, wobei 7 in der oberen Halbebene von C liegt.
Die elliptischen Funktionen mit den Perioden 1, t bilden einen eindimensionalen
Funktionenkorper, und C/I" ist komplex isomorph zu der zugehérigen singulari-
tatenfreien kompletten Kurve. '
Eine projektive Einbettung von C/I" erhédlt man durch die Thetafunktionen. Unter
einer Thetafunktion der Ordnung m mit dem Periodengitter I" versteht man eine
ganze Funktion f auf C mit den Eigenschaften

fz + 1) = f(z),
fe+1)=c¢ (— m(z +%)) fo = exp (2ait)).

Diese bilden einen Vektorraum der Dimension m, eine Basis bilden die durch Fourier-
reihen dargestellten Funktionen

On[n] (2, 7) =D ¢ (2—;— (my + n)z) e((mv +n)z) 0=n<m).
y=—00 .

(Gleichméafige Konvergenz auf jeder kompakten Menge ergibt sich aus der Vor-

aussetzung, daB v in der oberen Halbebene liegt.) ’

Insbesondere ist folgende Bezeichnung iiblich:

y=—00

8, 1) = 6,[0] (2, 7) = 3 & (’—;f) el

Dann gilt (Koeffizientenvergleich!)

Ou[n] (2, 7) = e(n(z + 7—:’;)) d(mz + nz, mr).

Integration der logarithmischen Ableitung um eine Grundmasche des Gitters I’
ergibt, daB eine Thetafunktion f(z) modulo I" genau m (= Ordnung (f)) Nullstellen
hat (entsprechend den Vielfachheiten gezihlt). Sind f, g Thetafunktionen der Ord-
nung m, die m — 1 gemeinsame Nullstellen haben, so folgt aus dem Residuensatz
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(Residuen von L in einer Grundmasche haben die Summe 0), daB auch die letzten

Nullstellen beider Funktionen iibereinstimmen; insbesondere ist l = ¢ konstant,
| = ge.
Mit diesen Bemerkungen erhilt man leicht den folgenden

2.1.2. Batz. Sind fo, f,, fo drei linear unabhingige Thetafunktionen der Ordnung 3,
80 liefert

2> (fo(2) : f1(2) : fo(2)) € P?
eine komplexe Einbettung C/I" — P? auf eine kubische Kurve.

(Eine kubische Relation gilt wegen der T'atsache, daBl es hochstens neun linear un-
abhiingige Monome fo(2)'s f,(2)" f,(2)'s, 4o + 4, + i, =3 (Thetafunktionen der
Ordnung 9) gibt.)

Beispiel.
1 7\2
fo=l9(z+§+§) .
1 T T\2
f1=19(z+?+—2')'19(2+§) ,

fa = e(—2) « B(2) -ﬁ(z + —;—) '19(2 + %) (B(z) =: (2, 7).

(Ersetzt man z durch z 4 7, so multiplizieren sich die drei Funktionswerte mit
—e&(—3(z 4 7)); um Thetafunktionen im obigen Sinne zu erhalten, muB man noch
eine unwesentliche Verschiebung der Variablen z durchfiihren.)

Man sieht leicht, daB : ;_ V‘T
jeweils das i-te und (— (i + 1))-te Glied zusammenfaBt fiir i = 0, 1, 2, ...).

Also haBen fos f1s fa die Nullstellen 0, (O, 1 Fl = £

Nullstelle von # ist (indem man in der Fourierentwicklung

3P\ 5 3) und F ist iiberall
definiert; man erkennt ferner leicht, daB f,, ,, f, linear unabhéngig sind und hieraus,
daB F injektiv ist.

Weiterhin istZl (2) eine gerade Funktion von z mit einem zweifachen Pol in z — 0;
h (=) ist ungel?a.de und hat einen dreifachen Pol in z = 0. Somit geniigen die Funk-

fo

tionen einer kubischen Relation

(= o) oo
bzw. homogen : |

fafo = af} + bfifo + cfif

(das konstante Glied ist Null, da —%— eine gemeinsame Nullstelle von f, und f, ist).

Indem man durch f, bzw. f, dividiert und beide Seiten fiir z = 0 bzw. z = % aus-
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rechnet, erhdlt man
_ 2
- —_tT_’ - #
'(3) '(3)
Die Wurzeln von aa® 4 ba? + cx = 0 sind daher
1\2

(02 '9(5)
2= 7T\ g == o

13)

#(0)2 °
Hieraus folgt, daB die absolute Invariante durch

1 8 1 413
[0(0, T)a '+‘ ?9(5, T) — 0(0, T)‘ ' 19(':2"’ T) ]
jr) =28 '

g~ 1 \8 1 \° AG
20, 1) 19(5, r) . [0(—2—, t) — 30, 7) ]
gegeben ist.

Daher ist j(t) Quotient der Nullwerte zweier Thetafunktionen der Ordnung 24 zu dem
Gitter I' = Z + Zrz.

Es sei umgekehrt eine Kurve E durch y? = 2® — ax — b gegeben (d. h. als zwei-
blittrige Uberlagerung von P! mit den Verzweigungspunkten e,, e,, €5, 00).

1\2 1\
0(0)2-&(_) 0(0)4+0( )
2 b —

e,=0. (>

Indem man 5 auf der zugehérigen Riemannschen Fliche lings der Fundamental-

zyklen y,, y, integriert, erhidlt man Perioden w,, w,, und E - (Zwy, + Zw,) wird
durch

(@,y)
(@, y) —~ f%’ mod (Zw, + Zw,)
(Zo,¥0)

gegeben. Das topologische Bild zeigt Abb. 5 (vgl. S. 106).
Insbesondere sind die Perioden (lokal) stetig von dem Doppelverhéltnis
A = (e, : e, : 5 : 00) abhéngig.

2.2. Kurven vom Geschlecht 2 (vgl. J. Icusa [1] und P. SAMUEL [1]

Fiir singularitidtenfreie komplette Kurven € vom Geschlecht 2 sind die Verhilt-
nisse besonders einfach; zu jeder solchen Kurve gibt es namlich eine kanonische Uber-
lagerung f: € — P1, da es genau zwei linear unabhingige Abelsche Differentiale
wy, wp auf C gibt; es ist f(x) = (w,(z) : w,(z)), und f hat sechs Verzweigungspunkte.
Beziiglich der kanonischen Abbildung gilt allgemein folgendes: Wir setzen wieder
der Einfachheit halber voraus, daB die Charakteristik des Grundkérpers 3= 2 ist.

2.2.1. Satz. Ist C eine singularititenfreie Kurve vom Geschlecht p = 2 und w; die
Garbe der 1-Formen, so hat das lineare System |w¢| keine Basispunkte, und die zugehorige
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kanontsche Abbildung f: C => P! ist entweder eine abgeschlossene Einbettung oder
f(C) = P und C — f(C) ist eine zweiblittrige Uberlagerung mit 2p + 2 Verzweigungs-
punkten (hyperelliptischer Fall).

Y oo

P

—\/
zusammenkleben

ergibt

Abb.5

Beweis. Ist |we ® O¢ (—P)| = |w¢| (d. h. P Basispunkt), so ist dim |0(P)| =1
(Satz von RIEMANN-ROCH), d. h., es gibt eine rationale Funktion f mit einem ein-
fachen Pol in P, d. h., C ist vom Geschlecht 0. Also hat |w¢| fiir p = 2 keine Basis-
punkte.

Wenn f keine Einbettung ist, gibt es zwei (nicht notwendig verschiedene) Punkte P, Q.
so daB |wg(—P — Q)| = |wc(P)], also
Oc(P) § (P +@)

ist, und es gibt eine rationale Funktion g mit dem Poldivisor P + @Q; g ist daher eine
zweiblattrige Uberlagerung g: C — P. Bei geeigneter Wahl von y ist dann C in
affinen Koordinaten durch

y? = F(z), deg F(x) = 2p + 1 oder 2p + 2 (3)
definiert, wobei F(z) nur einfache Nullstellen hat. Man rechnet fiir jede durch eine
Gleichung (3) definierte Kurve direkt nach:

a) —, xd—x, ceey Pl %:— ist eine Basis der abelschen Differentiale (also ist g(z, y) =«
bis auf Isomorphie die kanonische Abbildung).

b) Die Verzweigungspunkte liegen iiber den Nullstellen von F(x) (und iiber oo, wenn
deg F = 2p + 1 ist).
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Wir kehren jetzt zu Kurven C' vom Geschlecht 2 und der kanonischen Uberlage-
rung f: C — P! zuriick; offensichtlichist f: C — P! durch die Bilder der sechs Verzwei-
gungspunkte auf P!, d. h. durch eine Form sechsten Grades (binire Sextik)

X8 + 4, X8Y + u, X4Y2 + -o- + 4 Y8 = u(X, Y)
eindeutig bestimmt, und die Isomorphieklassen der Kurven vom Geschlecht 2 ent-
sprechen den Punkten des Orbitraums '
M = U[PGL(2), (uo) (X,Y)=u(@X +bY,cX 4 dY) firo = :3 € PGL(2).

(U < P® Unterraum der bindren Sextiken, Menge aller (ug: %, :...: ug), deren Dis-
kriminate D(uy, ..., ug) == 0 ist).
Ist (C) der entsprechende Punkt aus M, so gilt wieder:

2.2.2. Satz

(1) Ist M die Menge aller Isomorphieklassen von Kurven vom Geschlecht 2, so
tst M — M, C > j(C) eine Bijektion.
(ii) Ist (C)4es eine beliebige algebraische Familie von Kurven vom Geschlecht 2,

so wird s > j(s) durch einen Morphismus S — M induziert, der durch C|S
eindeutig bestimmt ist. (Dabei wird vorausgesetzt, daf 2 auf S umkehrbar ist.)

(iii) (4, M) mit den Bigenschaften (i) und (ii) tst universell.

Die Konstruktion des Raumes der Invarianten der biniren Sextiken iiber C als Grund-
kérper ist seit dem vorigen Jahrhundert bekannt (A. CLEBSCH [1]). Eine Beschreibung
von M erhilt man z. B. wie folgt:

Es sei 0t das System aller Isomorphieklassen von 7-Tupeln (C, Py, ..., Pg), C eine
Kurve vom Geschlecht 2, P; ¢ P! seien die Bildpunkte der Verzweigungspunkte der
kanonischen Abbildung. Es sei M — A? die Menge aller Punkte (4;, 4,, 45) € A3,

4; &= 0, 1; dann erhilt man eine Bijektion ; it — # durch
(C,Pl,...,Pe)-')(ll,Zz,ls) mit A.'=(P‘:P§:P°:P")
(Doppelverhéltnis).
Die symmetrische Gruppe Sy operiert in kanonische Weise auf $}t, und diese ‘Opera-
tion iibertrigt sich auf M, so daB S, algebraisch auf # operiert. Daher induziert j eine
Bijektion
j: M =M/Ss > M = M|S,;
insbesondere ist M ein dreidimensionales normales affines Schema.
Es ist klar, wie man algebraische Familien (C|8, gy, ...,0), 0;: 8 - P* X 8 aus M

zu definieren hat. Fiir algebraische Familien aus 9 mit dem Parameterschema S
induziert die Abbildung

8 >M-L M, s i)

einen Morphismus S8 — M.
Ist C|S eine algebraische Familie, so wollen wir zeigen, daB 8 — 5(8) einen Morphismus
S — M induziert. Da die Frage lokal beziiglich 8 ist, konnen wir annehmen, da S
zusammenhiingend und p,wc s frei ist (p: C — 8 Strukturmorphismus); durch die
globalen Schnitte wird also ein S-Morphismus C — P! X § induziert. Es sei D = Dgs
< C der Verzweigungsdivisor (Differente) von C|§ iiber P! X §/8; dann ist D — 8
eine sechsblittrige Etaliiberlagerung, die eventuell in mehrere Zusammenhangs-
- komponenten zerféllt. Ist 8’ = D Xg--- X s D (6mal), so ist 8’ — 8 ebenfalls eine
Etaliiberlagerung und 8'/8g =~ 8.
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Die induzierte Familie C' = C X g8’ besitzt sechs Schnitte 8" - D Xs 8 < C';
durch Festlegung einer Reihenfolge dieser Schnitte erhélt man also einen Morphismus

j: 8 — I mit {(') = j(C}) = 7(C.) (wenn & iiber s € 8 liegt), und &' — 3 — M
ist ein Sg-dquivarianter Morphismus (triviale Operation auf M). Also induziert j
einen eindeutig durch C|S bestimmten Morphismus j: S — M mit j(s) = j(C,).

Zur genaueren Bestimmung von M miissen wir ein Erzeugendensystem fiir die In-
varianten binérer Sextiken ausrechnen. Das ist mit erheblichem Rechenaufwand ver-
bunden und war einer der Hohepunkte der klassischen Invariantentheorie.

Wir betrachten die kanonische Abbildung

(P — (P1)%/8y = P°,

6
(g : 03), - (g V) r—»]]l(u.-X + v Y);

eine rationale Invariante auf P® beziiglich GL(2) ist umkehrbar eindeutig durch eine
symmetrische rationale Funktion f(P,, ..., Pg) auf (P')® bestimmt, so daB f(aP,,....oPs)
= det (o) gf(Py, - .-, Ps) (g Gewicht der Invarianten) fiir alle ¢ € GL(2) gilt.

Die Funktion f ist Quotient zweier eindeutig bestimmter 6-homogener Formen
F = F(uy, vy, ..., g, vg) und @ = G(uy, ...), die symmetrisch in den (u;, v;) sind, also
ingbesondere denselben GGirad m beziiglich jeder Variablenreihe w; = (u;, v;) haben.
Wenn die Charakteristik O ist, gilt:

Ist m der Grad von F in jeder Variablenreihe w;, soist F von der Form P(w,, w,, ... ,wq;
Wiy evey Wi Wy, «oo, Wg) (m-mal), wobei I eine symmetrische (6m)-Linearform in
Wy, «vey Wy, Wy, ++ -, Wep 18t (P gewinnt man durch m-fache Polarisierung von F).
Wir bezeichen mit [w;, w;] die Determinante von w;, w;. Nach dem ersten Hauptsatz
der klassischen Invariantentheorie gilt (vgl. etwa J. B. CARRELL und J. DIEUDONNE
[1]): Es sei p eine natiirliche Zahl. Es gibt p-lineare Invarianten P(wy, ..., w,) be-
ziiglich der Operation von GL(2) auf dem Raum ®? E (£ = C?) nur dann, wenn
p = 2¢ (2 = dim E) ist; jede solche Invariante ist eine Linearkombination von In-
varianten der Form

[@ac1)s @ni2)] [@n(3)» @aq)] +* [0n2g—1)s Onizp)]s 7 € Sp.

Wir miissen fiir unser Problem unter diesen Invarianten P die symmetrischen aus-
suchen (p = 6m) und dann w;, = w; = wyy = -+, Wy = Wy = Wy = -+ USW. ein-
setzen; auf diese Weise erhilt man alle Invarianten F(w, ..., ws) vom Grade m in
jedem w;. Da die Formen [w;, w;]* Faktoren sind, die in die Diskriminante der-
jenigen bindren Formen F(xz, y) eingehen, die w;, w; als Nullstellen besitzen, erhilt
man z. B. fiir

F = uge® 4 w2’y + ua'y® + -+ + ugy®

die folgenden Invarianten:

Gewicht 6. A(u) = 3 4y(G,) 4:(Gs) 45(Gy)
O

(Ay(az® + bxy + cy?) = b® — 4ac, Diskriminante fiir Formen zweiten Grades.
Summiert wird iiber alle 15 wesentlich verschiedenen Zerlegungen von F in drei
quadratische Formen).
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Gewicht 12. Bu) = 3 Ay(H,) A5(H,)
Soainiay

(10 Summanden, Ag(ax® + bxly + cxy® + fy?) = (bc)® — 4ac® — 4b%d — 27(ad)?
+ 18abcd, Diskriminante kubischer Formen).
GeWiCht 18- C(u) = Z A;(Hl) AS(HQ) AZ(GI) AQ(GQ) Ag(G')

F=H,Hy=G,6,G,
Gk Hy

(60 Summanden, H; kubische Formen, G; quadratische Formen).

yewicht 30. D(u) = 44(F)
Diskriminante von F).

Icusa hat gezeigt, daB man mittels dieser vier Invarianten die Mannigfaltigkeit M
und die Abbildung j beschreiben kann (vgl. auch P. SAMUEL [1]).

Wir wollen hier eine andere Methode zur Herleitung dieser Resultate angeben, wir
schlieBen dabei der Einfachheit halber die Fille der Charakteristik 2, 3, 5 aus, die
einige gesonderte Betrachtungen erfordern.

Eine andere Moglichkeit, Invarianten J(u,, ..., %) = J(u) direkt auszurechnen, be-
steht darin, daB man die Eigenschaften

J (h8ug, hu,y, ..., hBug) = h¥J (uy, ..., ug),
J (g, Us, - ., Ug) = (—1)9J (g, Uy, ..., ug), ¢ (g Gewicht von J)

J (h8ug, hSuy, ..., hug, ug) = h9J (uy, ..., ug)

benutzt (die aus der Invarianz beziiglich [h 0] s [O 1] [h 0] folgen), und die Diffe-

0Rr|’|10]"[01
rentialgleichung
oJ oJ oJ oJ
Guoa—ul +5ula—u2 + 4u2 'a—ua +"' +u56—u0—0

(die aus der Invarianz von J beziiglich [(l) ﬂ folgt) benutzt. Das liefert z. B. fiir

g==5
A(u) = —2(120uqug — 20u,uy + Buyu, — 3ul).

Hilfssatz 1. A(u) = B(u) = C(u) = D(u) = 0 gilt genau dann, wenn F eine min-
destens vierfache Nullstelle hat, d. h. auf den Orbits der Formen a8, x%y, 2*y?, xy(x — y).
Ferner gilt A = B = D = 0 aufler auf den obigen Formen noch genau auf den Orbits
von F = zy*(x — y) (v — 3y + 3y?) und xy?(x® — 33).

Beweis. DaB die Invarianten auf den angegebenen Formen verschwinden, rechnet
man unmittelbar nach.

Es sei jetzt umgekehrt F = ugx® + waby + --- eine Form, fiir die D(u) = 0 ist
(F hat also eine zweifache Wurzel); wir nehmen o. B. d. A. an, dal F mindestens
zwei verschiedene Wurzeln hat, so daBl man F in die Gestalt

F = zy?G, G eine kubische Form,
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bringen kann (also %, = u; = us = 0). Eine leichte Rechnung zeigt, daB in diesem
Fall
B = (u} — Bugu;)u}, A = 3ul — 8u,u,

gilt (bis auf den Faktor 2).
Die Gleichungen 4 = B = 0 haben die folgenden Losungen:

1. uy = u3 = 0, entspricht den Formen 2y*L, L linear (alsoo. B.d. A.L=2,L =y
oder L =z — y).

2. uy =1, u3 = u, = 0, entspricht den Formen zy?(2® — «y?).

3. u, = 1, u3 == 0, dann ist die allgemeine Losung von 4 = B = 0 gleich (u3, u,, u5)
= (4«, 642, 3a2), « = 0; diese entsprechen den Formen

2y(x® + dazty + Badeyd + 3ady?) = zyd(x + y) (@ + 3xzy + 3a%y?).
Der Rest der Behauptung ist klar.
Folgerung. S8ind 4, B, C, D Unbestimmte vom Grad 1, 2, 3, 5, so st

P¢ > M =: Proj(k[4, B, C, D)),

(gt ovo i ug) > [A(u), B(u), C(u), D(u)]
eine rationale Abbildung von P® auf M. Das Schema M ist normal.

Beweis. Es ist dim M =3 und z. B. die Dimension der Faser (4, B. C, D]
=[0,0, 1, 0] gleich 3; also hat die allgemeine Faser ebenfalls die Dimension 3,
und die Abbildung ist rational. Da A4, B, C, D algebraisch unabhingig sind, ist M
normal.

Ist Mp bzw. (P%), die offene Menge mit D == 0, so erhiilt man einen Morphismus

(PO et W
i\ /
M

und wir wollen zeigen, daBB M ~ M p ist, d. h.
M = Spec (k[z5, zy, 232, zy?, yz, y°. 228, 2°))
mit 28D = A5, %D = A3B, a%2D = A3%C, ...,2°D = C°.

Hilfssatz 2. Es gibt eine PGL(2)-stabile offene Menge U = (P%)p, auf der PGL(2)
fres operiert (d. k., fiir die UX PGL(2) > UX U, (u, o) — (uo, u) eine abgeschlossene
Einbettung ist).

Beweis. Wir haben ein kommutatives Diagramm
(P = (P)p
i

(P ————— M
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wobei die vertikalen Pfeile Quotienten beziiglich PGL(2) sind ((PY)} — (P1)) ist die
Abbildung

(g oves @g) > ((Tg g 2 g 2 X)), (T4 0 g 2 Xg 2 %), (T4 ¢ T 2 Tg & 23))Y),

und (P') ist die Menge aller Tripel (y,, y,, ¥3) mit y; = y; + 0, 1, oo0).
Die horizontalen Pfeile sind Quotienten beziiglich Sg, und (P!) — M ist etal iiber
einer offenen Menge U, — M (die Zerlegungsgruppe

Stab (y1, ¥z, ¥3) = {8 € Sg; (Y1, Yas ¥3) = W1> Ya» ¥s))

ist nur auf einer abgeschlossenen Teilmenge von Eins verschieden). Die Fasern
von j iiber U, sind dann reduzierte Schemata, und in j-1(U,) gibt es eine nichtleere,
stabile offene Menge U, so daB fiir u € U gilt:

PGL(2) - U, o> uo ist injektiv.

(Denn ist uo = u fiir ein o € PGL(2), so permutiert o die sechs Wurzeln der zu u
gehorigen Form sechsten Grades, hat also endliche Ordnung, und daher ist bei ge-
eigneten Koordinaten o die Abbildung (z : y) — (e : y), ¢ eine zweite, dritte, vierte,
fiinfte oder sechste Einheitswurzel. Die Formen, die bei diesen Transformationen
invariant bleiben, sind in einer echten abgeschlossenen Teilmenge von (P®)p ent-
halten.)

Man erhilt dann

PGLR) X U= U xy, U,

(0, u) > (uo, u),
q.e.d.

Es sei jetzt L = P® der Unterraum der Formen vom Grade 6, die in (1:0), (0: 1)
und (1: 1) verschwinden, d. h., L ist der durch F(1, 0) = F(0, 1) = F(1, 1) = 0 defi-
nierte lineare Unterraum der Formen sechsten Grades.

Jedes PGL(2)-Orbit von Punkten aus (P®),schneidet L (da man durch eine pro-
jektive Transformation drei der sechs Nullstellen der Form F, die dem Punkt aus
(P%)p entspricht, in die Punkte oo, 0, 1 iiberfiihren kann).

Da es 120 Moglichkeiten gibt, unter sechs verschiedenen Punkten drei auszuwihlen,
und da durch drei Punkte und ihre Bilder genau eine projektive Transformation be-
stimmt wird, schneiden die Fasern von j: U — j(U) < M den Unterraum L in genau
120 Punkten.

Hilfssatz 3. L, — M, u — (A(u), B(w), C(u), D(u)) ist ein ganzer Morphismus
vom Grade 120, und M — M p, ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Einschrinkung von P® - M auf L ist in den endlich vielen Punkten,
die den Formen zy(x — y) G, G = 23, ® oder (x — y)® entsprechen, nicht definiert.
Hieraus folgt leicht, daB L, — M ;, ein eigentlicher, rationaler Morphismus ist, also
insbesondere endlich (da Ly offen mt)

Die Faser in einem Punkt aus M D in dem B = t,4%, C = 1,43, D = t, A% gllt ist im
Schnittprodukt der drei Flichen in L mit den Gleichungen

B(u) — t;A%(u) = C(u) — t,43(u) = D(u) — t3A%u) =0

1) Mit (a:b:c:d) wird das Doppelverhiltnis der Punkte a, b, ¢, d auf P! bezeichnet.
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enthalten, und nach dem Satz von B£zour ist (fiir allgemeine ¢,, ¢,, ¢;) dieses Schnitt-
produkt ein Zyklus vom Grad 4 - 6 - 10 = 240.

Da beispielsweise z*y(x — y) ein Punkt dieses Zyklus ist, der nicht zur Faser gehort,
hat der Morphismus L, — M p einen Grad d < 240, und wegen der Faktorisierung
Ly —> M — M ist der Grad [Ly : M] ein Teiler von d.

Es geniigt zu zeigen, daB [L, : M] = 120 ist, denn dann istd = 120und M — M ,, bn-
rational (und endlich, also bireguldr, da M, normal mt)

Da jede Faser von U — j(U) = M den Unterraum in 120 Punkten schneidet und
isomorph zu PGL(2) ist, geniigt zu zeigen, dall L diese Fasern transversal schneidet,
bzw. folgenden

Hilfssatz 4. Fiir u € (P)p ist
PGL(2) Xpe L = ((0,v) |0 € PGL(2), v € L, us = v}
reduziert und diskret.
Bewels Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei u € L, (o,v) = (id, u). Ist F

= 2 u 28"y, dann ist PGL(2) X ps L im wesentlichen das algebraische Schema
y=0

{c = [? ’h] € PGL(2) | F°(1,0) = F°(0, 1) = F°(1,1) = }’
272

d. h. das durch
F(&), &) = F(np, 7g) = F, + N &+ 1) =0, & — &y =1
definierte Schema.

1
Berechnung der Funktionaldeterminante 4 in [ 0 (l)] ergibt

A4 =2 (1 0) (O 1) (1 1)£0
(da F keine mehrfachen Wurzeln hat), q. e. d.
Alle diese Funktionen sind definiert iiber dem Ring A = Z i % % , und alle Be-

trachtungen gelten iiber diesem Ring. Zusammenfassend gilt also
2.2.3. Satz. Es set M das A-Schema

Spec (A[a8, 23y, 2%, 2y?, yz, y°, 228, 25]).

(a) Die geometrischen Punkte M(k) (k ein algebraisch abgeschlossener Korper der
Charakteristsk == 2, 3, 5) entsprechen umkehrbar eindeutig den Isomorphieklassen von
Kurven vom Geschlecht 2 iiber k.

(b) Ist S ein A-Schema, (C,)scs eine algebraische Familie von Kurven vom Geschlecht 2,
80 gibt es einen eindeutig bestimmten A-Morphismus j: 8 — M, so dap j(s) der zu C,
gehorige Punkt ist.

(¢) (4, M) ist universell mit (a) und (b).

(d) Sind die Verzweigungswerte der kanonischen Uberlagerung C, — P! die Nullstellen
von ugx® + u,z% + -, so ist §(8) durch die Funktion von Hilfssatz 3 definiert.
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(e) Die geometrischen Fasern von M | A sind dreidimensionale rationale, normale
affine Mannigfaltigkeiten < A® mit einer Singularitit ym Nullpunkt. Die Einbettungs-
dimension in diesem Punkt ist 8.

Wir werden spiter sehen, dafl dem singuliren Punkt die Kurve y® = 2% — 1 ent-
spricht.

3. Priizisierung der Problemstellung

3.1. Globale Moduln

Nach diesen Beispielen wollen wir die allgemeine Problemstellung genauer formu-
lieren. Es ist erst seit ca. 15 Jahren klar, wie Modulprobleme genau zu formulieren
sind.

Zunichst sei eine Klasse 9 von algebraischen Mannigfaltigkeiten (z. B. die Klasse
aller kompletten singularitdtenfreien algebraischen Flichen V mit gegebenen Pluri-
geschlechtern P, = dim H°(V, (£2},)®*) oder die Klasse aller kompletten singulari-
tatenfreien Kurven vom Geschlecht p) oder von anderen algebraisch-geometrischen
Objekten (z. B. Vektorbiindel, Gruppenschemata, Raumkeime). Ferner mul} prézisiert
werden, welche Typen von Schemata als Parameterrdaume zugelassen werden, meist
wird das die Kategorie der lokal Noetherschen oder der algebraischen Schemata
sein, evtl. mit Ausschlul gewisser Restklassencharakteristiken.

Unter einer algebraischen Familie von Mannigfaltigkeiten aus It versteht man dann
gewohnlich einen Morphismus X — 8, wobei S ein zugelassenes Parameterschema
ist, so daB gilt:

1. p ist flach und lokal von endlicher Darstellung,

2. die geometrischen Fasern von X 2, 8 sind Mannigfaltigkeiten der Klasse 9.

Es ist klar, daB fiir einen Morphismus 7' — S von Parameterschemata die Familie
X -2 8 eine Familie X7 — T induziert, X r = X X5 T, pr Projektion.

Unter einem Morphismus algebraischer Familien X' — §’, X — 8 versteht man ein
Faserproduktdiagramm

X —a X

+ +
§ — 8

Auf diese Weise erhillt man die Kategorie F der algebraischen Familien von Objekten
aus IR sowie einen kanonischen Funktor F — % =: Kategorie der Parameter-
schemata (der jeder Familie das Parameterschema und jedem Morphismus von
Familien den unteren Pfeil zuordnet).

In der Sprache der Kategorien ausgedriickt ist & — € ein gefasertes Gruppoid.
Dieses gefaserte Gruppoid ist dann der Gegenstand der weiteren Untersuchungen.
Ist & — M ein Objekt aus F, so induziert dieses einen Funktor gefaserter Gruppoide
iber €

€IM—>F

8 Beitrige zur Algebra 4
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(wobei € | M die Kategorie der Morphismen aus ¢ mit dem ,,Ziel M ist,¢ | M — €
der Funktor ,,Start‘) durch

(8 = M) > (Z X3y 8 KN, gy

Die Untersuchung von F wire dann auf das Studium der Morphismen in € mit dem
Ziel M zuriickgefiihrt, wenn man 2" — M als Endobjekt in F wihlen konnte; dann
ist namlich

€IM—>F

eine Aquivalenz von Kategorien.
Das grundlegende Existenzproblem lautet deshalb:

(0) Gibt es in F ein Endpobjekt?
Das wird im allgemeinen nicht der Fall sein, da die Gruppe der S-Automorphismen

einer Familie ¥ — § im allgemeinen nicht trivial ist.
Eine etwas schwichere Formulierung des obigen Problems ist die Frage:

(I Strenges (oder feines) Modulproblem. Gibt es eine universelle Familie in F,
d. h., ist der Funktor

€°r? > Ens, 8> H(S)

(wobei #(8) die Menge aller Isomorphieklassen von Familien aus M iiber 8
ist) darstellbar?

Wenn eine solche Familie 2 — M existiert, wiirden insbesondere den geometrischen
Punkten von M mit Werten in einem algebraisch abgeschlossenen Koérper k& (mit
Spec (k) € €) die Isomorphieklassen von Mannigfaltigkeiten aus 9% entsprechen,
die iiber k definiert sind.

(I1) Schwaches (oder grobes) Modulproblem. Gibt es ein Schema M sowie eine
natiirliche Transformation j: # — M (M aufgefalit als Kofunktor auf €,
M(S) = Homg (S, M)), so daB gilt:
1. Fiir jeden algebraisch abgeschlossenen Korper & (mit Spec (k) € €) ist
it M(k) — M (k) bijektiv (d. h., M (k) ist isomorph zur Menge aller Iso-
morphieklassen von Mannigfaltigkeiten aus 9, die iiber k definiert sind).
2. j:M — M ist eine universelle natiirliche Transformation in einem dar-
stellbaren Kofunktorauf €, d. h., ist # : # — N eine natiirliche Transforma-
tion in einen darstellbaren Kofunktor N (= Schema aus €),so gibt es genau

" einen Morphismus

h:M—>N mit F=h-j.

Ausfiihrlich besagt 2.: Fiir jede Familie & — S ist jgs ein Morphismus S —~ M,
so daB jgs(t) fiir ¢ € S(k) der Punkt aus M (k) ist, der der Isomorphieklasse von X,
entspricht, und (j, M) ist universell mit dieser Eigenschaft. M heiBt der Modulraum
und j die absolute Invariante fiir die Mannigfaltigkeiten aus 9.

Folgende Tatsachen sind unmittelbar klar:
1. Wenn die Existenzprobleme (I) bzw. (II) eine Ldsung & — M bzw. (j, M) be-
sitzen, ist diese (bis auf kanonische Isomorphie) eindeutig bestimmt.

2. Ist & — M eine Losung des Problems (I), so daB wir also M als Funktor mit .#
identifizieren kdnnen, so ist (idy, M) auch eine Lisung von (II).
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Daher ist (II) eine Abschwichung von (I), und wenn (5, M) eine Losung v:)n (IT) und
(I) iiberhaupt 16sbar ist, dann ist § ein Isomorphismus .# => M, und der identischen
Abbildung von M entspricht ein Element aus .#(M), was natiirlich die universelle
Familie 2’ — M ist.

Die in Abschnitt 2 betrachteten Beispiele sind Losungen des schwachen Modulpro-
blems (M Klasse aller Kurven vom Geschlecht 1 bzw. 2). Wir werden gleich sehen,
daB das strenge Modulproblem im allgemeinen keine Losung hat.

3.2. Lokale Modulprobleme

Die im vorigen Abschnitt betrachteten Probleme waren globaler Natur: Es sollte
die Menge aller Isomorphieklassen von Mannigfaltigkeiten aus 9% parametrisiert
werden und moglichst noch eine universelle Familie konstruiert werden. Eine Ab-
schwichung des Problems besteht darin, die Abhiingigkeit der Isomorphieklassen
nur lokal, d. h. fiir kleine Anderungen von Parameterwerten, zu untersuchen. An-
stelle der oben betrachteten Kategorie® von Parameterraumen S wird man hier also
nur Raumketme (8, o) betrachten, d. h. Paare, bestehend aus einem Schema S und
einem ausgezeichneten Punkt o € S, modulo folgender Aquivalenzrelation: (S, 0)
und (§', 0’) werden als dquivalent betrachtet, wenn es eine gemeinsame Umgebung
(8", 0") von o0 in S und von o’ in §’ gibt:

/(S. 0)

\‘(S’, )

(S”, ou)

Es ist sinnvoll, unter ,,Umgebung* hier ,,Etalumgebungen zu verstehen.

Das fiihrt also dazu, Schemata iiber lokalen Henselschen Algebren von endlichem
Typ iiber einem Henselschen Grundring A zu betrachten (d. h. Algebren der Form
A2y ooy 20D (f1s -5 fr), WObei A2y, ..., 2,>> den Ringaller iiber A[zy, ..., z,] alge-
braischen Potenzreihen bezeichnet) bzw. iiber beliebigen Noetherschen lokalen Hen-
selschen A-Algebren z. B. der Form A[[z,, ..., z,]]/(f1, .., fs) Mit m, bezeichnen wir
im folgenden das Maximalideal eines lokalen Ringes 4. Dabei wird vorausgesetzt, da83
alle Algebren A4 den gleichen Restklassenkérper wie A haben.

Es sei k der Restklassenkorper von A, V eine Mannigfaltigkeit iiber k. Unter einer De-
formation von ¥V versteht man dann ein Tripel (4, X, 6), wobei 4 eine zur Konkur-
renz zugelassene lokale /1-Algebra ist, X ein.flaches A-Schema und 6 ein Isomorphis-
mus von V auf die spezielle Faser von X iiber 4.

Es ist klar, was man unter Morphismen von Deformationen zu verstehen hat und
wie die durch einen A-Morphismus 4 — B induzierte Deformation definiert ist, fiir
die wir einfach (4, X, 6) ® 4 B schreiben werden.

Das lokale Modulproblem ist die folgende Frage:

(III)  Gibt es zu gegebenem ¥ eine Deformation (4, &, ®) von V mit den folgenden
Eigenschaften?

(1) Jede Deformation (4, X, 6) von V wird bis auf Isomorphie durch einen
A-Morphismus £—> A4 induziert, der bis zu einer beliebig hohen Ordnung n
vorgegeben sein kann (d.h., wenn die Deformation (4, X, 6) ® 4 A/m%*!

durch ein f,: £ — A/m%*! induziert wird, kann man & so wihlen, dal
amod mjt!l = g gilt). s

8*
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(2} Die in den Zariskischen Tangentialrdumen iiber A induzierte Abbil-
dung dx: T 4(A4) - T 4(A) ist eindeutig durch (4, X, 0) bestimmt (7T (A4)
= Hom (4, ¥{[t])/(*))).

(3) A ist eine Henselsche A-Algebra von endlichem Typ.

Man nennt (A4, Z', @) eine semiuniverselle Deformation von V. Zu dieser Definition ist
folgendes zu bemerken:
1. Es sei D(A) die Menge aller Isomorphieklassen von Deformationen (4, X. 6) von V
iiber A; dann ist A — D(A) ein Funktor, und (1), (2) kann man wie folgt formu-
lieren:
(1) Hom 4(A, —) — D(—) ist surjektiv, und fiir alle 4 und » = 0 ist der kano-
nische Morphismus
Hom 4(A, A) — Hom 4(A, A/m%*1) Xnu/m;“)D(A)

ebenfalls surjektiv (d. h., Hom, (A4, —) - D(—) ist formal glatt).
(2" Hom 4 (A, k[[¢]]/(t2)) — D(k[[£]])/(£?)) ist bijektiv.
2. Diese beiden Bedingungen sind eine Abschwichung der Bedingung der Darstell-
barkeit von D; damit D durch (A, &', @) dargestellt wird, diirfte nicht nur d«, sondern
« selbst eindeutig durch (4, X, 6) bestimmt sein. Die zweite Forderung in (1) bzw. (1')
besagt, dal im Fall der Darstellbarkeit von D der Morphismus Spec (4) — D glatt
ist (d. h., das Differential ist von konstantem Rang), und aus (2) folgt dann, dafl
Spec (A) => D ist. Wenn also D iiberhaupt darstellbar ist, so durch (4,2, ). Wenn
(A, X, ©) nur Forderung (1) und (3) erfiillt, wollen wir (A4, %, @) eine verselle Defor-
mation von V nennen. Wenn (4,2, @) eine Darstellung von D liefert, nennen wir
(A, I, O) eine universelle Deformation von V.
3. Durch die Bedingungen (1), (2), (3) ist (A4, %, ©) bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt (vgl. Kap. II), wobei jedoch diese Isomorphie, falls D nicht darstellbar
ist, nicht kanonisch ist (d. h., im allgemeinen hat (A, £, @) nichttriviale Auto-
morphismen).
4. Wir kénnen den Funktor D einschrinken auf die Unterkategorie der ,,infinitesi-
malen Raumkeime‘‘ iiber A, d. h. der lokalen Artinschen A-Algebren. Wenn dann
(A, &', O) die Forderung (1) bzw. (1) und (2) erfiillt, wobei 4 eine komplette lokale
Noethersche A-Algebra ist, so heifit (A4, %, @) eine effektive formale verselle bzw.
semiuniverselle Deformation von V. Ebenso induziert D einen Funktor auf der Kate-
gorie der endlichdimensionalen Vektorriume, ¥V +> D(k @ V), wobei mit k @ V = Iy

die Artinalgebra k¥ ® V, V*=0, (z,v)(y,w) = (ry, 2w + yv) bezeichnet wird.
Mit diesen Bezeichnungen gilt:

(A) Wenn es eine semiuniverselle Deformation (fiix D) gibt, ist V — D(Iy)
ein linksexakter Funktor auf der Kategorie der endlichdimensionalen
Vektorrdume, d. h., D(k) enthélt genau ein Element,

DIy X 1w Iy') = Dy) X pirwy DI y)

fiir jedes Diagramm V — W < V' (esist Iy X 1, Iyr = Iy Xw V').
(A*) Ist V> D({ v) linksexakt, so ist D(Iy) ein Vektorraum iiber k und

D(Iy) = D)) @V (I = K[t]]/(#*)).
Beweis. V X V — V (Addition) induziert wegen der Linksexaktheit eine Addition
D(V)x D(V) - DIV) (D(V) = D(Iy)). Fir € kinduziert V s V eine Multiplika-
tion D(4): D(V) — D(V).
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Damit wird D(V) = D(Iy) ein Vektorraum und V > D(Iy) ein linksexakter Funktor
in die Kategorie der Vektorrdume. Ist V =V, ® --- & V, (dim V; = 1), so ist

D(y) = Dly,) ® -+ & DIy,) =DI,) ® V

(Basis e; € V; auswihlen!), q. e. d.

Damit ergibt sich als erste notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit von (I1I):
Forderung 1. V ~ D(Iy) ist linksexakt und dim D(/,) < oe.

Falls eine semiuniverselle Deformation existiert, ist D(I,) der Tangentialraum
T 4(A)-

Ist also dim D(I,) = m, so miiBte das gesuchte 4 Quotient von A({wy, ...., T,)) sein.

Gewdhnlich kann man D(I,) als eine geeignete erste Kohomologiegruppe ausdriicken
(vgl. etwa 3.3. sowie Kap. II).

(B) Wenn es eine semiuniverselle Deformation (fiir D) gibt, muB fiir jedes Dia-
gramm lokaler Artinalgebren 4’ — A/I <— A folgendes gelten:

D(A X 41 4") — D(A) X piayn D(4’) ist surjektiv.
Das ist eine Abschwiichung der Bedingung , linksexakt‘.
Fiir die Losbarkeit von (III) ergibt sich also als zweite notwendige Bedingung
Forderung 2. Fiir jedes Diagramm lokaler Artinalgebren 4" — A[I < A4 ist

D(A X 414") = D(4) X pain D(A’)
surjektiv.

Nach einem Kriterium von ScHLESSINGER (vgl. Kap. IT) sind diese beiden Forde-
rungen auch hinreichend, um das Problem auf formaler Ebene zu 16sen. SchlieBlich
folgt aus der stirkeren

Forderung 3. D ist linksexakt,

daB der Funktor S proreprisentierbar in der Kategorie der Artinschen A-Algebren
ist (vgl. Kap. II).

Wir werden in Abschnitt 4 Beispiele bringen, aus denen folgt, daB hieraus noch
nicht die Losung von (III) folgt.

.

3.3. Kodaira-Spencer-Abbildung

Beim lokalen Studium von algebraischen oder analytischen Familien spielt eine von
Koparra und SPENCER eingefiihrte Abbildung eine wichtige Rolle, die in gewisser
Weise die Abweichung dieser Familie in jedem Punkt von der universellen Familie
mifBt. .

Wir geben hier eine Variante dieser Betrachtungen; eine fiir Zwecke der Deforma-
tionstheorie niitzliche Verallgemeinerung geben wir in Kap. II.

Betrachtet werden Familien V — T' von kompletten singularitdtenfreien Mannig-
faltigkeiten V,, t € T'.

Mit Qy bzw. Q7 bezeichnen wir die Garbe der holomorphen 1-Formen bzw. relativen
holomorphen 1-Formen, mit @y bzw. @y,r die dazu duale Garbe der Vektorfelder bzw.
Vektorfelder lings der Fasern.
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Da nach Voraussetzung V — T glatt ist, haben wir eine exakte Folge
0 — p*Qr - Qy > Qyir — 0,

und dieser entspricht eine kanonische Kohomologieklasse
OV | T) € Extg, (%, p*2r)

(z. B. auf Grund der Yoneda-Interpretation von Ext oder mittels des Verbindungs-
morphismus 8(idg,,,) beziiglich der Kohomologiefolge zu Homgp, (2y7, —) definiert!).
Da Qy,r lokal frei sind, ist

HODI@,(.QWT, ——) = 0y|1' @0, [——] und

Sty (Qvir, —) =0,
also
Extp, (Y7, p*Qt) = HY(V, Oyjr &1 27).

Durch Einschrinkung der Betrachtung auf offene Teilmengen von 7' (bzw. Etal-
iiberdeckungen) erhalt man eine lokale Variante von C, d.h. ein Element aus
HYT, R'p,(Oy;r A1 27)). Insgesamt haben wir also erhalten:

A. eine Fundamentalklasse C(V | T) € H\(V, Oy ;r Q1 271),
B. eine Fundamentalklasse ¢(V | T') € HYT, R'p, (Oy;r 71 27))-

Beide werden Kodaira-Spencer-Klasse genannt.
Bei der kanonischen Abbildung

HY(V, Oyir @1 Q%) — HYT, R'p, (Oyir X7 27))

geht C in ¢ iiber.
Diese Klassen lassen sich auch (zumindest fiir singularititenfreie T') wie folgt be-
schreiben: Wir haben eine kanonische Abbildung

Rp,(Oyir &1 21) Koy Or — B'p Oy 7,
a® &> &la).

(Ein Vektorfeld & auf 7 ist ein Homomorphismus &: 27 — Orp und induziert also
einen Homemorphismus

id® &: Oy Qr Q7 — Oy .

bzw. in der ersten Kohomologie eine mit &, bezeichnete Abbildung.) Wenn wir fiir a
stets c(V | T') einsetzen, erhalten wir also eine Abbildung

evir: O — R'p Oy1,
durch die (wenn 7T singularitatenfrei, also 27 lokal frei ist) c¢(V | T) eindeutig be-
stimmt ist. gy,r heiBt Kodaira-Spencer-Abbildung; die globale Version

ovir: Ho(T, 91‘) —> HI(V, Gy”')

ist entsprechend definiert.

,,Explizit ist z. B. ojr(&) wie folgt definiert : & sei iiber U — 7' definiert; man iiber-
decke p~}(U) — V mit hinreichend kleinen offenen Mengen U, so da8 sich £ zu einem
Vektorfeld &, auf U, liften 1aBt. (0 — @yr — Oy — p*Or — 0 ist eine exakte Folge
von Garben!). Dann ist g5 =& — & € Opr(U.p) und (@) ein 1-Kozyklus mit
Koeffizienten aus @y, dessen Klasse in R'p Oy,r das Bild o}, r(&) reprisentiert.
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Anwendung 1. Es sei T = Spec (I,); dann ist also (V, I,,0) (6: Vo — V Einbet-
tung der Faser von V im abgeschlossenen Punkt O von T) eine Deformation von V.
Es ist ferner Qp = kdt (I, = k[[t]]/(t?), d¢t Differential von ¢ und (?)) und tdt = 0.
Man rechnet direkt nach:

Oyir X1 21 = Oy,,
& ® dt > E (=: Einschrinkung auf V).
Somit hat man also jeder Deformation von V,, (V,I,,0), eine Klasse ¢(V | I,)

€ H\(V,, @y,) zugeordnet, d. h., die Kodaira-Spencer-Klasse liefert eine kanonische
Abbildung

D,) -~ H'(Vo, Ov,),

(V,I1,,0)—>c(V | 1)),
und analog erhilt man fiir jeden endlichdimensionalen Vektorraum W eine kanonische
Abbildung

D(Iy) — H'(V,, Oy,) @ W = HY(V, Oyirxw)
(W = Spec (Iy)). Diese Abbildung ist stets bijektiv. Ein Kozyklus {@;;} mit Werten
in @y, ® W beziiglich einer offenen Uberdeckung U; von V, ist nichts weiter als
eine Vorschrift, wie die Garben Oy, | U; ®i Iy = Oy, auf U; miteinander zu ver-

heften sind zu einer Garbe @y, die zu einer Deformation (V, Iy, 6) gehért. Die Ver-
heftung ist wie folgt (¢;; ist eine Derivation Oy, | U;; — Oy, | Ui; Qi W):

Ou, | Uy ———— Oy, | Uy
I |

Oy, | Ui @ WR Oy, |U;j) Oy | Ui W @0y, | Uy,
(/’w®g) ————————b (,r‘pii (w®g))'

Kohomologe Kozyklen liefern isomorphe Deformationen, so da8 also fiir alle singulari-
tatenfreien V,

D(,) = HY(V,, Oy,),

Menge aller
infinitesimalen Deformationeng — c(V | I;)
(V’ I 1 0)

gilt; insbesondere gilt also:

Korollar 1. Der Parameterraum der semiuniversellen Deformation singularitiitenfreier
eigentlicher Mannigfaltigkeiten Vo hatdie Einbettungsdimension m = dim HY(V,, Oy,).
Beispiel. Ist ¥, eine Kurve vom Geschlecht p, dann ist Oy, = wy, und H(V,, Oy)
nach dem Satz von RIEMANN-RocH (bzw. dem Dualititssatz von SERRE) dual zu
H(V,, wﬁ?z), also von der Dimension 3p — 3.

Korollar 2. Eine notwendige Bedingung dafiir, dap V — T in einem Punkt o € T

eine semiuniverselle Deformation von V ist, ist die Bedingung, daf die durch oy r in-
duzierte Abbildung :

To(T) =% Hl(Vo’ 9V.)
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bijektiv ist. (To(T) =: Or,0 Dpr,0 k =: Tangentialraum an T in 0; die Abbildung wird
durch

' ®k Basiswechsel
07,0 Rgro k> (RY,,O7) @ gr,0 k ———> HY(V, Oy,)

induziert, Oy, = (Oyi1)o ® gv.0 k.)

,,Explizit* ist die obige Abbildung wie folgt definiert: Wenn oyr(£) iiber einer Um-
gebung von o durch den Kozyklus p.(£) € Oy r(U,) reprisentiert wird, erhélt man
durch Spezialisierung von ¢ zu o aus den Vektorfeldern ¢,4(£) Vektorfelder ¢,3(£),
auf Von U,p, die einen Kozyklus auf V, mit Werten in Oy, bilden. Dessen Klasse

ist das Bild von Z,.

Anwendung 2 (iiber C). Ist 7' singularititenfrei und o'(V | T): @p — R, Oy 1 die
Nullabbildung, so ist ¥ — T eine analytisch lokal triviale Faserung.

Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten:
Schritt 1. Das Verschwinden von ¢’ bedeutet, daB die Folge

0— p*Qr > Q> Qyr >0
lokal iiber T' zerfallt; also gilt fiir hinreichend kleine 7'
Q) = p*Qr D Qvir-

AuBerdem sei 0. B. d. A. T analytisch isomorph zum Produkt von g offenen Kreis-
scheiben 4, X -+ X 44; 4; = €, Koordinaten z,, ..., z,. Der Beweis der Trivialitdt
von V — T erfolgt durch Induktion iiber g, und zwar zeigen wir, daB nach eventueller
Verkleinerung der Kreisscheiben gilt, daB ¥V — 7' isomorph zu V' X 4, > T" X 4,
ist mit 7" =4, X - X dgy, V' =Py X -+ XAy X {0) S V. Da 0y = p,0r
@ Oy,r ist, 1iBt sich das Vektorfeld o0z, auf 7' zu einem Vektorfeld ¢ auf V liften.
Wir benutzen zum Beweis, daB es zu jedem holomorphen Vektorfeld auf einer kom-
plexen Mannigfaltigkeit eine holomorphe ,,Integralkurve* gibt, die holomorph vom
Anfangswert abhingt, d. h. den folgenden

Hilfssatz. Es sei V eine komplexe Mannigfaltigkeit, & ein Vektorfeld auf V ; dann gibt
es eine Umgebung W < V X € von V X {0} und eine holomorphe Abbildung o: W — V
derart, daf folgendes gilt:

1. op|oz(z, z) = &(p(x, 2)) fiir alle (x, z)A ewWcVxC,
2. ¢(x, 0) =x.

Schritt 2. Esist klar, daB wir im Fall eines kompakten V die Umgebung W von der
Form V X A wihlen kénnen (4 eine hinreichend kleine offene Kreisscheibe). Fiir den
uns interessierenden Fall ist ¥ nicht kompakt, wohl aber die Fasern von V — T.
Wihlen wir nun eine relativ kompakte Umgebung U von 0 in 7', so ist p OV
kompakt (da p eigentlich ist!), also ist die Projektion p1(U) x € — C eigentlich
und daher das Bild der abgeschlossenen Menge (p~2(U) X €) in C abgeschlossen und
disjunkt zum Nullpunkt. Daher konnen wir in € eine zu dieser Menge disjunkte
Kreisscheibe A’ wihlen, die den Nullpunkt enthilt, so daB also p(U)x 4" < W
ist.

Wir miissen also 7' durch die eventuell kleinere offene Menge U ersetzen, V durch
pY(V), so daB ¢ aus dem Lemma dann auf V X 4 definiert ist.

Schritt 3. Es sei also jetzt T = A, X +-- X 4, und o. B. d. A. der Radius von 4,
nicht groBer als der Radius von 4. Die ,, Kurve* z > pp(x, 2) in T < €4 ist Integral-
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kurve zu 8/dz, mit dem Anfangswert

pe(z, 0) = p(x);
also ist

pp(x,2) = p) + 0,...,0,2) ind; X -+ X d,
(Parallele zur ,,z,-Achse‘). Setzen wir
¥(®) 5 9@, —2z(p)),

80 ist py(x) € 4, X -+ X 44 X {0} (d. h., p() liegt iiber der ,, Ebene* z, = 0); y liefert
also eine holomorphe Abbildung

14 - V' = Ay X -+ X gy X (0)

|

/ el —_— ololn
4 X g Aq Projektion 4y X ~ A,,_! x {0}

Durch z + (p(x), Zy(p(x)) erhdlt man also einen T-Morphismus V — V' X 4,; das
ist ein Isomorphismus (Umkehrung: (2, z;) — @(2', 2,)).

V' — 4y X+ X 4y, erfiillt wieder die Voraussetzung und ist daher nach Induktions-
voraussetzung lokal trivial.

4. Beispiele fiir semiuniverselle Deformationen
4.1. Starre Mannigfaltigkeiten

Ist V eine singularitdtenfreie komplette Mannigfaltigkeit, so dal HY(V, Oy) = 0, so
gibt es keine infinitesimalen Deformationen erster Ordnung und folglich nur triviale
lokale Deformationen.

Beispiele fiir solche Mannigfaltigkeiten sind die projektiven Réume P* bzw. multi-
projektiven Raume P™ X --. X P, Die Garbe @ der Vektorfelder ist hier die folgende
Garbe : Es gibt eine kanonische exakte Folge von Vektorbiindeln iiber V = P* = P(W)

O>N>VXW—>M—->0, M=VXW|N,

wobei N dasjenige Unterbiindel des trivialen Biindels ¥V x W ist, dessen Faser im
Punkt p € V die entsprechende Gerade von W ist. Dann ist

Qy = Hem (M, N), Oy = Hom (N, M) = Opa(1) ® O(M);
also ist
0 — Opn — Opa(1)*t1 — Opa — 0

exakt. Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung.
4.2. Rationale Flichen

Beispiele fiir rationale Flichen sind V = P2, V = P1 X P! und die zu den Vektor-
biindeln L®™ (P I — P! (L — P! X A? kanonisches Unterbiindel des trivialen Biin-
dels, I eindimensionales triviales Biindel) assoziierten projektiven Biindel P(L®" D 1)
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= V™, die man auch wie folgt beschreiben kann:
Vim — P! x P? =: Menge aller (x: ¥, % : v: w) mit
™y — ymu = 0. (1)

Bekanntlich erhdlt man auf diese Weise alle relativ minimalen rationalen Flichen;
V™ ist nicht minimal (sondern Aufblasung der projektiven Ebene in einem Punkt).
(Vgl. hierzu I. R. SCHAFAREWITSCH u. a. [1].)

Wir zeigen jetzt an einem auf HirzEBRUCH zuriickgehenden Beispiel, dal die Flachen
V™ und V(m-2b (2k < m) in ein und derselben algebraischen Familie vorkommen,
und zwar in folgender:
V < P1x P2 X A! itber A,
definiert durch
My — ymu = takym—ky, (2)
Fiir T & 0 sind die Flachen V; isomorph zu V,, die definiert ist durch die Gleichung
™y — ymu = rkym—kw

(indem man (z:y, u:v:w) > (x:y, u:v:tw), V,=> V, definiert). Also ist iiber
der offenen Menge U = A! — (0} die Familie trivial.
Fiir ¢ = 0 erhélt man Vy ~ V™ d. h., die V;sind Deformationen von V.

4.2.1, Hilfssatz. V, >~ Vim-2b,

Wir geben dazu einen Isomorphismus pin-2 2, V, an. Wir definieren nun fir
(*:y,u:v:w) € Vim=2h

Dy, u:v:w) = (x:y, —(@™w + atym—*w?) .
(aky™—kup + ymow) : (x™uv + 2Fym—Fuw + am—kykvw + ymw?)). (3)

Man rechnet direkt nach (am einfachsten, indem man inhomogene Koordinaten
benutzt), daB dadurch ein Isomorphismus (iiber P!) definiert wird, q. e. d.
Es seien 0, oo die Punkte (0: 1), (1:0) auf P! und U,, U, < V™ die Urbilder der
offenen Mengen P! —{0} = 4,, P! —{oo} = 4, beziiglich der Projektion V(m — P1,
Auf 4, benutzen wir die Koordinate z = z/y, auf 4, die Koordinate 2’ = y/x = 1/z;
wir wollen HO(V(m, @), H(V®), @)sowie die Kodaira-Spencer-Abbildung, die zu der
Familie (V;);ea: gehort, berechnen.
Aus

U=Pxd,, Ug=xP'x4, Up==Pxd,

(Ui =:UynU,y, dyy=:4,n4,)

und aus
pr f=—4 0p1(2)
folgt
H\U;,0)=0;1+=1,212;
und daher liefert die Meyer-Vietoris-Sequenz, daB die Folge
0 — H°(V) - H'(U,) @ HYU,) - HY(U,,;) - H\(V) -0

exakt ist (die Koeffizientengarbe © in diesen Kohomologiegruppen haben wir in der
Schreibweise weggelassen).
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Wir benutzen folgende Koordinaten:

&ufU|:z=i,Eg=l,
Y w
auf U,: 2’ = 1/-, & =ﬁ;
x w
dann gilt
1
D= — d & =zm
z S und ¢ &
und somit gilt auf U, n U,
4 0
= ' ——
p= % T (5‘ as,)’
SRAN +m (¢ i
T T Caw T ™\0eg)
b} 0 1 0
20 = _ 2 -
© oz 2! + z' (4:l 35,)’
2 @
— =2 —,
0&, 08,
¢ d
S TR T
und
7 0
2 ___ — »'m e _
52 652 z ( 1 651)
Hieraus folgt (fiir m > 0)
4.2.2. Hilfssatz.
d ) 0 0
0( I/(m) = — klz2— — e
My @y = k= +k(z az) t (z o mz&‘ae,)

b m 0
k& — kz (&2 —),
+(gg) + 5 ()
HY (V™ @) = (kz + --+ + kzm—1) (')_Z— (mod HY(U,) @ HY(U,)),
l .
also
dim HY(V(™ @) =m + 5,
dim H{(V™ @) =m — 1.

Auf dhnliche Weise berechnet man p,0ya: und R'p,Oya:. Dazu seien W,, W, die
offenen Mengen in V, in denen z 4= 0 bzw. y &= 0 ist und Wy, = Wy n W,.
Mit denselben Koordinaten wie oben ist

r s 'z_; & =2™&, — 2kt
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und somit
0 2
_—— ' P
az g m =B g, e (6 )
2 P 9
25-=—25;,+(m k) 'k_23_ﬂ+ (518_5-,)’
0 0 t 0 m 0
2 = _ k) — e
= w T k) 2¥-83 9% " 2 (51 351)’
LIPS L
0§, o0& 2'mo¢,
0 t o 0
BT e T

0 0
5: 7%, = f2'm—2k 3_51 + 2tz'm-k (51 a—fl) g™ (‘fl af])

Es sei 7 ein globales Vektorfeld aus Oy ja:; auf W, hat n die Form

/)
n=Gg+ Ao+ A (60 5g) + s (8 57
(G, g, A,, A, Polynome in ¢ und z); auf W, gilt dann

n=—(6) o
tA , 0
[(m B O+ 72+ gt o+ rm 2"“‘]?5,
+ [m2'G + A4, + 2tz'm—k4,] (51 T )
+z'™4 0l
2 1 agl .
Wir setzen
Ay, = By + zn-%+1 0y 4 k1D, 4)

so dafl B, (bzw. C,) hochstens vom Grad m — 2k (bzw. k — 1) in z ist. Da z'm4,
Polynom in 2’ sein muB, ist dann auch D, héchstens vom Grad £ — 1.
Ferner sei

G =Gy + 22C(t) = a(t) + 2b(t) + 2%(®)

(a(t), b(t), c(t) Polynome in ¢). Der Vergleich mit dem Koeffizienten von &, - (8/2 &, ) er-
gibt dann (d(t) Polynom in &)

Ay =d(t) — me(t)z — 2t 2D, ()
und mit dem Koeffizienten von 9/9¢,, wenn k > 1 ist,

—2MA, = (m — k) t28=1 G + 13(2C; + 2¥t1D,) + t25(d(t) — me(t) z2 — 262 2D,)
= (m — k)ta(t) 2-1 1+ [(m — k) tb(t) + td(t)] 2* — ktc(t) #+! + 13%2(C, —2D,).
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Im Fall m > 2k ist Ay = 0 und

22D, — C, = (m — k) f(£) 2~2% + g(t) 25— — kh(t) 2%, (6)

a(t) = tf(t), c(t) =th(t), (m — k)b(t) + d(t) =tg(t). (7
Im Fall m = 2k ist

Ay =t2ay(t), Dy =ay(t)2*~! + E, mit deg, B, <k — 1, (8)

2By — Cy = (m — k) f(t) 252 4 g(t) 241 — kh(t) 2%; 9)

f> 9,k wie in (7). Somit ergibt sich

4.2.3. Hilfssatz. p,Oyar wird iiber Oas durch m — 2k + 5 Veklorfelder (falls
m > 2k) bzw. durch sechs Vektorfelder (falls m = 2k) erzeugt, die auperhalb ¢ = 0 ein
freies Erzeugendensystem bilden.

Beweis. Die Erzeugenden entsprechend der Wahl von [(t), g(¢), k(¢), b(¢) in (7) (bzw.
ao(t) in (8)) und von

By = po(t) + ;i) 2 + -+ + Pm—s(b) 2™ %
in (4), da nach (4), (5), (6), (8) und (9) dadurch eindeutig bestimmte Vektorfelder
definiert werden. Diese bilden nur in ¢ =0 einen Vektorraum der Dimension

< m — 2k + 5 (bzw. 6).
Analog ergibt sich

4.2.4. Hilfssatz. Rlp,Opa: wird iiber Oa: durch die Klassen von
35 (mod PxOw, ar + DyOwyar), v=1,...,m—1,
erzeugt, und R'%p,Opar wird durch die folgenden Relationen definiert:

122 =0 fiir 1Z5vZ2k,v £k,
0§,
0

tzt— = 0.
05,

Also st R! p-QVW auferhalb t = 0 frei vom Rang m — 2k — 1 (bzw. 0, falls m = 2k
1st).
Korollar. Auferhalb t =0 ist fiir m > 2k p,Oypar bzw. R'p,O a1 lokal frei vom
Rang m — 2k + 5 bzw. m — 2k — 1 und

(RipyByian) ® k(t) = HY(V,, 6)), i=0,1.
Fiir m = 2k gilt das analoge mit dem Rang 6 bzw. 0.

Benutzen wir auf W, die Koordinaten z, &,, t und auf W, die Koordinaten 2’, &, ¢, 8o
liefern in diesen Koordinatensystemen 9/ot Liftungen von 9/dt € @a:;, und benutzen
wir auf W,, die Koordinaten z, &,, t, so ergibt sich, daB die Differenz beider Liftungen
gleich z* . 9/9¢, ist. Somit ist die Kodaira-Spencer-Abbildung von V | T' durch

.2 k ____ 9 4 ] ) 4 9
w g (reizer (o) rolrm) 12 e ba)  w

definiert.
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Zusammenfassend gilt also

4.2.5. Satz. Die algebraische Familie V, = P! X P2, definiert durch z™v — y™u
=t a¥y™~*w, ist auPerhalb t = O algebraisch trivial, die Fasern V.t + 0, sind iso-
morph zu V=28, Die Faser V, ist isomorph 2u V™), also zu keiner der Fasern V,,
t == 0, isomorph.

Die Garben p, Oy r und R'p,Oy 1 sind auferhalbt = 0 lokal frei vom Rangm — 2k - 5,
m — 2k — 1 (bzw. im Fall m = 2k vom Rang 6 und 0), und

(p*QVIT) ®0A',l k(t) - HO( Vb 6‘): (11)

(B'PsOyir) D a0 K (8) - HY V1, 6y)
sind fiir t 3= 0 Isomorphismen, tm Fall ¢t = O jedoch nicht. Die Kodaira-Spencer-Ab-
bildung st durch (10) definiert.

Dieses Beispiel lehrt unter anderem folgendes:

1. Nehmen wir m = 2k, so daB es also keine infinitesimalen Deformationen von
Vi =~ P! x P! gibt, so kann es dennoch global nicht-triviale Deformationen geben.

2. Wenn die Kohomologie H(V,, @y,) einer algebraischen Familie (V,),¢s in einem
Punkt s = 0 einen Sprung macht (d. h., wenn (11) kein Isomorphismus ist in einem
Punkt s = 0), so ist es moglich, dall die Kodaira-Spencer-Abbildung in diesem Punkt
8 € § die Nullabbildung

Ty(S) — H'(V,. Oy,)

induziert, ohne daB die Familie trivial ist. (Zu diesem Zweck betrachte man die durch
die Abbildung s > s? induzierte Familie V,, s € Al.) Die Ursache fiir dieses Phanomen
ist, daB R'p,@y,s nicht mit Basiswechsel vertraglichist,d. h.,dal s > dim HY(V,. Oy,)
nicht stetig ist.

4.2.6. Satz. Die semiuniverselle Deformation der rationalen Fliche V'™ wird defi-
niert durch die Familie

m—1

Vi a™ — ymu = E‘t.x'y"'"w. te Am-1,
v=1

und den kanonischen Isomorphismus Vo~ V(m,

Das kann man beweisen, wenn man die Existenz einer semiuniversellen Deformation
schon als bekannt voraussetzt, indem man fiir die durch die Kodaira-Spencer-
Abbildung induzierte Abbildung 7'y (A™-!) — H}(Vi™, @) zeigt, daB sie ein Iso-
morphismus ist. Der Beweis ist im wesentlichen derselbe wie fiir (10).

Dann folgt, daBl A™-! im Nullpunkt und der Raumkeim 8, der zur semiuniversellen
Deformation gehért, isomorphe Tangentialriume haben, und somit wegen der Singu-
laritétenfreiheit von A™-!, daf S der Keim von A™-! im Nullpunkt ist. Diese Familie
ist auch ein Beispiel fiir eine semiuniverselle Deformation, die nicht universell ist.
(Jedes ¢ € GL(m — 1) induziert bis auf Isomorphie dieselbe Deformation!)

4.3. Algebraische Kurven

Am einfachsten ist hier wieder die Situation fiir elliptische Kurven und Kurven vom
Geschlecht 2. Wir setzen der Einfachheif halber wieder voraus, daB der Grundkérper
eine von 2 verschiedene Charakteristik hat und algebraisch abgeschlossen ist.



Modulprobleme in der algebraischen Geometrie I 127

A. Die Familie
Ei:y2=a2@—1)(@x —A)

(inhomogene Koordinaten) ist in jedem A % 0,1 universell, und jede elliptische
Kurve kommt in dieser Familie vor.

B. Die Familie
0(1"1.'1‘)3 yl = x(x — 1) (L’s — ).,x’ + l,x = 18)

ist in jedem (4, 45, 43) mit A3 == 0, 4, — A, + A3 &= 1 und Diskriminante = 0 uni-
versell, und jede Kurve vom Geschlecht 2 kommt in dieser Familie vor.

Zu A. Nach 2.1. wird jede Familie elliptischer Kurven lokal durch eine Gleichung
E: y* = ax® 4 ba? 4 cx + d definiert, wobei a = a(t), b = b(t) usw. regulire Funk-
tionen auf dem Parameterraum 7T sind.

Fiir t = 0 sei E, = E;; dann ist insbesondere a(0) = 1, und wir kénnen @ = 1 an-
nehmen. Fiir ¢ == 0 hat 2% 4 ba? + cx + d die einfachen Wurzeln 0, 1, 4, und daher
ist in einer Etalumgebung von 0 in 7'

2+ bafcx+d=(x—e)(x—e) (x — e)

mit e;(0) = 0, €,(0) = 1, e5(0) = A. Durch eine Koordinatentransformation erhilt
man daher

Ey:y2=a@x—1)@x— 1), A0) =14,

d. h.,die Familie wird durch die Funktion ¢ +> 1'(t) induziert, und A'(t) ist dadurch
eindeutig bestimmt.

Zu B. Der Beweis ist analog, man benutzt hierzu das Resultat aus 2.2.

C. Kurven vom Geschlecht 3. Wir betrachten Kurven vom Geschlecht 3, die nicht
hyperelliptisch sind ; nach 2.2. definiert dann die Garbe der Differentialformen w eine
Einbettung in die projektive Ebene P2 = P(H%w)), und da zwischen dem Grad m
(m — 1) (m — 2)
2

besteht, ist jede solcher Kurven vom Geschlecht 3 durch eine biquadratische Form
F(z,y, z) = 0 definiert.

Umgekehrt definiert jede biquadratische Form F(X, ¥, Z) mit dF == 0 (fiir (X, Y, Z)
= 0) eine kanonisch in P2 eingebettete Kurve vom Geschlecht 3. Die folgenden Diffe-
rentiale bilden eine Basis von H(C, w):

_X Y\ _ Xz
=7 \x) =R Ux)
Ys X Y: (Z
w=r,4(z) =5 (%)
Z¢ (X VA Y
=5 4(z) =74 (z)

(Man beachte die Relationen d(-{) = —;-;Y- (Z) usw. auf C sowie d(g)
X

2 Z Z VA
= —£ d (—Z—) usw.)

einer ebenen Kurve und dem Geschlecht p die Relation p =

Z? \X
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Auf der offenen Menge X + 0 ist z. B.

3 2
owmZL (T B (%)
Fs

X))~ TF Y\X
__Xz X\ Xz Y
"z==F 7))~ TF; \x)

alsoist (my iy 1 mz) = (X : =Y :2).

Ist (C,)s eine algebraische Familie von Kurven (Fasern von C As ),s08ind R'p,we;s
und p,wcs lokal frei vom Rang p bzw. 1 (vgl. Kap. IIT, Abschnitt 1), im Fall p =3
erhalten wir also lokal eine Faktorisierung C — P2 x S — S. Wenn eine Faser C,
(0 € 8) nicht hyperelliptisch ist, erhalten wir eine Einbettung C < P2 x S (8 mufl
eventuell durch eine Umgebung von 0 ersetzt werden!), d. h., C ist die Nullstellen-
menge einer Gleichung

Fs,X,Y,Z)=0
(Form vierten Grades in X, Y, Z, Koeffizienten aus I'(S, Cs), (%, ?%, %g)
=+ (0,0,0)). oxX" 0

Die semiuniverselle Deformation von C, muB also, falls sie existiert, durch eine Fa-
milie von Formen vierten Grades definiert sein. Wir kénnen annehmen, C, sei durch
eine Form

Fo=T5+ A(Ty, Ty) T§ + Ao(Th, T) T3 + Ag(T'y, To) To + Ag(T1, T) =0

definiert.

Die Menge der biquadratischen Formen in 7'y, T';, 7', bildet einen projektiven Raum
P4, auf dem SL(3) in kanonischer Weise operiert. Da Cy kanonisch in P? eingebettet
ist und

Aut(Cy)°P? — GL(H(C,, we,));
o (n > o%p)

injektiv ist, ist jeder Automorphismus von C, Einschréankung eines projektiven
Automorphismus ¢ auf C, d. h.

Aut(C)P? = {0 € SL(3), F§ = const - Fo} mod {* id},

und diese Gruppe ist diskret (die Liesche Algebra ist gleich
Kern (Auty,(Cy X I,) — Aut (Cy)) = H(Cy, O¢,) =0

nach dem Satz von RIEMANN-RoOCH).

Bezeichnen wir mit B, — P4 das Orbit von F, so ist also SL(3) — B, eine Etal-
itberlagerung und 31(3) — T'y,(B,) ein Isomorphismus.

Daher kann man den Tangentialraum in Fy an By, als Unterraum von P4 betrachtet,
wie folgt berechnen: Wir betrachten k[r] = k[t]/(t?); dann ist

tT'r,(Bo) = (Fd++X(T)[Fld+1X(1,0,0) — Fo | X € 31(3))

(den Quotienten bilden wir, um die transformierte Form Fl4+:X wieder so zu nor-
mieren, daB der Koeffizient von T§ gleich 1 wird). Setzen wir X = E;; (i 3= j) bzw.
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E\y — Eop, Eyy — Eg (Epq = Matrix mit den Koeffizienten z;; = 8;,0;,), 80 erhalten
wir die folgende Basis von T's)B,) (wegen
Fa+ X(T)=FoT)+ = [For.(T) (®aoT'o + 210T'y + 250T's)
F FoTl(T) @aTo + xnTy + 20Ty) + -+ ]

und
Fi+:X (1,0,0) = 1 — 1[4xg0 + a;%g + agZ0q],

wenn 4,(T,, T,) = a,T; + a,T,):

U01=F0T"To‘“a1F0’ U10=F01-.'Tn
Uoz‘—“FoT.'To—azFo’ Uzo=FoT.'Ta:
U12=F0T"Tn Uil‘_‘FOT"T?!

U" =F0T1Tl _FOT.'T0+4F0) U22=F01'.'T2_F01'.'T0+4F0'

Setzen wir noch Uy, = T'§ und ergéinzen diese neun linear unabhéingigen Formen vom
Grad 4 zu einer Basis, durch Formen G, ..., Gq (in denen o. B. d. A. T§ nicht vor-
kommt), so gilt

4.3.1. Satz. Die durch F(t, T) = Fo(T) + t,Gy(T) + - + t,Go(T) = 0 definierte
Familie C,, t € A® ist semiuniversell im PunktO (und in jedem Punkt ty, in dem G, ..., G,
transversal zum Orbit von F(ty, T') in P sind).

Beispiel.
Fo=T§+T4+T4,

F(t, T) = Fo(T) + t,T3T} + t,T3T\ T, + t,T3T}
+ tToT3T, + t:TT\T; + teT3T5.

Der Beweis des Satzes folgt daraus, daB SL(3) X A® — P14, (¢, F) > Fe, in einer
Umgebung von (id, Fy) ein Etalmorphismus ist (A® wird hier identifiziert mit
{Fo + t,Gy + -+ + t4G4 = F}) und weil jede Familie (C,)ss, in der Cy vorkommt,
lokal in s = 0 durch eine Form F(s, T') = 0 mit F(0, T') = Fy(T) definiert wird.

4.4. Mannigfaltigkeiten vom allgemeinen Typ

Eine komplette singularititenfreie Mannigfaltigkeit V heiBt von allgemeinem Typ,
wenn das N-kanonische Linearsystem |w®¥| (wy = 25, n=dim V) fiirein N > 0
eine birationale Abbildung definiert. Fiir dim V = 1 sind das die Kurven vom Ge-
schlecht > 2; fiir dim ¥ = 2 sind die folgenden Typen von Flichen nicht vom allge-
meinen Typ: Regelflichen, Enriquesche Flichen; K3-Flichen, abelsche Flichen und
Flichen mit einem elliptischen Biischel (vgl. etwa I. R. SCHAFAREWITSCH u. a.[1]).
Ein vollstindiger Durchschnitt ¥V — P von Hyperflichen H,, ..., H,_, vom Grad
my, ..., My_,ist genau dann vom allgemeinen Typ, wennm, + «-+ + m,_, > n + 1 ist
(wegen wy = Op(my+ ++- 4 My, — n — 1)).

B. G. MorsEzoN hat in seinem Vortrag in Nizza 1970 die Vermutung geiuBert, da8
alle Deformationen von Mannigfaltigkeiten vom allgemeinen Typ wieder von all-
gemeinem Typ sind. Wir wollen das hier beweisen unter der einschrinkenden Voraus-
setzung, daB |w®?| fiir ein N > 0 keine Basispunkte hat. Alle Basisschemata S, T

usw. werden als noethersch vorausgesetzt.

9 Beitrige zur Algebra 4
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4.4.1. Satz. Es sei V28 glatt und eigentlich, O € 8 und V, eine projektive algebra-
ische Mannigfaltigkeit vom allgemeinen T'yp mit der oben erwihnten Voraussetzung.
Ist S von der Charakteristik O (bzw. oy, ampel), so gibt es eine Umgebung S, von 0 in 8
und eine natiirliche Zahl N > 0, so daf3 folgendes gilt:

(i) P*Py®Y — w®¥ ist surjektiv iiber S,.

(id) Rip,w®¥1 = ( fiir alle i > 0 und q > 0, und p, @~ ist lokal frei und mit
Basiswechsel vertrdglich.

(iii) IstD:V |8y — Ps,(p,w®¥|8,) die N-kanonische Abbildung, W < Ps,(p, »®¥|8S,)
das Bild von V | 8,, so gilt:

a) W ist Sy-flach, und fir alle Sy-Schemata T ist (Pr)y Oy, = Oy,.

b) Es gibt ein offenes Unterschema U = V | 8,, so daf U, dicht in V, ist
fiir alle t € Sy; P tnduziert eine offene Einbettung U — W (bzw. ® ist ein
Isomorphismus V = W).

Beweis. Zunichst sei § von der Charakteristik 0. Fiir ein N > 0 hat nach Voraus-
setzung das Linearsystem |w§’.” | keine Basispunkte und definiert einen birationalen

projektiven Morphismus, das gleiche gilt auch fiir alle lw$*|, ¢ > 0. Nach einem
Satz von C. P. RaMaNvuJsaM [1] (Theorem 3) ist dann Hi(V, w‘?:'") =0firj =0,...,

n — 1 und alle m > 0; aus Dualitdtsgriinden (vgl. z. B. Kap. III, Abschnitt 2) ist
also Hi(V,, w?‘"‘) =0 firalles > 1 und m > 1.

Fiir N > 1 ist dann in einer Umgebung von 0 auch Rip,wH¥ = 0 fiir alle i = 1 und

Py frei und mit Basiswechsel vertriglich (Basiswechsel, vgl. z. B. Kap. III,

Abschnitt 1). Da der kanonische Morphismus p*p*w%g’ - w%’; auf V, surjektiv ist,

hat sein Kokern einen zu ¥V, disjunkten Triager F und ist daher zu p~Y(S — p(F))
disjunkt.

Insgesamt gibt es alsozu jedem Ng > 1 eine Umgebung von 0, iiber der p,w{¢ lokal
frei und mit Basiswechsel vertriglich ist, die hoheren direkten Bilder verschwinden
und p*p, 0P — 0PI surjektiv ist.

Wir zeigen, da8 fiir ¢ > 0 die Ng-kanonische Abbildung

Vo> PUHY(V,, @)

die Eigenschaft (@,), Oy, = Oy, (mit W, =: @,(V,)) hat. Es sei 7, ..., n, eine Basis
von H%Vo, $¥) und V,; die offene Teilmenge von Vo, auf der #; keine Nullstellen
hat, Vo= Vgou Vo U +«- U Vg

Fiir jedes ¢ sei W,; die offene Teilmenge in W,, die durch 5§ == 0 definiert ist. Dann
ist W, ..., W eine affine Uberdeckung von W, und @;'W,; = V. Ist jetzt z. B.
f eine auf ¥y, regulire Funktion, so ist f§ fiir ¢> O eine auf ganz V regulire ¢N-
fache Differentialform, also f € H(W o, Ow,). Da H(V y;, Oy,) endlich iiber HY(W ,;,0,)
ist, folgt daher fiir ¢ > 0 die Beziehung @, * Oy, = Oy,.

Wir ersetzen N durch gV fiir ein solches ¢ und zeigen, daB fiir ¢ > 0in einer Umgebung
von 0 die Behauptungen (i), (ii), und (iii) gelten. Indem wir S gegebenenfalls ver-
‘Kkleinern, kénnen wir annehmen, da auf S die Behauptung (i) gilt und (ii) fiir ¢ = 1.
Es sei € der Kokern von Oy — ®,0y. Wir zeigen, da supp € n W, = @ ist, so daB
also Oy — D,0y surjektiv iiber einer Umgebung von 0 ist. Dazu sei § = Spec(R)
Spektrum eines lokalen Ringes und 0 sein abgeschlossener Punkt.
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Wir konnen annehmen (Noethersche Induktion), daB fiir jeden echten Restklassen-
ring R’ von R der Morphismus 0y — @, (0y Qg R’) bereits surjektiv ist. Es seir &= 0
ein Element aus mg, I = anng(r). Da @y R-flach ist, ist

0 = Oy/10y — Oy — OyrCy — 0

exakt; also sind in dem folgenden kommutativen Diagramm die Zeilen exakt:

0 > D, (Oy[IC)) — DTy — By (Oy[rCy) — O
t t 1

O ——— O —— O [rOy — 0

(da der rechte vertikale Pfeil ein Epimorphismus ist). .

Hieraus folgt sofort, daB8 @y — ®,0y surjektiv ist, also supp € n W, = 0.

Wir konnen also jetzt @,0, = @), annehmen. Ist U — V die offene Menge der
Punkte, in denen @ quasiendlich ist, so folgt aus Zariskis Hauptsatz (in der Formu-
lierung z. B. aus H. KUurkE, G. PrisTeER und M. RoczeN [1]), daB @ auf U eine offene
Einbettung U — W induziert. Aullerdem ist U =+ @, da Vo n U = 9 ist.

Wir setzen Sy = p(U); dann ist S, eine Umgebung von 0 in 8 und U, dicht in V,
fir alle ¢ € 8,, d. h., es gilt (iii)b).

Insbesondere ist @, birational, und aus dem oben zitierten Resultat aus C. P. Rama-
NusaM [1] folgt dann Hi(V,, ©$¥?) = 0 fiir alle ¢ > 0, ¢ > 0 und nach Basiswechsel

(Kap. III, Abschnitt 1) somit auch Rip,w®4? = 0 fiir alle i > 0, ¢ > 0, und p,w®*

ist daher lokal frei und mit Basiswechsel vertriglich, also ist (ii) bewiesen.
Wegen

oR§7 = P*Oy(q)
und
PxP*Ow (9) = Pox[(POv) ® Ow(q)] = PoxOw(q)

(mit po: W —> 8, PrOJektxon) ist PoyOw(q) fiir alle ¢ = O lokal frei, und somit ist W
So-flach (W = Proj (Z‘ PP ), wenn N > 0 ist). Bei Basiswechsel T' — 8, ist Wy

= W X T daher das Bild der N-kanonischen Abbildung @r: Vy — Pr(preo®
und (D7), Oy, = Oy,

VTlT)

Der Beweis fiir den Fall, daB wy, ampel ist, verlduft vollig analog. Man hat dazu nur
zubeachten: Wenn oQ¥ eine projektive Einbettung definiert,so auch w®”¢ firg > 0.

Man kann also H'(V.,, w®”") = 0 fiir alle # > 0, ¢ > 0 annehmen. Die N -kanonische

Abblldung @ ist dann auf Vo eine abgeschlossene Einbettung. Das gilt dann auch iiber
einer Umgebung von 0, und wir kénnen N so gro8 wihlen, da Rip,w®i? = 0 fiir
t > 0, ¢ > 0 auf dieser Umgebung ist.

Fiir Mannigfaltigkeiten vom allgemeinen Typ ist die Gruppe der birationalen Trans-
formationen endlich, wie im folgenden priizisiert werden soll.

Essei V eine glatte Mannigfaltigkeit iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korperk.
Da V normal ist, ist jede birationale Transformation von V auf einer offenen Menge
U < V mit kodim (V — U) = 2 definiert. Daher operiert die Gruppe der biratio-
nalen Transformationen (linear) auf jedem der Vektorrdume H(V, w®¥), N € Z,

durch 7 > a*y (da HY(V, 0@¥) — HO(U, 0®¥) bijektiv ist). Wenn |w®¥| einen bira-
tionalen Morphismus @: V — P} definiert, induziert also jede birationale Transforma-

%
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tion « einen linearen Automorphismus &: P{ — P, der @(V) auf sich abbildet, und
umgekehrt induziert jeder solche lineare Automorphismus eine birationale Trans-
formation &« von V. Die Gruppe B(k) aller iiber k definierten birationalen Transforma-
tionen von V besteht also aus den k-rationalen Punkten eines abgeschlossenen
Untergruppenschemas von PGL(r 4 1) (Stabilisator von @&(V) < P}).

Funktoriell 1aB8t sich die Gruppe B(k) wie folgt interpretieren: Wir betrachten die
Kategorie der Noetherschen reduzierten Schemata S,S’, ...; es sei p: ¥V — 8 ein
glatter, eigentlicher Morphismus (mit zusammenhingenden Fasern). AuBerdem sei
fiir jedes (reduzierte!) S-Schema 8’ mit B(S’) die Gruppe aller birationalen Trans-
formationen «’ von ¥’ =: V X s 8’ iiber 8’ mit der Eigenschaft, daB der Definitions-
bereich von «’ und «'-! mit jeder Faser einen nicht leeren Durchschnitt hat, be-
zeichnet.

Hilfssatz 1. Jedes « € B(S) ist in den Punkten x von V mit codh Oy . < 1 definiert.
Beweis. Es gei t = p(z) € S. Da 0y, flach iiber 0g, ist, ist

codh Oy, , = codh 0y, , + codh O0s; = dim Oy, , + codh Os, < 1.

Ist dim Oy, , = 0,80 ist x allgemeiner Punkt in seiner Faser, und somit nach Defi-

nition von B(S) jedes « € B(S) in = definiert.

Ist dim Oy, , =1, so ist codh Os; = 0, also 0s, = k(t) ein Korper (da S reduziert

ist) und Oy, = Oy,, ein diskreter Bewertungsring. Daher ist x auch in solchen

Punkten definiert, und der Hilfssatz ist bewiesen.

Auf Grund dieses Hilfssatzes erhalten wir, daB fiir reduzierte S’ = Spec (R’) die Gruppe

B(8’) auf den R’-Moduln Ho(V’, w§2f§,) operiert (N € Z) (7 - a*7p).

Hilfssatz 2. Es sei N eine natiirliche Zahl derart, daf folgendes gilt:

(1) HYV, o®¥) =0 fiir allet € 8, ¢ > 0.

(2) Die N-kanonische Abbildung @: V — P = Ps(E) (mit E =: p,o§y) ist ein
birationaler Morphismus V — W =: &(V) < P mit ®,0y = Oy. Dann ist B
darstellbar durch ein endliches Untergruppenschema von PGL(E™), (E” duale
Garbe zu E).

Beweis. Es sei 0. B.d. A. § = Spec (R) affin, H(V, ©§3) frei vom Rang r + 1,

8’ = Spec (R’) ein 8-Schema. Fiir « € B(8’) induziert «** einen linearen Automor-

phismus & : P — P, der ®(V’) auf sich abbildet, und « +> & ist eine natiirliche Trans-

formation von Gruppenfunktoren.

Aus der Voraussetzung (1) folgt, dal p,w®%¥¢ lokal frei und mit Basiswechsel ver-

VIS
traglich ist, aus (2) folgt
Pa0PY? = PoxPu(P*Ow () = Pox (PaOr(9)) = PoxOw(q)

(po: W — S Projektion). Also ist W S-flach und W X 38’ = @g(V X s8’). AuBerdem
ist ' :

Ve =« L,V

W B W
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nach Konstruktion von & kommutativ und daher « durch & eindeutig bestimmt.
Somit wird B durch den Stabilisator von W in PGL(r + 1) dargestellt.

Um zu zeigen, daB B endlich iiber S ist, geniigt es zu zeigen, daB B eigentlich iiber 8
ist. Dazu geniigt es zu zeigen (Bewertungskriterium): Ist 8§ = Spec (R), R ein dis-
kreter Bewertungsring, so laft sich jede birationale Transformation ax von Vi
(K = Quot (R)) zu einer birationalen Transformation x von V iiber S fortsetzen.
Da V ein regulires Schema ist, 148t sich ax zu einem S-Morphismus «: U — V fort-
setzen, der auf einem offenen Unterschema U von V definiert ist, so dafl also
kodimy (V — U) = 2 ist. Dann ist fiir jedes 5 € HO(V, w‘@lg’ ) das inverse Bild a*y
auf U und damit auf ganz V definiert, d. h., a* ist eine R-lineare Abbildung

a*: HY(V, w%)sv) — HO(V, wa’;) .

und a* X K = (xx)* ist ein Isomorphismus.
Analog induziert aj' einen S-Morphismus a': U’ — V mit kodim, (V — U’) = 2
und «'*: H(V, w%‘s") — HY(V, w%’!{;’),
a'* Qp K = (xg)*1.
Dann ist (x* 0 a'*) ® K = id, (a'* 0 &*) ® K = id, also
a*¥oa* =a*oa*=id,

und daher ist x eine birationale Transformation von V, die in den Fasern birational
ist. Damit ist gezeigt, daB B ein endliches Gruppenschema iiber 8 ist (eigentlich
und affin = endlich).

4.4.2. Satz. Es set V — 8 ein glatter eigentlicher Morphismus. Mit den Bezeichnungen
und den Voraussetzungen (1), (2) von Hilfssatz 2 gilt, wenn B — PGL(E") der Stabili-
sator von W < P ist:

a) B ist ein endliches Gruppenschema iber S.

b) Fiir reduzierte S-Schemata S’ ist B(S') die Gruppe aller birationalen Transforma-
tionen von V' = V X 58’ iiber S’, die auch auf allen Fasern birational sind.

¢) Der Funktor S’ — Autg (V') wird durch ein offenes Untergruppenschema A von B
dargestellt, und es gilt B = A, wenn oy s ampel relativ S ist.

d) Ist S = Spec (k), k ein Korper, so ist H(V, Oys) die zu B und A gehérige Lie-
Algebra.

Aus dem vorigen Hilfssatz folgen a) und b). Jeder Automorphismus « induziert einen
linearen Automorphismus von E und somit einen Automorphismus & von P, der W
auf sich abbildet. Somit gibt es eine kanonische natiirliche Transformation 4 — B.
Wir wollen zeigen, da8 diese injektiv ist. Es sei also & = id,y und C =: Kern («, idy);
C ist ein abgeschlossenes Unterschema von V, und fiir jedes S-Schema S8’ ist C”
= Kern (xg, idy-). Um zu zeigen, dal C = @ ist, konnen wir uns also auf den Fall S
= Spec (R), R ein lokaler Artinring, beschrinken und induktiv nach der Linge I(R)
vorgehen. Fiir reduzierte S gilt die Behauptung bereits nach dem vorigen Hilfssatz.
Es sei I ~ k =: R/m ein einfaches Ideal, 8’ = Spec (R/I); nach Induktionsannahme
gelte die Behauptung fiir V' = V X 38’. Auf dem zugrunde liegenden Raum stimmt «
mit idy iiberein, und in der Strukturgarbe induziert « eine Abbildung der Form
I f+ X(f), X: 0y — I0y =~ Oy, (V, die abgeschlossene Faser) eine R-Derivation.
X verschwindet auf m@, (m das Maximalideal von R) und wird daher durch ein glo-
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bales Vektorfeld Y von ¥, induziert. Da « auf einer dichten offenen Teilmenge mit
idy iibereinstimmt, verschwindet dort das Vektorfeld Y, d. h. aber ¥ = 0 auf ganz
Vo, o = idy.

Somit ist der Funktor 4:8' > Autg(C’) ein Subfunktor von B. Es ist allgemein
bekannt, daB der Funktor A darstellbar ist. Das folgt z. B. aus M. ArRTINS Kriterium
(M. ArTIN [3], Thm. 3.4.). DaBl 4 Etalgarbe, von endlicher Darstellung und relativ
reprisentierbar ist und jede in einem Punkt ¢ formal etale natiirliche Transformation
T — A eines darstellbaren Kofunktors 7' in A4 in einer Umgebung von ¢ formal etal
ist, folgt unmittelbar daraus, da 4 Subfunktor des darstellbaren Funktors B ist.
AuBerdem kénnen wir o. B. d. A. annehmen, dafl 8 Spektrum eines endlich erzeugten
Ringes ist. Um ARTINS Kriterium anzuwenden, miissen wir noch nachweisen, dafl 4
effektiv proreprasentierbar ist. Offensichtlich ist fiir jeden Punkt s € S und jede lo-
kale Noethersche (g ,-Algebra R die kanonische Abbildung A(R)— lim A(R/m")

n
bijektiv; ist andererseits R’ <« R — R” ein Diagramm lokaler Artinscher Cg,-
Algebren, R = R"|I, so ist

Ops @ (R' XpR") = (Ops ® R') X (pporym) (Oys @ R”’)

(mit V* = V X s Spec (0s,), Tensorprodukte sind iiber ¢’s, zu verstehen), da €.
flach iiber 0g, ist. Also ist

A(R' XgR") > A(R') X 4mA(R"")

bijektiv; nach M. ScHLESSINGER [1] folgt daher, daBl A effektiv proreprisentierbar
ist. Somit ist 4 durch einen algebraischen Raum darstellbarer Subfunktor von B,
also A4 ein Unterschema von B.

Will man sich im Beweis auf projektive Techniken beschrinken, so mufl man V als
projektiv iiber S voraussetzen, dann wird 4 durch das groite Unterschema des Hil-
bertschemas von ¥ X sV dargestellt, iiber dem die Projektion der universellen Fa-
milie G von Unterschemata von V X sV auf beide Faktoren ein Isomorphismus ist,
G ist dann der Graph des universellen Isomorphismus.

A ist offen in B, da fiir reduzierte S-Schemata S’ und fiir « € B(S’) die Menge aller
t € 8, iiber denen « ein Automorphismus ist, offen in 8’ ist. Die letzte Behauptung
folgt unmittelbar durch Berechnung von Kern (A4 (k[t]/(t2) — A (k)).

Ist H das Hilbertschema von P', Z — Pr X H die universelle Familie vom Unter-
schemata, so gibt es einen offenen Unterraum H, < H, so daB Z, = Z | H, die uni-
verselle Familie glatter Unterschemata oder Dimension d ist. Aus dem ,,see-saw*‘-
Theorem (vgl. Kap. III, Abschnitt 1) folgt, daB die Menge aller Punkte von H,,
iber denen w?ﬂ, lokal isomorph zu @(1) ist, ein offenes Unterschema Hyq, < Hy

bildet. Es sei Wy, =: Z, | Hy.4, dann gilt

4.4.3. Satz. Wy, = P¥ X Hy, 15t die universelle Familie glatter, N-kanonisch ein-
gebetteter d-dimensionaler Unterschemata von PT (mit dem N-ten Plurigeschlecht Py
= dim H°(V, w?”) =7+ 1)

Es sei M(d, N, r) die Klasse aller kompletten singularitidtenfreien d-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten vom allgemeinen Typ, fiir die |w§¥| eine projektive Einbettung
definiert, H{(V, ®¥) = 0 fiir 4> 0 und Py =r + 1 ist. Nach Satz 4.4.1. ist die
Menge H aller ¢t € Hy 4 mit W, € M(d, N,r) offen in H, und jede Deformation
(V—>38,0, Vo= W,) eines W, € M(d, N, r) wird durch einen Morphismus S — H
durch W induziert (W =: Wy, | H).
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Wir wollen zeigen, daB W — H in jedem Punkt von H eine verselle Deformation ist.
Dazu sei 8 = Spec (4), § = Spec (4/I), A ein lokaler Ring, 0 der abgeschlossene
Punkt von Spec (4) und (V — 8,0, Vo => W,)eine Deformation von W, € Ik(d, N, r),
so daB V = V x5 8 durch einen Morphismus § — H induziert wird. Das bedeutet,
daB eine Basis von H° (V w'l§) ausgezeichnet ist, durch die eine N-kanonische Ein-

bettung von ¥V | 8 definiert wird.
Wegen

H"(V, w%g) = H°(V, leS) R d

kann man diese Basis liften zu einer Basis von H”(V les) die dadurch definierte

N-kanonische Einbettung von V |8 liefert eine Fortsetzung S —~ H von § — H,
so daB (V — 8, 0, V, => W,) dadurch induziert wird. Somit ist gezeigt:

4.4.4. Satz. Die Familie W — H induziert in jedem geometrischen Punkt O von H
eine verselle Deformation von W,.

Ferner operiert auf H in offensichtlicher Weise die Gruppe PGL(r + 1) (induziert
durch die natiirliche Operation auf PT). Wenn H — 8 ein PGL(r + 1)-dqui-
varianter Morphismus ist, wobei PGL(r + 1) trivial auf 8 operiere, so gibt es eine
kanonische Abbildung »: 8l(r + 1) ® Oy — Oys, deren Bild diejenigen Vektor-
felder auf H sind, die tangential zu den Orbits sind. Mit diesen Bezeichnungen gilt

4.4.5. Satz. Es set Wy M(d, N, r); eine semiuniverselle (bzw. formale semiuniver-
selle) Deformation V — S von W, (S = Spec (4), A ein lokaler Henselscher bzw.
kompletter Ring) ist durch folgende Eigenschaften charakterisiert:

@) S ist Retrakt von H' = H} (bzw. H,), und ist n: H' — 8 die Retraktions-
abbildung, so ist V X gH' isomorph zu W | H'.

(ii) n ist PGL(r 4 1)-dquivariant (triviale Operation auf S). Auferdem ist die
kanonische Abbildung

v:8l(r + 1) ® Oy — Opisv,
surjektiv, und 7 ist (formal) glatt.

Bemerkungen.

1. Dieser Satz gibt einen Hinweis, wie man semiuniverselle Deformationen bestimmen
kann: Man bestimme fiir 0 € H ein zum Orbit von 0 in H in 0 transversales abge-
schlossenes Unterschema 8 von H und schrianke W auf § ein, die so erhaltene Defor-
mation V — § ist dann ein Kandidat fiir eine semiuniverselle Deformation von W,.
Dazu kann man auBerdem zu Etalumgebungen von 0 iibergehen, es miissen dann (i)
und (ii) verifiziert werden. Diese Methode hatten wir in 4.3.c) benutzt, und sie wird
in 4.5. an einigen weiteren Beispielen illustriert.

2. Die Operation von PGL(r + 1) auf H' ist im folgenden Sinne zu interpretieren:
Es sei PGL(r + 1) die Henselisierung von PGL(r 4+ 1) in e (Einselement) (bzw.
Komplettierung). Dann ist PGL(r + 1)’ ,,Henselsche“ bzw. formale Gruppe, und
H x PGL(r 4+ 1) — H induziert eine Operation H' X PGL(r + 1)’ — H'. :
3. Im Fall der Charakteristik O oder im Fall d =1 ist H' — 8§ ein PGL(r 4 1)'-
Prinzipalbiindel, also 8(r + 1) ® Oy =~ Oy s . Das gilt infolge von Satz 4.4.2. und da
HO%(V,, Qy,) die Liesche Algebra der Automorphismenschemata von ¥, ist.
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Beweis von Satz 4.4.5. Zuniichst gelte fiir V — S die Bedingung (i) und (ii). Aus (i)
folgt sofort, daB ¥ — S versell ist. Es bleibt daher zu zeigen, daB fiir zwei Tangential-
vektoren a: I, — 8, f: I, — S (I, = Spec (k[t]/(#)), k der Definitionskdrper von W)
folgendes gilt: Sind a*(V) und g*(V) (als Deformationen von W,) isomorph, so ist
& = p. Da V durch W induziert wird und da fiir zwei N-kanonische Einbettungen
V', V" C PrxI, mit Vj=Vy = W, jeder I,-Isomorphismus V' => V", der auf
W, die Identitat induziert, durch einen projektiven Automorphismus id + tX
€ PGL(r + 1) (I,) induziert wird (X € 8I(r + 1, k)), ist

ix(a) = iy (B) + »(X)
(i: 8 — H' Einbettung), also ist & = m,i,(x) = f = 7yty(f)-
Es sei umgekehrt ¥V —> § semiuniversell. Dann gibt es eine Abbildung n: H' — 8, so
daB W | H >~ V X sH’ (als Deformation von W,) ist, deren Tangentialabbildung n*
eindeutig bestimmt ist. Da W — H versell ist, gibt es andererseits einen Morphismus
j: 8 > H’, durch den V aus W induziert wird, und 7 o j ist dann ein Morphismus
8 — 8, durch den V aus V induziert wird und dessen Tangentialabbildung demzufolge
die Identitit ist. Daher ist z 0 j ein Automorphismus von 8, und ¢ =:j 0 (w0 j)™:
S — H' ist ein Schnitt von =, also gilt (i).
Ist @ der Funktor der infinitesimalen Deformationen von W, so ist

Hy Xs+Hy < Hy XgH;,
und wegen (Hy Xs Hg) (I)) = (Hs X gHy) (I)) ist

H(‘; X s+ H(; = H(; X@H&.
Andererseits ist Hy X o H, dasBild von Hy X PGL(r 4+ 1)" in Hg X Hy, und somit
erfiillt Hy — S, die Bedingung (ii). Das gilt dann auch bereits fiir H* — § (im Hen-
gelschen Fall), also gilt (ii). _
DaB H’' — 8 (formal) glatt ist, folgt aus der Tatsache, dal W | H' — H' versell ist.

Um zu zeigen, daB » surjektiv ist, geniigt es nach dem Lemma von NAKAYAMA zu
zeigen, daf}

3l(r + 1) = (T'as)o

surjektiv ist. Das bedeutet: Wenn V, < P¥ x I, (I, = Spec k[t)/(t2)), I,-glatt mit der
speziellen Faser V, C V, gegeben ist und als Deformation isomorph zu V, X I, ist,
go gibt es ein g = 1 + X (X € 8[(r + 1)), d. h. aus PGL(r + 1) (I,) liber 1, das iiber
dem V, & P¥ X I, entsprechenden Punkt von (T s), liegt.

Die Isomorphie von V; mit VX I, induziert auf V, die identische Abbildung, und
da beide Schemata V; und V4 X I, N-kanonisch in P* X I, eingebettet sind, ist jeder

Isomorphismus durch einen I,-Isomorphismus P I, 2, Prx I, induziert, g ist
daher von der Form 1 + {X. Damit ist Satz 4.4.5. bewiesen.

4.5. Kurven vom Geschlecht 4 und 5

Wir illustrieren Satz 4.4.5. an Kurven vom Geschlecht 4 und 5. Ein Beispiel dazu
hatten wir schon in 4.3.C. betrachtet. Wir betrachten Kurven vom Geschlecht 4 und 5,
die kanonisch in den projektiven Raum eingebettet sind.

Der Grad einer kanonisch eingebetteten Kurve ist 2p — 2, ferner ist dim H%(w®")

= (2n — 1)(p — 1) fiir n > 1und (n :f—l- l) die Dimension von HO(PP-1, OP?P-1(n)).
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Hieraus folgt unmittelbar:

(1) Eine kanonisch eingebettete Kurve C C P® vom Geschlecht 4 ist durch eine
quadratische und eine kubische Form definiert (da der Grad des durch eine quadra-
tische und kubische Form definierten Unterschemas gleich 6 ist).

(2) Eine kanonisch eingebettete Kurve C C P* vom Geschlecht 5 ist durch drei qua-
dratische Formen definiert oder trigonal. Denn HO(P4, 0p:(2)) — HO(C, 0c(2)) ist
surjektiv (€¢(2) = 0$?), und es ist

dim HO(P4, 0p.(2)) = 15, dim H(C, 04(2)) = 12.

Also gibt es drei linear unabhingige quadratische Formen, die auf C' verschwinden.
Die Formen miissen irreduzibel sein, da C irreduzibel ist und keine Linearform auf ¢
verschwindet. Falls drei derartige linear unabhéngige Formen eine Kurve (vom Grad 8)
definieren, folgt die erste Behauptung.

Hieraus folgt: Wenn wir P® bzw. P!® mit dem Raum der quadratischen bzw. ku-
bischen Formen in vier Unbestimmten 7T, T, T,, T identifizieren und wenn M,,
--+» M,y die Monome vom Grad 3 in irgendeiner Reihenfolge bezeichnet, so ist das
Hilbertschema der kanonischen Kurven < P8 gleich

H = U H;;i, < P*x P,
0=, <ig<ig<i, =19
H,'.,'.;.," = {(F, G) mit F ¢ Po, Ge Plﬂ’ rg (dF, dG) =2,

rg(TOF’ TlFa T2Fy TBF; Mi; j F1,) = 20,
G Linearkombination der M;, j = 4,
< P? x P15 (offener Unterraum)

(wobei P8 hier der von den M;, j < 4,, aufgespannte Unterraum ist).

Analog erhalten wir, wenn wir mit P14 den Raum der quadratischen Formen in
Ty, ..., T'y bezeichnen, fiir das Hilbertschema der nichttrigonalen kanonischen Kur-
ven C P4:

H = U Hp,,, < P14 Pl x P14,

wobei wieder die quadratischen Monome in irgendeiner Reihenfolge My, M,, ..., M,,
angeordnet seien, I,, I, I; jeweils Zweiermengen {0, ..., 14} sind, die disjunkt sind,
und Hy, 1,1, wie folgt definiert ist: Es sei L; der von den M, j ¢ I, aufgespannte
Unterraum von P! (dim L; = 12). Dann ist

Hpra, = ((Fy, Fy, Fy) € Ly, X Ly, X Ly,; 1g(dF,, dFy, dFg) = 3,
F,, F, und Ly, usw. (zyklische Vertauschung) spannen P® auf}
C Ly, X Ly, X Ly, (offener Unterraum).

Hat man jetzt eine Kurve C, vom Geschlecht 4 oder 5 gegeben, die sich kanonisch
einbetten laBt (also nicht hyperelliptisch ist), so kann man eine Familie von solchen
Kurven (C,),cs bestimmen, die die Kurve C, (zu dem ,,Parameterwert* 0) enthilt
und in einer Umgebung von 0 in jedem Punkt semiuniversell ist.

Man bestimme wie in 4.3.C. den Tangentialraum an das Orbit des C, entsprechenden
Punktes & € H (nach Wahl einer kanonischen Einbettung) beziiglich der kanonischen
Operation H X PGL(N + 1) - H (N =3 oder 4) und einen dazu transversalen
Unterraum S — H (0. B.d. A. § = linearer Unterraum n H). In allen Punkten, in
denen 8 transversal zum Orbit ist, ist die auf § induzierte Familie von Kurven semi-
universell.
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Folgendes Beispiel mdge das illustrieren: Es sei Cy die durch
Fo=T3—-T:—T}=0,
Go=T}+Ti+T5=0

definierte Kurve vom Geschlecht 4 in P3. Genau nach der Methode von 4.3.C. be-
rechnet man, daB C,, definiert durch

F(t, T) = Fo(T) + t,T3,
+ ‘GTOT!TE + t7T0TlT3 + tDToTQTS + t’TlTaTa’

semiuniversell in { = 0 ist.

4.6. Weitere Eigenschaften von Mannigfaltigkeiten vom allgemeinen Typ

Ist V' N-kanonisch in Pr eingebettet, so ist Aut (V) & PGL(r + 1). Ist b der zu
V < Pr gehorige Parameter im Hilbertschema von P7, 80 ist also Aut (V) der Stabili-
sator von kb in PGL(N + 1), und daher ist Aut (V) eine lineare algebraische Gruppe.
Die dazugehorige Liesche Algebra ist

Kern (Aut; (V X I,) = Aut (V)) = HY(V, wy).

Fiir Kurven ist sofort klar, dal H°(V, wy) = 0 ist. Das gilt auch (zumindest im Fall
der Charakteristik 0) fiir h6herdimensionale Mannigfaltigkeiten.

4.6.1. Satz. Ist V vom allgemeinen Typ und char (k) = 0 oder dim V =1, so ust
Aut (V) endlich und diskret.

Nach Koparras ,,Vanishing Theorem‘* gilt namlich: Ist V eine projektive algebra-
ische Mannigfaltigkeit der Dimension n, singularitétenfrei und B eine ample umkehr-
bare Garbe, so ist HI(V, Q% ® B) = 0 fiir p + ¢ > n (KODAIRA-ARIZUKI-NAKANO).
In unserem Fall ist also H*(V, £} ® w) = 0 und nach SERRES Dualititssatz daher
auch HY(V,6y) =0, q. e. d.

Zum Beispiel ist fiir ,,allgemeine‘ Kurven vom Geschlecht > 2 die Automorphismen-
gruppe trivial, fiir allgémeine Kurven vom Geschlecht 2 ist die kanonische Involution
der einzige nichttriviale Automorphismus.

Fiir hoherdimensionale Mannigfaltigkeiten und positive Charakteristik scheint nichts
derartiges bekannt zu sein. Aus dem Satz folgt insbesondere:

(1) Fir Mannigfaltigkeiten mit ampler kanonischer Garbe ist die semiuniverselle
Deformation universell (vgl. Kap. II).

(2) Die Orbits von PGL(N + 1) in Hy 4 sind glatte Untermannigfaltigkeiten der
Dimension (¥ + 1)2 — 1.

b. Weitere Beispiele — Polarisierung

Die bisher betrachteten Beispiele von Mannigfaltigkeiten waren alle mit einer pro-
jektiven Einbettung versehen. Wir betrachten jetzt zwei Beispiele, bei denen das
nicht der Fall ist.
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6.1. Abelsche Manniglaltigkeiten und komplexe Tori

Es sei k = €9, L < €7 ein Gitter mit der Periodenmatrix 2, = (I,, Z), I, = (;),
Z = (zij) € My(C)!) und A, = C9/L eine abelsche Mannigfaltigkeit. Man erhilt auf
folgende Weise eine Deformation von 4, in der Kategorie der komplexen Rédume: Es
sei U — M,;(C) eine Umgebung der 0 derart, dall

I,Z+X
det (I,Z i f) +0

auf U ist, und es sei A = € X U/Z¥ beziiglich der Operation

(pe Z¥, QX)= (E),Z + X),z€ C9), f: A — U Projektion. Dann ist (4dy; X € U)
eine Deformation von A4, (Ay = f-1(X)). Die Deformationen sind zwar noch kom-
plexe Tori, aber im allgemeinen keine algebraischen Mannigfaltigkeiten.

Damit ein komplexer Torus A = C¢/L algebraisch ist, ist es notwendig und hin-
reichend, daBl auf C¢ eine positiv definite hermitesche Form H(z, y) existiert, so dafl

1
E,y) = 5 (H(x,y) —H (y, x))

auf L X L nur rationale Werte annimmt (Riemannsche Periodenrelationen).

Um zu vermeiden, daBl man nicht-algebraisierbare Deformationen erhélt, mufl man
polarisierte abelsche Mannigfaltigkeiten (4o, H,) betrachten, d. h. 4, plus eine ,,Rie-
mannsche Form*‘ H,,.

Es sei

S = {X € Ma(c)’ EO(Q(X) p; 'Q(X) 9) = EO(QOP: 90‘1): P, q € 220}_

Dann ist § eine nichtsinguldre analytische Mannigfaltigkeit der Dimension g(g + 1)/2
und die obige Deformation, eingeschrankt auf 8, liefert eine Deformation (Ay, Hy;
X ¢ 8) der polarisierten abelschen Mannigfaltigkeit (4o, H,).

Die beiden betrachteten Deformationen sind semiuniversell in 0: Ist (4f,¢ € T') eine
beliebige analytische Familie komplexer Tori, 0: 49 2~ A4, (t, € T') ein Isomorphismus,
80 betrachten wir das Vektorbiindel ¥ — 7' (= Biindel langs der Fasern von 4’ — T,
eingeschriankt auf den Nullschnitt) sowie die Exponentialfunktion

Ist L' = V der Kern von exp, dann ist A’ = V/L’, L’ ist ein lokales System iiber 7'
und erzeugt V iiber R. Wegen 4; ~ A, gibt es eine Umgebung U’ von ¢, in T' und

!) M,(C) bezeichnet die Algebra der komplexen (g X g)-Matrizen, mit X bezeichnen wir die konju-
giert komplexe Matrix.

~
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Isomorphismen
VIU ~Cox U’
t

LU > Zux U’

so daB Q(t5) = 2o, 2(t) = 2, + (0, X(¢)) und somit ¢ > X(¢) holomorph ist.
Wenn wir voriibergehend als Familie polarisierter abelscher Mannigfaltigkeiten
(4f, H,; t € T) eine Familie komplexer Tori mit einer analytisch von ¢ abhingigen

H
Riemannschen Form ¥, X ¥, — C bezeichnen, so erhalten wir ferner:

Ist (44, Ho) => (4:, H,), so hangt E,: L, X L, - @ nicht von t ab, also E, = E,
und
Eq(2(t) p, 2(t) ¢) = Eo(20p, 201)

d. h,, t - X(t) ist ein Morphismus (komplexer Riaume!) U — S, durch den (4;, H,)
induziert wird.

Um von ,,Semiuniversalitit'‘ in der Kategorie der algebraischen Schemata zu reden,
mul noch gekliart werden, wie man erstens ,,Polarisierung‘‘ algebraisch definieren
kann und ob zweitens U — S algebraisch ist (vgl. dazu Kap. IT). Nach dem Satz
von APPEL-HUMPERT entsprechen sich die Riemannschen Formen und die amplen
Linienbiindel L — 4, umkehrbar eindeutig (Z reprisentiert die erste Chernsche
Klasse von L). Das ermoglicht, auf algebraischem Wege den Begriff ,,polarisierte
algebraische Mannigfaltigkeit‘‘ zu definieren (T. MAaTsUSAKA [1]).

5.2. Polarisierung

Fiir eine Mannigfaltigkeit V sei Pic*(V) die Gruppe der Cartierdivisoren, fiir die ein
ganzzahliges Vielfaches algebraisch dquivalent zu 0 ist.

Eine inhomogen polarisierte algebraische Mannigfaltigkeit ist ein Paar (V, k), V eine
algebraische Mannigfaltigkeit, & € Pic(V)/Pic*'(V) eine Klasse, die einen amplen
Divisor enthélt (=get ,,» ist ampel‘). Eine homogen polarisierte algebraische Mannig-
faltigkeit ist ein Paar (V, H), H < Pic(V)/Pic*(V) ein Strahl durch eine ample
Divisorenklasse 2 (d. h. H = {A'; I m, n > 0, mh' = nh)).

Der Begriff eines ,,Morphismus polarisierter Mannigfaltigkeiten‘ und einer ,,Familie
polarisierter Mannigfaltigkeiten*, Deformation usw. ist klar.

Fiir abelsche Mannigfaltigkeiten ist Pic(V)/Pic*(V) enthalten in Homyy(V, Py ¥
duale abelsche Mannigfaltigkeit) (induziert durch L € Pic(V) +> (s — pr; — pry)*L
€ Picy (V) = Hom(V, V), vgl. D. MumrorD [6], S. 74). Jede Polarisierung & von V
definiert also einen endlichen (vgl. D. MuMFORD [6], S. 84) Morphismus Ak: V —V
abelscher Mannigfaltigkeiten und ist durch diesen eindeutig bestimmt. Die Polari-
sierung heilt separabel, wenn Ak eine separable Isogenie ist.

Ist V = C¢/L iiber C definiert und die Polarisierung durch die Riemannsche Form
H(z, y) gegeben, so ist

P = Hom,uy(Cs, C)/H(—, L)

(,,anti‘‘ = antilinear, H(—, L) bezeichnet die Menge aller Antilinearformen z > (2, p)
mit p € L), und Ah: V — ¥ wird induziert durch z > H(—, z).
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5.3. Weiteres iiber Deformationen abelscher Mannigtaltigkeiten

Es sei V, eine abelsche Mannigfaltigkeit iiber einen Korper k. Um Deformationen von
Vo zu studieren, muB man erstens die Deformation der zugrunde liegenden Mannig-
faltigkeit und zweitens die Deformation der Gruppenstruktur studieren. Letzteres
ist jedoch nicht nétig nach einem Resultat von D. Mumrorp [4], S. 124, Prop. 6.15
und Thm. 6.14, auf jede Deformation der zugrunde liegenden Mannigfaltigkeit
1aBt sich die Gruppenstruktur von V, bis auf eine Translation eindeutig liften, da es
geniigt, den Nullschnitt zu liften, was nach dem Henselschen Lemma mdoglich ist.
Es ist

Hl(Vo; 6V.) = Hl(Vo’ @V.) ® Ho(Vo, Gv.),
HY(Vy, Oy,) = H¥(V,, Oy,) ® H(V,, By,),

also dim HY(V,, Oy,) = g* (¢ = dim V). Die kanonische Involution z > —z auf V,
induziert in H°(V,, Oy,) die Multiplikation mit —1, und weil das Hindernis fiir die
Liftung infinitesimaler Deformationen in H*V,, @y,) liegt und invariant beziiglich
universeller Automorphismen ist (also beziiglich der Involution), muB es (falls
char (k) # 2 ist) verschwinden, das gilt auch noch im Fall char (k) = 2 (F. Oort [1]).
Man kann ohne groBen Aufwand verifizieren, daB sich jeder Automorphismus von
Deformationen infinitesimal liften 1ifit. Wir erhalten daher aus dem Satz von
ScHLESSINGER (vgl. Kap. IT) in Ubereinstimmung mit 5.1.:

Ist A ein kompletter diskreter Bewertungsring mit dem Restklassenkorper k, A
= A[[®11, «vey Tygy ons Zgy, o0, Tyyll, 80 gibt es eine mit der Reduktion mod m» ver-
triigliche Folge V, — Spec (4/m"*!) abelscher Schemata iiber Spec (4/m"+1), n
=0,1,... (und wobei V, die gegebene abelsche Mannigfaltigkeit ist), die eine Pro-
darstellung des Funktors der lokalen Deformationen von V, liefert. (Dies geht im
wesentlichenauf A. GROTHENDIECK [3] sowie A. GROTHENDIECK und M. DEMAZURE [1]
zuriick.) Das Beispiel 5.1. zeigt jedoch, dal diese Folge keine Chance hat, durch ein
abelsches Schema iiber Spec (4) induziert zu werden. -

6.4. Beziehung zwischen den Deformationen polarisierter und
nicht polarisierter Mannigfaltigkeiten

Es sei V, glatt und irreduzibel, ¥ — § eine Deformation von V,. Da Pic}s < Picy(s
offen ist, laBt sich eine Polarisierung von ¥, auf héchstens eine Weise zu einer Polari-
sierung von liften'), d. h., bezeichnet D, den Funktor der Deformationen polarisierter
Mannigfaltigkeit (V, ko), so ist D, ein Subfunktor von D (Funktor der Deforma-
tionen von V).

5.4.1. Satz. D, ist ein abgeschlossener Subfunktor von D, und es gibt ein kommutatives
Diagramm mit exakten Zeilen

0 — Dy(I,) - D(I,) > H%(V,, Oy,
¢

H\(V,, By,) - H%(V,, Op,)

') 8ind &, &; ¢ Picyis(8) und & ® k(0) = & ® k(0) mod Picys(S), so ist (& — &) (Pic;qs)
eine Umgebung von 0 in 8, iiber der £, und &, dieselbe Polarisierung definieren.
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Beweis. Ist V>4 eine analytische Familie, so kann man wie folgt argumentieren:
Es sei I kohirente Idealgarbe auf 8, die O definiert, dann ist

0 - 10y = 0% —> 0%, — 1
exakt, und hieraus resultiert eine exakte Folge
Picyls - Pi(!y' -> R’p* (I@y).

Dem Element & € Picy,(C), das der Polarisierung entspricht, entspricht ein Schnitt
von R3p,(I0y), d.h. ein s: 05— R*p,(I0y); es sei J < Os der Kern. Durch
die Idealgarbe J wird ein abgeschlossener Unterraum S’ von S definiert. Ist
V' =V xs8, dann ist V' — 8’ der gréfite Unterraum, auf den sich die Polarisie-
rung liften 1aBt.

Im allgemeinen Fall argumentiert man analog, wobei man, um die Exponential-
funktion zu haben, infinitesimale Liftungen betrachtet. Man priift z. B. die Bedin-
gungen des Schlessinger-Kriteriums nach; dazu geniigt folgende

Bemerkung. Es sei

AI! ‘ AII/tAII

A —— At

ein kommutatives Diagramm lokaler Artinringe, 4"’ ~tA' ~k, V'’ — Spec (4")
eine Deformation, V' = V"’ ® 44", V"' = V" @, A" [tA”. Dann wird durch die
exakten Folgen

0_—'T|‘".—+0J‘.:H_—’wi"—+l €(f) =1 +tf)

0 —t Oy, —+ 0% > Oy > 1

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen induziert:

0 — HY(V,, 0y,) — Pic(V"') — Pic(V"") — H3(V,, ay,)

I ¥ { I
0 — HY(V,, Oy,) — Pic(V') — Pic(V') — H2(V,, Oy,)

Zu jeder Deformation V, — I, betrachte man die analoge Folge. Damit die Polari-
sierung auf V, fortgesetzt werden kann, ist notwendig und hinreichend, da8 das Bild
von h, beziiglich des Verbindungshomomorphismus éy, in H%(V,, @y,) verschwindet.
Also ist die Folge

0 — Dy(I,) - D(I,) » H¥(Vy, Oy,); Vi | I, — 6by,(he)

exakt.
Wir wollen die Komposition dieser Abbildung mit der durch die Kodaira-Spencer-
. Abbildung induzierten H(V,, @y,) = D(I,) berechnen. Dazu sei (g,5) ein 1-Ko-
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zyklus von (},, der ein zu &, gehoriges Linienbiindel L reprisentiert beziiglich einer
hinreichend feinen Uberdeckung (U,) von V,, so daB

Oy | Ui Oy, DT 0p,) | Us (I, = Spec (k[1])),
f(f1 Vo 1du(f))

ist. Dann ist o,; = d; — 6, € Oy, (U,s) ein 1-Kozyklus, der die Kodaira-Spencer-
Klasse représentiert.

Ist §,; diejenige Liftung zu einem Schnitt von O (U,s) mit 8,(f.s) = 0, so wird
dy,(ho) reprisentiert durch den Kozyklus 8,/§.s§s,525), also durch

Qnﬁ(gﬂr)
9oy

(da 9, eine Derivation ist und 6, = 05 — .5, 8180 6,(§5,) = —0as(gsy))-
Dieser Morphismus HY(V,, Oy,) — H3(V,, 0y,) ergibt sich auch aus einer von ATIYAH
entdeckten exakten Folge, die in unserem Fall wie folgt definiert ist:

/aﬂr ==

0—>0p,—&—0p,—0,

wobei & die Garbe der G,-invarianten Vektorfelder in p,Op, P das zu (g,5) gehorige
G,,-Prinzipalbiindel und @y, isomorph der Untergarbe der Vektorfelder lings der
Fasern von P — V, ist (die durch den folgenden globalen Schnitt erzeugt wird:

Auf U, sei P| U, >~ U, XG,, p+ (P, t.(p)); dann ist das auf U, durch ¢, -5?— re-

prisentierte Vektorfeld G,-invariant und erzeugend). Es gilt dann
5.4.2. Satz.

d:cls (Qaﬂ) - cls (_Q“ﬂ(gﬂr) ),
Gy

Hl(Vo: 9!’.) = Hz(Vo: 0;;.)

st der Verbindungsmorphismus der Atiyah-Folge.
Man iiberpriift das durch direkte Rechnung.

Wir wollen schlieBlich noch eine Abschétzung fiir die Anzahl der Gleichungen geben,
durch die der Parameterraum der semiuniversellen Familie definiert wird.

5.4.3. Satz. Es sei V, eine glatte Mannigfaltigkest iiber einem beliebigen Korper k,
m = dim H (V,, Oyp,), r =dim H*(V,, Oy,) und s = dim H%(V,, Oy,). Es sei A
ein lokaler Henselscher Ring mit dem Restklassenkirper k und A eine A-Algebra, iiber
der eine semiuniverselle (oder formal semiuniverselle) Deformation V von V, definiert
sei. Dann ist emdim 4 A = m, und ist B eine glatte bzw. formal glatte lokale A-Algebra
der relativen Dimension m diber A, so dafj A Quotient von B ist, so wird Kern(B —> A4)
durch r Gleichungen f,, ..., f, € B erzeugt. Ist h, eine_Polarisierung von V,, 8o gibt es
weitere s Gleichungen g, ...,9,€ B, 8o dap hy auf V =V @, (4|14 + --- + g,4)
geliftet werden kann zu einer Polarisierung h und (V, k) eine semiuniverselle Deforma-
tion von (V, k) ist.

Beweis. Es sei I = Kern (B — 4) und » so groB, daB I nmj* = mpgl ist. Ist A4,
= A/m3*, B, = B|/mgl + m}%*! (mp Maximalideal von B), dann ist

0—>I/mgl - B, > A, —~>0
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exakt (wegen A, = B/I + m3*?, I 4+ m}3**/mpl + n**' == I/mgl) und das Hindernis,
um V, =V ® 44, auf B, zu liften, liegt in H%(V,, Oy,) ® I/mpl (vgl. Kap. II), ist
also von der Form f.e, + --- + f,e, mit f; € I, ¢,, ..., e, Basis von H3(V,, Oy,).

Da das Hindernis sich funktoriell verhilt, 1aB8t sich V, auf B,/f,B, + --- + [,B,
fortsetzen, und wegen der Semiuniversalitit von V erhalten wir daher ein kommu-
tatives Diagramm von surjektiven Abbildungen

A.
B, = ://,{-r---w,&\—l‘-m.

go daB m3*1B, = 0, also ¢ ein Isomorphismus ist. Daher ist

HB + +++ + f,B 4 mpl + m3*! = I + my*?,

und hieraus folgt leicht I = f,B + --- + f,B.

Der Beweis im polarisierten Fall ist analog (indem man von 4 und dem Ideal J < 4
ausgeht, so daB die semiuniverselle polarisierte Deformation iiber A4/J definiert
ist).

In dem in 5.1. betrachteten Beispiel abelscher Mannigfaltigkeiten iiber € sind die
Gleichungen g durch

(in Koordinaten aufgeschrieben) gegeben.

Fiir abelsche Mannigfaltigkeiten iiber Korpern endlicher Charakteristik (und A
z. B. Ring der Wittvektoren, also von der Charakteristik 0) liegen die Verhéltnisse
nicht so einfach. Insbesondere bedeutet das Liftungsproblem fiir abelsche Mannig-

faltigkeiten zur Charakteristik 0, ob die Restklassencharakteristik p € J(g,, ..., g;)
(wenn nicht, kann man liften, z. B. durch eine geeignet allgemeine Faser der uni-
versellen Deformation der polarisierten Mannigfaltigkeit).

5.6. Weiteres Beispiel: K3-Flichen

Der Grundkérper sei €, unter einer K3-Flache versteht man eine kompakte komplexe
zweidimensionale Mannigfaltigkeit ¥ mit

wy=~ 0y und HYV,0,) =0.

Wegen dim HY(V, C) < 2 dim HY(V, 0y) ist dann auch
H\(V,C)=0, HYV,2)=0.

Aus der Noetherschen Formel

KO =p, — g+ 1= 22 FLP)

folgt wegen p, = dim H'(V, wy) = 1, ¢ = dim H(V,0y) =0 und (v - w) = 0, daB
2(V) =24, also dim H¥V, C) = 22 = k%2 4 A1 4 A3O
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