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Zur Zerlegung im engeren Sinne linear kompakter Ringe

ALFRED WIDIGER '

1. Diese Arbeit beinhaltet die Verallgemeinerung der Hauptergebnisse von [4] auf
eine Klasse topologischer Ringe sowie die Formulierung analoger Resultate fiir
Algebren iiber einem Korper. Es wird gezeigt, daf fiir einen i.e.S.l. k. Ring R
(Erkldrung siehe unten) und ein abgeschlossenes Ideal I von R neben zusétzlichen
Voraussetzungen die Bedingung, da I selbst i.e. S.1. k. ist, dafiir ausreicht, dafl
.ein nur wenig groéBeres Ideal als I*“ direkter Summand von R ist.
Wir stellen die in der Arbeit benutzten Bezeichnungen kurz zusammen. @ und >'®
bezeichnen gruppentheoretische, [+] und 3'@ ringtheoretische diskrete direkte Sum-
men. Fiir einen beliebigen Ring R ist (R, +) die additive Gruppe von R und B, der
Ring aller n-reihigen quadratischen Matrizen iibér R. J(R) sei das Jacobson-Radikal
von R.
Es sei R ein topologischer Ring, M ein topologischer (Rechts-)R-Modul. M heifit
linear topologisch, wenn er einen Basisfilter aus B-Untermoduln besitzt. Ein linear
topologischer R-Modul M heifit linear kompakt (kurz: 1. k.), wenn jeder Filter
& = {a, + U,} von Restklassen nach abgeschlossenen Untermoduln U, einen nicht
leeren Durchschnitt hat:
NF+0.
Fe§

Ein Ring heiBt 1. k., wenn er als Rechts-R-Modul 1. k. ist. Nach LEpTIN heiBit ein

R-Modul M im engeren Sinne linear kompakt (kurz: i.e. S.1. k.), wenn jeder ste-
tige R-Homomorphismus von M in einen linear topologischen R-Modul offen ist.
Gleichbedeutend damit ist, daB jeder diskrete Faktormodul der Minimalbedingung
fiir Untermoduln geniigt. Hiernach ist klar, was unter einem i. e. S.1. k. Ring zu
verstehen ist.
Sind M, (» € I') topologische R-Moduln, so meinen wir mit 2 M, die komplette di-

rekte Summe der Moduln M, mit der Tychonoffschen Topologle (Produkttopologie).

2. Wir formulieren das Hauptergebnis als den

Satz 1. Es sei R ein i.e. 8. 1. k. Ring mit einer Basis aus Idealen, und I sei ein ab-
geschlossenes Ideal von R mit I 2 J(R), wobes I in der induzierten Topologie als Rechts-
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und Links-I-Modul <. e. 8. 1. k. sei. Dann gilt die ringtheoretische direkte Zerlegung
R=3 8 I*,
uer #

wobet I* D I, I*/I direkte Summe endlicher Ringe ist und die SW unendliche Schief-
korper sind.
Beweis. Es gilt nach [1], Satz 13, und wegen der Voraussetzung, dal R eine Basis
aus Idealen hat,
R/J(R)=R =3¢, Re,,
uer*
wobei die ,R¢, volle Matrizenringe iiber Schiefkérpern sind. (Die &, sind die Eins-

elemente dieser Matrizenringe.) Es sei & = }¢,. Es gibt nach [3], Hilfssatz 3 und
Beweis von Satz 4, in R idempotente Vertreter e,, e von €,, &, so daf die Abbildung

@: (B, +)—> R, +)= f\; e,Re, @ é‘.eyR(e —e)
Pl —e)RePeR(l—e)P(1—e)R(1—e)

ein eineindeutiger stetiger Gruppenhomomorphismus ist. (Auf der rechten Seite ist
die Tychonoffsche Topologie gemeint; die einzelnen Summanden haben die durch R
induzierte Topologie.)

Die e,Re, sind nach [2] i.e. S.1. k. Es gilt J(e,Re,) = e,J(R) e,. e,e, ist ein abge-
schlossenes Ideal von e,Re,, und ausl 2 J(R) folgt e, fe, 2 J(e,Re,). Da der Ring
e,Re./J (e Re,) einfach ist, folgt e,le, = e, Re,, d. h. e,Re, C I oder e,le, = e, J(R)e,
Wir schreiben:

R=3¢0Re, [] 3e.Re, =3 ¢,Re, [{] I*,
uer per’ r

13

wobei &,R¢, gerade fiir 4 € I" unendlich und ¢ I ist. Dann gilt
eRe, N I =e,le, = J(e,Re,) C J(R) (1)

iir alle u € I'. I* sei das vollstindige Urbild von I*. I* ist abgeschlossen in R.

Wir zeigen J(R) e, Re, = (0) fiir alle u € I,

Es sei 4 ein beliebiges Ideal == (0) aus dem Basisfilter von R. Wir setzen der Kiirze
halber J(R) = J,e,Re, = R, e,le, = I,, e, Je, = J,. Da R/ A artinschist, gilt J* C 4
fiir eine natiirliche Zahl n. Folglich ist auch J'R, = ‘A. Angenommen, man hétte schon
Jn—k¥R, = A bewiesen. Der Ring R,/J, =~ S ‘“’ ist ein voller Matrizenring iiber dem
Schiefkorper §®), der nach Voraussetzung unendhch ist. Daher ist (m der hier vor-
kommenden dxskreten Topologie) (8™ ,+) nicht 1. k. S“‘; enthilt einen zu S®) iso-

morphen Uhterschlefkorper K®, dessen Einselement genau ¢, ist. Es gibt also in
(K®, 4) einen Filter von Nebenklassen {N;} nach abgeschlossenen Untergruppen U

mit leerem Durchschnitt. Die N; seien die vollstindigen Urbilder der N; in R,.

Gilt nun fiir b € J*~%-1 nicht bR,, C A4, s0 ist {bN; + J*% + (AN I)}ein Filter von
abgeschlossenen Untergruppen mit leerem Durchschnitt. DaB ein Filter vorliegt, ist
klar. Angenommen, der Durchschnitt wire 4= @. Dann folgt

No>x=bu; +s+a=0bu;+s +a

mit u; € N;, u; € N;, wobei u; — u; ¢ J,,, a,a' € Aal, s, €Jrkist. Wiire namlich
u; = u; (mod J,) fiir alle u;, u;, so wire %; € \ N; &= 4, im Wlderspruch zur Vor-
i
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aussetzung. Es folgt b(u; — u;) = s* + a*, s* € J*—k, a* c A n 1. Wegen u; == u;
(mod J,) gibt es ein Element (u; — u;)* € R, so daB (u; — u;) (u; — u;)* = ¢, + ¢,
¢ € J,, ist. Also hat man

be, + be = s*(u; — u;)* + a*(u; — u;)*. (%)

Nun ist nach Induktionsvoraussetzung s*(u; — u;)* € J*~*R, = A4, folglich die rechte
Seite von (x) € A. Weiter ist bc € Jr—*~1J, < Jn—* Wegen ¢ € J, ist bee, = bc € J*—*e,
C A4 wieder nach Induktionsvoraussetzung. Also folgte be, und auch bR, & 4, im
Widerspruch zur Annahme.

Die bN; 4 J»—* 4+ A n I sind aber sogar Nebenklassen nach Rechtsidealen von I,

weil

OU; +Jn* + AnDISJ—*+ An]

gilt. Denn mod J gilt wegen (1) U;I = (0), also U;I < J, folglich bU;I < J»—*.

Da I aber ein i.e. S.1. k. Ring ist, muB also JR, = 4 fiir alle 4 aus dem Basis-
filter von R gelten, d. h. J(R) R, = (0).

Das bedeutet insbesondere e,Je,R, = e,Je, = (0), d. h., die Ringe e Re, (u € I') sind
radikalfrei, also volle Matrizenringe iiber Schiefkérpern S®). Dann gilt auch I* D I,

I*I ~ 3'e,Ré, ist direkte Summe von vollen Matrizenringen iiber endlichen Schief-
er
kérperrl;.

Bei der Abbildung ¢ von (R, +) auf (B, 4-) wird I* gerade abgebildet auf
(I* +) =2 e.Re, DY e.Ble — ¢,) D (1 — ¢) Re DeR(1 — )
uer’ uer*

@1 —e) Rl —e).

Ist nimlich a € I*, so gilt ¢,a6, = 0 mod J(R) fiir alle € I', d. h. e,ae, € J(R).
Wegen J(R)e, = (0) folgt o(I*) = (I'*, +). Ist umgekehrt g(x) € (I*, +), so ist
exe, = 0 fiir alle u € I, d. h. e,xe, = 0 mod J(R), also € I*, x € I*.

Definiert man auf (I'*, +) einen Ring I * mittels

ab = (p~1(@) 71(b)),

so gilt I* ~ I* im algebraischen und topologischen Sinne, weil I*i. e. S. 1. k. ist.

Wir bemerken zunichst, daB fiir den Fall der diskreten Topologie der Satz 2 von [4]
schon unmittelbar aus dem Bewiesenen folgt.

Um den Beweis des Satzes zu vollenden, beachten wir, da wegen der Voraussetzung,
daB I auch als Links-I-Modul i. e. 8. L. k. ist, auch R,J(R) = (0) fiir alle u € I" gilt.
Also gilt auch R,I* = (0). Nun verliuft der Beweis genauso wie der von Satz 4
in [3].

Falls die Topologie von R die diskrete ist, erhidlt man Satz 3 von [4].

3. Es sei jetzt R eine Algebra iiber dem diskreten Korper K. Ganz analog heiBt die
Algebra 1. k., wenn jeder Filter von abgeschlossenen Restklassen nach Algebra-
rechtsidealen (d.h. Rechtsidealen des Ringes R, die gleichzeitig K-Untermoduln
sind) einen nichtleeren Durchschnitt hat und wenn R einen Basisfilter aus Algebra-
rechtsidealen hat. R heiBt i.e.S.l. k., wenn R 1. k. ist und wenn jeder Algebra-
h;)fmomorphismus von R in einen linear topologischen R-Modul (Algebramodul
offen ist. :
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Man erhélt mit zum Beweis von Satz 1 véllig analogem Beweis den folgenden

Satz 2. Es sei R eine i.e. 8. 1. k. Algebra iiber dem Korper K mit einer Basis aus
Idealen, und I sei ein abgeschlossenes Ideal von R mit I O J(R), wobei I in. der indu-
zierten Topologie als Rechts- und Links-I-Modul 1. e. S. 1. k. sei. Dann gilt die direkte
Zerlegung
R =3 8#» [+ I*,
uer “

wobet I* D I, I*|I die direkte Summe von Algebren endlichen Ranges iber K ist und
die S® Divisionsalgebren unendlichen Ranges iiber K sind.

Fiir den Fall der diskreten Topologie folgt

Satz 3. Es sei R eine artinsche Algebra iiber dem Korper K, und I sei ein Ideal von
R mit I © J(R), wobei I rechts- und linksartinsch sei. Dann gilt

n
R =3 o8 [ I*,

wobet I* D I, I*|I endlichen Rang iiber K hat und die S® Divisionsalgebren unend-
lichen Ranges iiber K sind.
Aus den Sitzen 1, 2 und 3 folgen leicht die Hauptergebnisse von [3].
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