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Uber das Verhalten der Betti- Reihe eines lokalen Ringes
hei monoidalen Transformationen

JURGEN Dassow

J.-P. SERRE definierte die Betti-Reihe eines lokalen Ringes E durch

B(R):= 3 bZi, b; = dimpgy Tor® (Rm, Bjm),

i=o0
und T. H. GULLIKSEN zeigte

‘ © (14 Z2i1;1)e,,
B(R) =H m

i=0

mit gewissen nichtnegativen ganzen Zahlen ¢;(R).

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wird das Verhalten von B(R) bei Ringtrans-
formationen der folgenden Art
R—->R:=R [‘_{’1, ot , ...,‘ﬁi} (@, - .., a; eine R-Folge),
A A

die eine algebraische Beschreibung der monoidalen Transformationen sind. Da sich
regulire Ringe und vollsténdige Durchschnittsringe durch ihre Betti-Reihe charakte-
risieren lassen, erhalten wir als Folgerungen Resultate dhnlich denen von D. G. NoRTH-
cotT [8] bzw. J. SArLY [10] und T. MaTSUOKA [7] tiber das Verhalten dieser Ringtypen
bei monoidalen Transformationen.

1. Das Verhalten der Einbettungsdimension

Um stidndige Wiederholungen zu vermeiden, wollen wir zunéchst einige Bezeichnungen
einfiihren, die wir wihrend der gesamten Arbeit verwenden vollen. Es sei immer R
ein lokaler noethérscher Ring der Dimension d = 2, m sein Maximalideal, k := R/m
sein Restklassenkdrper,

ay,...,a, eine R-Folgein R, 2 <t < d,

R:=R [ﬂ ...,‘b],

3
a; ay
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R*:= R.,5z, b*:=DbR* fiir ein beliebiges Ideal b < R,
. R** := mRz, wobei fii ein Maximalideal aus B mit fi n B = m, m** := MR35,

»(b) bezeichne die Minimalzahl von Erzeugenden von b. Ferner setzen wir noch

ui=1Ilm2) — l(m*(a,, ..., a;)R)

) {0 fir a, € m*2,
T 1 fir e, ¢ m*2,

Satz 1.1. (i) emdim R* =emdim R — p + 6 = emdim R — ¢ 4 1.
(i) emdim R** 2 emdim R — u + 3§+ ¢ — 1,
und die Bedingungen a, € m2 und 6 = 1 implizieren die Gleichheit.
Beweis. (i) Es gilt

emdim B = l[(m?) — I(m)

=Il(m?) — l(m? + (ay, ..., ) R) + {(m2 + (ay, ..., ) B) — l(m)
=pu +Um? + (a4, ..., @) R) — l(m).

Unter Beachtung der aus [3], Satz 12, resultierenden Gleichheit

(m2? 4+ (ay,...,a) R) =l(m*2 + (ay, ..., a;) R¥)
haben wir noch

emdim R* = [(m*2) — [(m*2 + (ay, ..., a;) B*)

+ l(m*2 + (ay, ..., @) B*) — I(m*)
= l(m*2) — [(m*? + a,R*)
+ {(m?2 + (ay, ..., @) R) — l(m).

Je nachdem, ob @, € m*? ist oder nicht, ist die Differenz der ersten beiden Lingen 0
oder 1, und die Behauptung folgt durch Vergleich.

Um die Ungleichung zu beweisen, ist § — 1 = u — 6 zu zeigen. Bei y = — 1 ist
alles klar. Es sei deshalb u =#. Man iiberzeugt sich leicht davon, daf dies damit
gleichbedeutend ist, daB a,, ..., a, Teil einer Minimalbasis von m ist. Bei 6 =1
haben wir nun ¢t — 1 = u — 6. Es sei daher 6 = 0, d. h. ¢, € m*2 Nach dem Satz 2
aus [4] gilt daher mit

B :=R[X,...., D. O Y15 N
die Beziehung )

a, € m2f + E(atxi —a;) R,
also -

t—1 _ t-1
a; — ZDL,'(G;X,; —a;) € m2R + Z X".R.
i=1 =1

Anwendung des Homomorphismus von R auf R mit dem Kern (X,,..., X,,) B
liefert
t—1
a; — 252.‘0!; € m2.
i=1

Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitéit des Basisteils.
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(i) Wegen R* o R**, pes ist

y(mR**) = emdim R — u + 6.
Nun ist o
R¥**[mB** = (RmB)jms-

Damit ist R**/mR** nach dem Beweis von Satz 1 in [1] einer Lokalisierung des re-
guldren Ringes k[X,,..., X, ;] nach einem Maximalideal isomorph. Das Maximal-
ideal m**/mR** von R**/mR** wird also von einer R**/mR**-Folge erzeugt, und
wir erhalten aus [5], Theorem,

emdim RB** = y(m**) = »(m**/mB**) 4 p(mB**)
=r—1+emdim R — y + 6.

Um die Gleichheit unter den zusétzlichen Voraussetzungen zu zeigen, reicht es zu
beweisen, daf} in den Fillen

y(mR**) = emdim R — u + 6
ist.
Essei R':= R/(ay, ..., %) R, ¢, ..., ¢, eine Minimalbasis von m’ := m/(a,, ..., a;) R.
Es mégen nun ¢,,...,c, Urbilder davon in R und a, ..., a, die inm/m? iber
R/m linear unabhéngigen Elemente unter a,, ..., @, sein (es gibt davon genau u Ele-
mente). Dann bilden a,, ..., a,, ¢, ..., ¢, eine Minimalbasis von m. Also gilt emdim
R =n + u. GewiB ist dann

mR** = (a,, ..., a4, ¢y, ..., ¢;) R**
= (@, ¢y, .-+, C) R¥*,
d. h.
ymBR**) <n +1=emdim R —u + 1.

Ist nun 6 =1, so folgt »(mR**) < emdim R — u + 4. Ist @, € m2, so gilt auch a,
€ (mR**)m**, und daher bilden bereits c,, ..., ¢, eine Basis fir mR**, d. h., es gilt
sogar p(mR**) < n =emdim R — y < emdim R — u + d. Die entgegengesetzte
Ungleichung besteht immer (vgl. Anfang des Beweises), so dafl Satz 1.1 vollstindig
bewiesen ist.

Folgerung 1.2. Es sei R ein Cohen-Macaulay-Ring. Dann sind die beiden folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) R st reguldr, und es gilt

(o) u=t
oder
B) =t—1 und a, € m*2.

(i) R* st regulir.

Beweis. Aus Satz 1.1 und [2], Lemma 7, folgt die Behauptung durch Betrachtung
der Differenz emdim R — dim R.

Folgerung 1.3. (i) Gilt
() u=t
oder

B ,u=t—1'und a; € m2,
so ist mit R jeder der Ringe R** regulir.
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(ii) Ist einer der Ringe R** regquldr, so ist R reguldr, und es gilt

(o) =t
oder
B u=t—1 und a, € m*2,

In [10] hat J. SarLy das letzte Resultat noch dahingehend verbessert, dafl bei der
Regularitatsforderung an alle R**(8) zu (B') verschirft werden kann.

Folgerung 1.2, (i) = (ii), und Folgerung 1.3, (i), finden sich bereits bei D. G. NoRTH-
corr [8] fiir den Fall (x).

2. Das Verhalten der Betti- Reihe

Da bekanntlich b, = ¢ = emdim R gilt, haben wir durch die Betrachtungen im
ersten Abschnitt das Verhalten einer Betti-Zahl bzw. einer Abweichung geklart.
In diesem Abschnitt untersuchen wir das Verhalten der gesamten Reihe. Die am
Anfang vom ersten Teil gemachten Voraussetzungen bleiben bestehen.

Lemma 2.1. Ist R ein Cohen-Macaulay-Ring und gilt R**/m** ~ R|m, so existieren
Parametersysteme u,, ..., ug bzw. vy, ..., vq tn R bzw. R** mit
vi=u, t=t+1,...,d
ViVy = U, $ = 1, ceay b — 1,
V= Uy = Ay,
(@, eees ) R = (uy, ..., u;)) B
und
R|q o R**[q**
mat
G = (U, eee, Ug) B und q** (V1) o0e, vg) B**.

Beweis. Die ersten Aussagen sind [2], Satz 10, und wie man dem sortigen Beweis
entnehmen kann, kann

= (Ay, eov), Ay Bgyqs +ovsa9) B,

- ay A1 5
q:= (—, ey —— @y eeey Q) B

a; Ay
und
a Ay
q** 1= 9R= — e s Qg eeny Qg | R¥F®
a; a;

angenommen werden. Nun gilt
R**Jq** ~ R [aR5 =~ (R[%)7/3

und durch Anwendung des zweiten Isomorphiesatzes auf E/§ und /g bei Verwen-
dung des Resultates von Davis [4], Proposition 2, bzw. des Homomorphismus
R[X,,..., X,,;] =: R — R ergibt sich

R**/q**% (E/(ah ceey Qg, Xl) -'-’Xl-—l) ‘ﬁ)ﬁ/(al ..... aa, Xy,.00, X,_,)E
= (R/(alx seey a’d) R)ml(a,,....aa)R
= Rlq
(fit ist dabei das Urbild von i in R).
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Satz 2.2. (i) Es sei p ein Primideal aus R mit p n R = m. Dann gilt
&i(B3) = ei(R) fiir 2 <i<a(R),
e,-[Rg) = g(R) fir 1+ =a(R)

mat

2p fir Char Rim=p 0,

] = { o fir Char Rfm =0.

Insbesondere gelten diese Aussagen also fiir alle Ringe R** und R*.
(ii) Ist R ein Cohen-Macaulay-Ring und gilt R**/m** ~ R[m, so ist

&i(R)** = ;(R) fiir i=2.

Beweis. (i) Es sei R** = R, fit das Urbild von fi in R:.=R[X,,..., X,,] und
R := Rj;. Dann gilt nach [6], 3.3.1.,

ei(ﬁ) =gR) fir 1 =9 <a(R),

e,-(f?) = g(R) fir 7 = n(R).
(Die Gleichheit fiir die kleinen ¢ erhdlt man, indem man beim Beweis von [6], 3.3.1.,
statt der Injektion den nach [6], 3.2.3., bestehenden Isomorphismus verwendet.)

Nun gilt R** = ﬁ/(a,Xl — g, e, Xy — ay ) R, und nach [7], Proposition 2,
bilden die @,X; — a; eine B-Folge. Damit folgt die Behauptung aus [9], Theorem 3.
(ii) In[1] wurde bewiesen, daB auch R** ein Cohen-Macaulay-Ring ist. Daher werden

die Parameterideale q** und q* aus Lemma 2.1 von einer R**- (bzw. R-)Folge er-
zeugt, und es gilt daher

&i(R**) = &;(R**[q**) = ¢;(R/q) = &;(R)
fiir ¢ = 2 nach [9], Theorem 3, und Lemma 2.1.

Folgerung 2.3. Folgende Aussagen sind gleichwertig:

(i) R ust ein vollstindiger Durchschnitt.

(ii) Biner der Ringe R mit  n B =m ist ein vollstindiger Durchschnittsring.

(ili) Alle Ringe Ry mit § n R = m sind vollstindige Durchschnittsringe.

Beweis. R ist genau dann ein vollstindiger Durchschnittsring, wenn &, (R) =0

ist.
(i) = (iii) und (i) => (ii) bewies bereits MaTsTORA [7].

Aus Satz 2.2 ersieht man, daB in vielen Féllen

- 142y
B(R;5) = B(R) =2
gilt. Wir wollen nun in einigen Féllen s und s’ bestimmen.

Satz 2.4. (i) Es set R ein vollstindiger Durchschnittsring. Dann gilt

B(R)

B(R*) = 0+ 2)— (1 — ZBy1-nns
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Ist auPerdem a, € m? oder 6 = 1, so ist

14 Z)l—l—y+6

B(R**) = B(R) (1_—22

(ii) Ist R ein Cohen-Macaulay-Ring mit emdim B — dim R < 2 und wird
() p=t
oder
B) u=t—1 und a,€m?
erfullt, so gilt
B(R)
o T s S
BE) =127

(iii) Ist R ein Cohen-Macaulay-Ring und gilt y =t — k und a;_; € m2 fiir i = 1,2,
ooy b, & = 0, s0 st fiir jeden Ring R** mit R**/m** ~ R/m

und B(R**) = B(R).

B(R) fir k=0,
B(R**) = B(R) (1 1+ Z

k_l 33 k
1-—-_Z2) fur > 0.
Beweis. (i) Nach Folgerung 2.3 sind R* und R** auch vollstindige Durchschnitts-
ringe. Beachtet man nun noch, daB bei diesen Ringen &o(R) = emdim R, & (R)
= emdim R — dim R, ¢;(R) = 0 fiir ¢ = 2 gilt, so folgt die Aussage aus Satz 1.1 und
[2], Lemma 7.
(ii) Ist R ein vollstdndiger Durchschnittsring, so resultiert die Behauptung aus (i).
Es sei R also kein vollstdndiger Durchschnittsring. Dann gilt nach [11], Satz 9 und

Satz 10, ’
. emdim

B(R) = 1+ 2) R
1 — & (R) 22 — (e(R) — 1) 23

und
&(R) =¢q(R) — 1 + emdim R — dim R,

wobei g(R) =1I(q) — I(q : m), g ein Parameterideal (fiir Cohen-Macaulay-Ringe ist
¢(R) unabhingig von der Wahl des Parameterideals q).
Satz 1.1 liefert nun

emdim R** — dim R** = emdim R* — dim R*
=emdim R — dim R < 2.
Damit haben auch die Betti-Reihen von R* und R** die obige Form, und aus [7],
Theorem 1, bzw. [3], Satz 13, folgt nun
&1(R*) = &,(R**) = &,(R).

Die Behauptung folgt nun sofort.

(iii) Man iiberzeugt sich.leicht davon, dafl wir die Minimalbasen von m und m**
wie folgt wéihlen konnen:

m= (ul: coey Upis Ugs1s « o5 Ug, bd—¢+l’ seey bs) R:

mr* = (vl: vors Utes Vg1 ooe5 Vs bd-t+l, edsy ba) R¥+
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mit den Parametersystemen %, ..., g und vy, ..., v3 aus Lemma 2.1 und
|0 fir k=0,
*Z11 fir k> 0.
Fiir £ > 0 ergibt sich damit durch mehrmalige Anwendung von [9], Theorem 3,

B(R)
1— 2% (1 + 27 *

B(R[q) = 0
und
B(R**)
(1—2% (14 Zy-1

Wegen R**/q** ~ R/q (Lemma 2.1) folgt die Behauptung durch Vergleich.
Der Fall £ = 0 wird entsprechend abgehandelt.

B(R**[q**) =
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