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Einige Bemerkungen zur Struktur lokaler Henselscher Ringe

GERHARD PFISTER

Ausgangspunkt fiir diese Arbeit war die folgende von M. ArTIN in [1] gestellte
Frage: ’

Es sei (A, m) ein exzellenter lokaler Henselscher Ring. Hat dann (A, m) die Approxima-
tionseigenschaft ?

Dabei sagen wir, dafl der Ring (4,m) die Approximationseigenschaft hat (und
schreiben kurz (4, m) € AE), wenn stets folgendes gilt:

Es seien Y = (Y4, ..., Y,) n Unbestimmte, F = (F, ..., F,,) ein System von m Poly-
nomen aus A[Y] und § = (§y, ..., Yn) € A*" (dabei ist A* die Komplettierung von A)
gegeben mit F(g) = 0. Dann existieren y; . € A (¢ = 1, ..., n) fiir jede natirliche Zahl c
mit F(Yy,e > Yn,e) = 0 und y; . = 7; mod me.

M. ARTIN zeigte in [1]: Es sei (A, m) ein lokaler Henselscher Ring, der Henselisierung
evnes Ringes von endlichem Typ iiber einem exzellenten diskreten Bewertungsring tst.
Dann ist (A, m) € AE.

Der Beweis basiert auf dem Satz iber implizite Funktionen, dem Jacobischen Kriterium
und dem Weierstrafschen Vorbereitungssatz.

In dieser Arbeit wollen wir nun eine groere Klasse von Ringen angeben, in der diese
Satze gelten und fiir die wir die Approximationseigenschaft nachweisen konnen. Dabei
wollen wir uns auf solche Ringe besehrénken, die den Restklassenkérper enthalten.
Wir wollen dazu im ersten Teil der Arbeit untersuchen, wann ein Henselscher Ring
seinen Restklassenkorper enthilt. !

1. Koeffizientenkorper Henselscher Ringe

Satz 1. Es sei A ein lokaler noetherscher Ring, der in seiner Komplettierung alge-
braisch abgeschlossen ist, K der Restklassenkirper. Wir wollen zusitzlich voraussetzen,
daf} K streng separabel ist, d. h., K ist eine algebraisch separable Erweiterung einer rein
transzendenten Erweiterung des Primkirpers von K (Kérper der Charakteristik Null,
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Krper von endlichem Typ ber einem Primkérper und Korper von endlichem Typ iiber
streng separablen Korpern sind streng separabel). Dann gilt:

(1) Wenn A* den Restklassenkirper K enthdlt, dann enthilt auch A den Korper K.

(2) Wenn A* einen Cohen-Ring B enthiilt, dessen Restklassenkorper K ust, dann
enthdlt A einen Henselschen diskreten Bewertungsring S mit S* = R.

(3) Ein nichtinjektiver Homomorphismus lokaler Ringe R — A*, R wie in (2),
lapt sich stets iber A faktorisieren.

Beweis. Es sei P der Primkorper, itber dem K definiert ist. Dann existiert eine Fa-
milie unabhéngiger transzendenter Elemente (X;), X, € K, so daB K iiber P((X))
algebraisch separabel ist.

Wenn nun 4* den Kérper K (bzw. einen Cohen-Ring) enthélt, enthilt A notwendiger-
weise P (bzw. Z,, Z der Ring der ganzen Zahlen, p die Primzahl mit Z/p = P).
Es sei (7)) eine Familie von Urbildern von (X,) in 4. Dann folgt aus der Unabhéngig-
keit der transzendenten Elemente, daB P((T))) < 4 (bzw. Z[(T))],z iz < 4) ist.
Es sei M die Menge aller Kérper S < 4, die P((7';)) umfassen (bzw. die Menge aller
diskreten Bewertungsringe S mit Bewertung p, S & A4, die Z,[(T})],z,i(r.; umfassen).
Nach dem Zornschen Lemma besitzt diese Menge ein maximales Element. Dieses
sei der Korper (bzw. diskrete Bewertungsring) E. Wenn jetzt B (bzw. R/pR) echt in
K enthalten ist, existiert ein « aus K, das nicht in R (bzw. R/pR) liegt. Dann ist
algebraisch separabel iiber P((T, ) Es gibt also ein normiertes irreduzibles Polynom
f(Y) iiber P((T,)) mit f(x) = 0 und f'(z) = 0. Es sei t € A ein Urbild von 2 und F(Y)
ein normiertes Urbild von f(Y). Dann ist F(t) € m und F’(t) ¢ m. Nun ist 4 in seiner
Komplettierung algebraisch abgeschlossen, also Henselsch. Es existiert also ein & € 4
mit £ — h € m und F(h) = 0. Das ergibt einen Widerspruch zur Maximalitdt von R,
denn in diesem Fall ist R(h) (bzw. R[h],zs) in 4 enthalten. Damit ist (1) bewiesen.

Fiir (2) miissen wir noch zeigen, daf8 R* = R ist. Da beide Ringe den gleichen Rest-
klassenkérper haben und komplett sind, folgt die Isomorphie unmittelbar aus den
Eigenschaften des Cohen-Ringes R. Damit ist auch (2) bewiesen.

Es sei nun g der in (3) gegebene Homomorphismus von R in 4*. Wir kénnen o. B. d. A.
voraussetzen, dafl Kern (g) = p"R, » = 2, ist (g war nach Voraussetzung nicht in-
jektiv, und den Fall » = 1 haben wir in (1) abgehandelt). Dann ist g(p) == 0. Da eine
Potenz von g(p) Null wird und 4 in 4* algebraisch abgeschlossen ist, liegt g(p) schon
in 4. Es seiz = yp. Dann ist g(yp) g(p"*) = 0 und g(p™?) & 0 und aus 4, und damit
ist g(yp) aus A. Es sei nun r € R beliebig. Dann ist g(pr) = g(p) g(r). Da g(pr) und
g(p) aus 4 sind, ist es auch g(r). Damit ist der Satz bewiesen.

Wir wollen nun ein Beisf)iel fiir einen Henselschen diskreten Bewertungsring geben,
der in seiner Komplettierung algebraisch abgeschlossen ist, dessen Komplettierung
den Restklassenkorper enthilt, der Ring selbst aber nicht diese Eigenschaft hat:

Es set P=1Z|p, p 40 eine Primzahl. Weiterhin sei Y eine Variable, und r(Y),
r(Y) € Plg[ Y ]], v=1,..., seien unendlich viele algebraisch unabhingige Elemente.
Es sei A die algebraische Abschlieffung von

P(X + Yr(Y ) [(pﬁf + ¥ r.(Y)).=1,...] (Y]



Einige Bemerkungen zur Struktur lokaler Henselscher Ringe 49

in K[[Y]], wobes K = P(X, (pﬁ),ﬂ_m) ist; X ist dabet eine weitere Variable. Dann
gilt:

(1) A st ein diskreter Bewertungsring mit Bewertung Y und Restklassenkorper K ;
@) A* = K[[Y]];
(3) bei geetgneter Wahl der v, ist A exzellent, d. h. A € AE;

4) A enthilt nicht den Restklassenkorper.

2. Ringe mit WeierstraBschem Vorbereituhgssatz

Die im folgenden betrachteten Ringe sollen stets den Restklassenkorper enthalten.
Wir wollen in diesem Teil nun Ringe mit der folgenden Eigenschaft betrachten:

Definition 2. Es sei R ein noetherscher reguldrer lokaler Ring, der seinen Restklassen-
kérper K enthilt. R heifit W-Ring, wenn

(1) R in R* = K[[T}, ..., T,]] algebraisch abgeschlossen ist,

(2) in R der Weierstrafsche Vorbereitungssatz gilt, d. h., R wird bei Transforma-
tionen der Form T; —T; 4 a;T;, a; € K, bzw. T; > T; 4+ T3 bzw. Ver-
tauschung der T; in sich ibergefiihrt, und wenn f,g € R sind und fT,-all-

8—1
gemein ist (d.h. f(T,=:- =Ty =0)+0) und g=rf+ 3 g,1; die
»=0
Zerlegung des Weierstrafischen Vorbereitungssatzes in K[[Ty, ..., T,]] ist,
dann sind die g,, r € R,
(3) in R der Satz uber implizite Funktionen gilt, d. h., jede Gleichung der Gestalt

T, Gy(Tss oov, T, Tirrs oovs Th)
Ty Ge(T1s eves Tis Trrs o005 T'y)

mit G; € R, Gi(0, .., 0, Thras oees Ta) € (Tians ovv> T) und
a6,
228 00,...,0, Ty, ooey Tw) ¢ (Teers oees Th)
oT'; i j=lenk

hat eine Losung (b, ..., &) aus B 0 K[[Tie, -+, Talls

4) mit f € R stets 3—61—{— € R st fiir alle <,

(5) fir beliebiges ¥ = (Y4, ..., Yy) ein Ring B existiert, R[Y] C B C R[[ Y]],
der noethersch, lokal, reguldr vst mit B* = R* [[ Y]| und dem Maximalideal
(Ty, ..., Ty, Yy, ..., Yy) und dve Eigenschaften (1) bis (4) hat.

Satz 3. Es sei R ein lokaler noetherscher regulirer Ring. Dann existiert ein kleinster
Oberring R¥ von R, so daf3 RV ein W-Ring ist. Wir nennen R¥ den W-Abschluf von R.

Beweis. Die Existenz eines kleinsten Oberringes von R mit den Eigenschaften (1)
bis (3) folgt mit Hilfe des Zornschen Lemmas, da die in den Gleichungen auftre-
tenden Grofen und Loésungen eindeutig bestimmt sind. Dall ein solcher Ring noe-
thersch ist, folgt direkt aus dem Weierstrafschen Vorbereitungssatz.

4 Beitriage zur Algebra 4
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Definition 3. Es sei R ein W-Ring. Mit R[Y) wollen wir den W-Ring R[Y %, be-
zeichnen, wobei ¥ = (Y, ..., Y,) einige Variable sind.
Bemerkung. Ist R ein W-Ring, dann ist R(Y,Z) = R[(Y) (Z].

Satz 4. Ist R ein W-Ring, dann gilt fir R(Y,,..., Y,] das Jacobische Kriterium,
d.h.:

Es sei a=(fy,...,fn) ein Ideal aus R(Y,,..., Y,] mit a n R.= 0,9 ein niederes
Primideal von a, g Dp ein Primideal mit g n R =0. Wenn A’ = R(Z,, ..., Z,] so
gewdhit werden kann, dafp R(Yy,..., Y,][q diber A’ endlich separabel ist (wobei die
Endlichkeit oft realisiert werden ka,nnl.)), dann ist R(Yy, ..., Y, Jo/aR(Y, ..., Y, ],
reguldr genau dann, wenn der Rang von (:—}f,'-) modulo q gleich der Héhe von Y ist.
i

Zum Beweis des Jacobischen Kriteriums wollen wir nur bemerken, da man den
entsprechenden Beweis des Jacobischen Kriteriums von Nacara (vgl. [3]) direkt
iibertragen kann, da in R[Y] der Weierstraflsche Vorbereitungssatz gilt.

Bemerkung. Es sei K(Ty,...,T,) der Ring der algebraischen Potenzrethen, und
K[[Tl, oty T,,]] der Ring der formalen Potenzreihen, C{T, ..., T,} der Ring der konver-
genten Potenzreihen in n Variablen T, ..., T, iber dem Korper K bzw. C der kom-
plexen Zahlen. Diese Ringe sind W-Ringe, und es ist

K<Tls v Tn> [Y] = K<Tl, sonndiry Y>;

E[[%s; ..c, T (Y] = E[[T4, .05 T, ¥
und
C{Tl! QUOCHE ) T”] [Y] = C[Tl: A0 0y Tm Y}

Die Bemerkung folgt sofort aus den bekannten WeierstraBschen Vorbereitungssétzen
iiber den entsprechenden Ringen.

Um nun zu zeigen, daB ein W-Ring € AE ist, beweist man folgenden allgemeineren
Satz:

Satz 5. Es sei R ein W-Ring, F = (F,, ..., F,,) ein System von m Gleichungen aus
R(Yy, oo, Yy) und 5= (4, ..., Yy) ein N-Tupel von Nichteinheiten aus R*N mat
F(y) = 0. Dann existieren fiir jede vorgegebene natiirliche Zahl ¢ N-Tupel

Ye = Wr.e, -5 Yn.c)
aus RY mit F(y,) = 0 und y; . = ¥; mod mg.

Wir wollen hier den Beweis nicht detailliert fithren, da er vollkommen analog zum
Beweis von M. ARTINS Approximationssatz (vgl. [1]) gefiihrt wird. Die dazu nétigen
Grundlagen (WeierstraBBscher Vorbereitungssatz, Satz iiber implizite Funktionen,
Jacobisches Kriterium) haben wir in den Sédtzen 3 und 4 bereitgestellt. Wir kénnen
also hier den Beweis analog zu M. ARTIN ablaufen lassen. Der Beweis wird induktiv
iiber die Dimension von R gefiihrt. Der Weierstralsche Vorbereitungssatz gestattet
es uns, unter VergroBerung der Anzahl der Unbestimmten Y; die Dimension von B
zu verringern.

1) Fiir die spitere Anwendung in Satz 5 folgt sie aus der Existenz einer formalen Losung. Das
wurde von M. vaN DER PuT gezeigt (vgl. M. vAN DER PUT, A problem on coefficient fields
and equations over local rings, erscheint demnéchst). Herr vaN DER Putr hat Herrn PoPEScU
und mich freundlicherweise darauf aufmerksam gemacht, wofiir ich mich an dieser Stelle be-
danken machte.
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Bemerkung. Mit dem W-Abschlufl haben wir die Moglichkeit, jedem lokalen regu-
liren Ring einen Ring mit AE zuzuordnen. Die Bedingungen (1) und (3) des W-Ab-
schlusses sind auch notwendig fiir die AE. Bei (2) scheint das nicht der Fall zu sein.
Ein Beispiel dafiir liegt zundchst jedoch nicht vor. Es wire interessant, in diesem Zu-
sammenhang direkt einen AE-Abschlufl zu konstruieren.
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