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Zwei Klassen algebraischer Varietiten 3. Ordnung
und deren Homologiegruppen

GUNTHER SCHIEMANN

0. Einfiihrung

Wir betrachten zwei Klassen %, und k, von irreduziblen projektiven algebraischen
Varietdten!) Vj der Ordnung 3 und beliebiger Dimension d.

k, enthalte alle und nur solche V3, die nicht Hyperfliche eines projektiven Raumes
Ry sind. — Nach [1], S. 213, liegt V3 dann in einem Ry,. Man kénnte solche V3
»gewunden‘‘ nennen.

k, enthalte alle und nur solche V}, die Hyperfliche eines R;,, sind und einen singuldren
Ry, enthalten. — Dies sind gerade die nicht normalen kubischen Hyperflichen: jede
von ihnen ist Projektion einer V§ € k.
Nach dem von DRECHSLER in [3] gezeigten Verfahren lassen sich die Homologie-
gruppen dieser Varietdten aus einem Vergleich gewisser Homologiesequenzen be-
stimmen.
Um dieses Verfahren hier anwenden zu kdnnen, miissen wir die Vj aus k, bzw. k,
birational auf einen R, projizieren, und zwar die Vj € k, aus einer Tangente, die mit
i nur den (reguliren) Beriihrungspunkt gemeinsam hat, und die Vj € k, aus einem
Doppelpunkt.
Die Ausnahmeérter dieser birationalen Abbildung seien 4 — Vi und A’ < R,.
Wir finden, da8 4 und A’ nur Komponenten erster und zweiter Ordnung haben. Die
Homologiegruppen H;(A4) und H;(A’) sind also bekannt oder leicht zu bestimmen.
Wir schreiben nun die exakten Homologiesequenzen der Paare (V3, 4) und (B,, 4')
auf:

o> Hi(A) — Hy(Vy) — Hy(V3/4) - -+, ey

e -—)H,'(A’)%H{(Rd)%Hi(Rd/A’)%"'. (II)
Mit (IT) lassen sich die H;(Ry/A’) ermitteln. Damit sind in (I) die H;(V3/A4)bekannt
wegen der Isomorphie H;(Vj/A)=~ H;(R4/A’). Mit (I) lassen sich dann die H(V3)
bestimmen.

——————

') Irreduzible projektive algebraische Varietiten verstehen wir als Nullstellengebilde von Prim-
idealen aus K[y, ..., %,]. K ist der Kérper der komplexen Zahlen.
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1. Die drei Typen der Vj ¢ k,

Eine V3 € k, muB im Schnitt zweier quadratischer Kegel K3, ,, K;% des Ry, liegen.
Aufler V3 mufl K N K’ noch einen R, enthalten.

Wir wihlen das Koordinatensystem so, daB B; durch ¢, = x; = 0 gegeben ist. Damit
erhalten wir zundchst fiir K und K’ die Gleichungen

K: 0= Q(xo, xl) + woLo(xa: oy xd+2) + zlLl (m3: ceey md+2):}
K': 0 = Q' (wg, %) + @oLog(®3, +vvs Tgrg ) + X1 L1 (X3, v vs Zaps )

Hierin sind die @ quadratische, die L lineare Formen.

(M

Fallunterscheidungen

1.1. Es sei zundchst Rang (Lo, L, L§, L)) = 4.
Wir diirfen annehmen:

Liy=w;, Li=x,, Li=uz;, Lji=2,.

Mit einer reguldren projektiven Transformation lassen sich noch @ und @’ beseitigen;
wir erhalten, indem wir fiir die neuen Koordinaten wieder x; schreiben,

K: 0 =zyry — 212,, @)
K': 0 = zgrs — 2,24,
Durch die zusétzliche Bedingung
0 = 25 — 257, (3)
wird R,y aus K (N K’ eliminiert, und wir erhalten
Vi: 0 =23 — 2,&y = Tolts — Tyy = Tyl — Tgly. _ (4)

Fiir d = 3 ist dies eine singularitétenireie Varietdt im R;. Das sieht man aus der
Parameterdarstellung

(%5 +++ 5 T5) = (UgVo> Ugly, UyVp, UyUys UgVp, Ugly) . (5)

Hierin sind (vy, v;) bzw. (ug, %;, %,) projektive Punktkoordinaten einer Geraden
bzw. einer Ebene. V3 ist also homdomorph zu R; X R,. Wir wollen diese Varietét
kiinftig mit C§ bezeichnen.

Fiir beliebiges d = 3 ist (4) ein Kegel

Vi = C3Rs 4 = Ry
mit der Basis C3 und der Spitze R, ,.})

1.2. Es sei Rang (L, Ly, Ly, L}) < 3.

Durch eine regulédre projektive Transformation lafit sich erreichen, dafl in (1) nur
die Koordinaten z,, ..., z, bzw. ,, ..., 3 vorkommen.

Wenn dann in K N K’ iiberhaupt eine irreduzible gewundene V} liegt, kann dies nur
sein die — bis auf projektive Aquivalenz einzige — kubische Normregelfliche C3 — R,

1) Wir definieren C§R_, =: Cj.
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oder die — ebenfalls bis auf projektive Aquivalenz einzige — kubische Normkurve
(% = Ry oder ein Kegel

Vi = C3Ris < Ry, d =2
bzw.
Vi =CiRy = Ryrp, d =1.0)

1.3. Die samtlichen irreduziblen gewundenen V] sind also gegeben durch
V; = C;Rd—j-l o= Rd+2: 7. = 1: 2, 33 d ; 7.-

Darin sind C} die kubische Normkurve des R;, O3 die kubische Normregelfliche des
R,, C3 der kubische ,,Normraum* des R.

2. Die fiinf Typen der V; ¢ k,

Der singuldre R,_, einer V§ € k, mége o. B. d. A. durch #, = , = 0 gegeben sein.
Die Gleichung der ¥V} hat dann die Form

0 = C(xg, Ty) + @2Lgo(®gs -+ Tas1) + To%1Lioy (T v vs Tary)
+ 3Ly (o5 « - -5 Tasy),

worin C eine kubische und die L Linearformen sind.

Fallunterscheidungen

2.1. Es sei Rang (Lgg, Loz, L1;) = 3.
Wir kénnen setzen:

Loy= 3, Lpy=12;, L3 =2,

Durch eine reguldre projektive Transformation lassen wir noch die Form C in (6)
verschwinden und erhalten, wenn wir wieder z; fiir die neuen Koordinaten setzen,

0 = adz, + oy + 222, W)
Fir d = 3 bezeichnen wir diese Hyperfliche mit F}, sonst mit
Vi = F3Rs 4 < Ry, d=3.

2.2. Es sei Rang (Lo, Loys Ly;) < 2.

Wir kénnen erreichen, daB in (6) héchstens die Koordinaten xy, ..., ; vorkommen.
Wenn (6) irreduzibel ist, kann nur einer der wohlbekannten — bis auf projektive
Aquivalenz einzigen — Fille vorliegen?):

— die ebene Kubik F3 mit gewohnlichem Doppelpunkt,
— die ebene Kubik 'F2 mit Spitze,

— die Cayleysche Regelfliche 'F3 des R,

— die allgemeine kubische Regelfliche F3 des R,

oder ein Kegel iiber einer von diesen.

') Wir definieren C3R_, =: C5.
%) Vgl. etwa [2].
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2.3. Die sidmtlichen irreduziblen kubischen Hyperflichen V§ mit singuldrem R,_,
sind also gegeben durch

Vi=FRi, d=1,

Vi='FiR, d=1,

Vi = 'Fng—a’ d =2,

Vi=FR.; d=2,

Vi=F3R;, d=3.

3. Die Homologiegruppen

Mit dem Verfahren aus [3] und dem eingangs angedeuteten Ansatz erhélt man:
3.1.1. H](C:{Rd_g) oL H](Rd) H

Z P2 fir j=2(d—1),

H;(R;) sonst;

ZPZ fir j=2d—1), 2(d — 2),
H;(R;) sonst;

Z fiir j = 2d — 1,
H;(R;) sonst;

3.1.2, Hj(Cng_a)% {
3.1.3. H,.(ong-.;)g{

3.2.1. H](F:{Rd_z)g {

3.2.2. und 3.2.3.
H('F3Ry )~ H;(F3R; 3)=~ H;(R,);
3.2.4. und 3.2.5.

ZQZ firj=2d— 1),

H(F3Reo= HFERe) = {50 ol

Wir wollen nur 3.2.5 zeigen.
V§ sei durch (7) gegeben und werde aus (0,0,1,0,...,0) auf z, = O projiziert.
Aus (7) lesen wir ab:

A=R; ,UR)_, mit Rj;: zg=2,=0 und R;_;: 2y=2,=0,

A = Ry, mit R} 1 xy=ua, =0.
Aus bekannten H;(4') und H;(R,) sowie der Exaktheit von (II) finden wir zunéchst
, Z firi = 2d,
B )= T i

Aus den damit bekannten H;(V3/A4), den leicht zu findenden

Z@Z firi—2d,
HiA)es {H i{(Rg) sonst

und der Exaktheit von (I) erhalten wir die Behauptung.

1) Z ist die additive Gruppe der ganzen Zahlen.
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