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Uber die Hilbert-Samuel-Koeffizienten von lokalen Ringen
der Multiplizitiit 1

WoLFGANG VOGEL

Seit lingerer Zeit werden die Hilbert-Samuel-Koeffizienten von (lokalen) Cohen
Macaulay-Ringen untersucht; siehe beispiclsweise C. P, L. Ruopgs [10] und die
dort zitierte Literatur. Nun sind Cohen-Macaulay-Ringe mit der Multiplizitit 1
regulir. Daher schligt M. HERRMANN, Berlin, vor, analoge Untersuchungen fiir
lokale Ringe mit der Multiplizitit 1 durchzufiihren. Mit den folgenden Bemerkun-
gen wollen wir auf die Fragestellung aufmerksam machen.

Sei (4, m) ein lokaler Ring (noethersch, kommutativ mit Einselement). Fiir ge-
niigend groBes n betrachten wir das Hilbert-Samuel-Polynom

n+d . n+d—1
d “ d

wobei d = dim 4 und ¢ =: ¢,(m, A) ganz rationale Zahlen sind, die sogenannten
Hilbert-Samuel-Koeffizienten.

I(A/m"“)=eo-( )+-~+(— 1), ,

Satz. Wennem, A) = 1 st, dann gilt e,(m, A) < 0.

Beweis. Da wir eine Aussage iiber die Hilbert-Samuel-Koeffizienten machen,
kénnen wir voraussetzen, daB A komplett ist (siche 8], 8. 199, Bemerkung 1).
Die noetherschen, kompletten semilokalen Ringe sind nun nach H. MATSUMURA
[6], S. 259, exzellente Ringe. Wir diirfen daher fiir den Beweis des Satzes o. B. d. A.
annchmen, daB A ein exzellenter lokaler Ring ist. Damit stehen uns die Ergebnisse
von B. M. BENNETT [1] zur Verfiigung, inshesondere Theorem 2. Die Aussage
dieses Theorems 2 konnen wir nach [4], Lemma, wie folgt aufschreiben:

Sei (A4, m) ein exzellenter lokaler Ring, dann gilt
Kz 3 udprt 4y (1T *)
Ptg=n r—1
fiir jedes Primideal p ¢ 4 und r = dim 4/p.

Nach dem Additions- und Reduktionssatz fiir Multiplizitaten (siehe [8], Corollary
1, S. 220) folgt aus der Voraussetzung e,(m, 4) = 1, daB das Nullideal in 4 nur ein
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minimales Primoberideal p besitzt und l(4,) = 1. Da 4, ein nulldimensionaler
Ring ist, mul 4, ein Cohen-Macaulay-Ring sein und ey(p - 4y, 4p) = U(4,) = 1.
Damit haben wir, daB A, regulir ist. Mit diesem Primideal p betrachten wir (*)
und erhalten:

UA[mr+1) > (" j; d) mit d = dim 4.

Ein Koeffizientenvergleich liefert die Behauptung, q. e. d.

Korollar 1. Wenn e,(m, A) = 1 und e;(m, 4) = - = e;_1(m, 4) = O fiir evn v mit
2 <1< d, dann gilt (— 1) - ey(m, 4) = 0.

Wir wollen jetzt den Fall ¢ = 2 in dem Korollar 1 diskutieren.

E. B6GER, Darmstadt, gab ein Beispiel (unverdffentlicht), das das Korollar 1 fiir
1 = 2 bestiitigt. Er betrachtet iiber dem Koérper der komplexen Zahlen C den
lokalen Ring

A =: C(xy, 1, Ty» Tg)) | (X35 Tg1> TgTs)-
Der Formenring beziiglich des maximalen Ideals m ¢ 4 ist mit dem Polynomring
Clos @1, Tp» %3] | (%05 XoT1» Zes)

isomorph. Daher findet er durch Abzéhlung der linear unabhéingigen Formen 7-ten
Grades das Hilbert-Samuel-Polynom

A1) = (” : 3)+(" i 1) _1,

also ey(m, 4) = 1, e;(m, A) =0 und e(m, 4)=1>0.

In dem Beweis des folgenden Korollars 2 wollen wir eine weitere Methode zur Be-
rechnung der Hilbert-Samuel-Koeffizienten zur Diskussion stellen, indem wir die
(klassische) Hilbertfunktion betrachten (siehe hierzu [8], S. 199).

Korollar 2. Wenn e)(m, A) = 1 wst, dann ist e;(m, A) nicht notwendig eine nicht-
negative ganze Zahl; sie kann auch negativ sein.

Beweis. Nach dem Korollar 1 mus e;(m, 4) < 0sein. Wir betrachten den folgen-
den lokalen Ring:

A =: Oy, %, o, T3, T | (g, X3, T35)

Der Formenring beziiglich des maximalen Ideals m ¢ A4 ist mit dem Polynomring
Clz, 2y, o, X4, 7,]/U isomorph, mit

U =: (g, 2}, T1%) = (g 1) N (Tgy 23, T5) -
Wir berechnen zunichst die Hilbertfunktion H(¢, ) fiir geniigend grofles ¢ in

Clzys «--> %4), siehe z. B. [2]. In [5] wird fiir Potenzproduktideale eine brauchbare
Methode angegeben, um die Hilbertfunktion zu berechnen. Danach ergibt sich:

H, ) =ho-(2t)+hl-(;)+h3 mit By =1, hy=5 and by =1,
Hieraus konnen wir — bis auf den letzten Hilbert-Samuel-Koeffizienten — die

em, A) fiir v = 0, ..., d — 1 berechnen. Allerdings bendtigen wir die Darstellung
der Hilbertfunktion in der von E. MArRcHIONNA [7] angegebenen Form. In [3]
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finden wir aber die Umrechnungsformeln fiir die gewiinschte Darstellung. Hieraus
ergibt sich:

eo(m,A)=h0(%I)=1, —1-81(111,9,{):’&1——’&0'2:1,
ee(m, 4) =hy —hy-1 +hy=—1, q.e.d.

Bemerkung. Mit der Methode, die im Beweis von Korollar 2 benutzt wurde, 1a 3t
sich der Beweis von Theorem 2 in [9] vereinfachen. Zunédchst aber nur fiir das
maximale Ideal m ¢ A. Um diese Betrachtungen auch fiir m-primére Ideale heran-
ziehen zu kénnen, bendtigen wir eine entsprechende Theorie der charakteristischen
Hilbertfunktion in homogenen Ringen iiber Ringen mit Vielfachkettensatz; die
liegt aber schon in [11], [12] vor.
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