D
[-A elt

Werk

Titel: Rechtsteilweise geordnete Halbgruppen mit Teilbarkeitsordnungen
Autor: Mitsch, H.

Jahr: 1974

PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?301416052_0003 | log7

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

Beitrige sur Algebra und Geometrie
3(1974), 2335

Rechtsteilweise geordnete Halbgruppen mit Teilbarkeitsordnungen

Heinz Mitsch

In [7] wurde der Begriff der rechtsteilweise geordncten Halbgruppe (kurz: rtwg.)
eingefiihrt; wir verstehen darunter eine Menge H mit einer binidren Operation ,,o*
und folgenden Eigenschaften:

1. H bildet beziiglich ,,o* eine Halbgruppe,

2. H ist beziiglich ,,<* eine teilweise geordnete Menge,

3.agsbmita,be H=>aoc < bocV ce H (Rechtsisotonie).

Ist die Relation ,,<* eine Totalordnung, so heillt H rechtsangeordnet (kurz: rang.).
Bildet H beziiglich ,,o* eine Gruppe, 8o sprechen wir von einer rechtsteilweise geord-
neten Gruppe (siehe auch [9]).

Gilt in einer rtwg. Halbgruppe H noch die Linksisotonie (aus a < b mit a, b ¢ H
folgt coa < cob V ce H), so liegt eine tetlweise geordnete Halbgruppe vor (siche
Fucns [5)).

Unter einer rtwg. Halbgruppe mat Teilbarkeitsordnung wollen wir eine solche rtwg.
Halbgruppe verstehen, in der die Operation ,,0 auBer durch die Rechtsisotonie
noch durch die Eigenschaft mit der Ordnungsrelation ,,<* verbunden ist, dall
a < b die Teilbarkeit von b durch a (d.h. b =coa oder b =a-d fiir ¢,d € H)
oder von a durch b bedeutet. Im Falle einer teilweise geordneten Halbgruppe
sprechen wir unter solchen Voraussetzungen von einer natiirlichen Ordnung (siehe
Fucnus [5])). Mit Hilfe dieses zusitzlichen Zusammenhanges von Operation und
Ordnung haben wir in [7] gezeigt, daB jede Halbgruppe ohne assoziierte Elemente
durch eine Teilbarkeitsordnung rechtsteilweise geordnet werden kann (Satz 2, § 2)
und daB eine rtwg. Halbgruppe mit einer gewissen Teilbarkeitsordnung eine teil-
weise geordnete Halbgruppe ist (Satz 3, § 2).

In § 1 geben wir die verschiedenen Teilbarkeitsordnungen an, die wir in dieser
Arbeit beniitzen werden: rechtsnatiirliche, linksnatiirliche und natiirliche und
solche, wo aus der Vergleichbarkeit zweier Elemente die Teilbarkeit folgt, aber
nicht umgekehrt. Wir untersuchen, wann eine Halbgruppe eine Teilbarkeitsord-
nung zuléBt, und konnen daraus schlieBen, wann eine Halbgruppe rechts(links-)
teilweise geordnet werden kann. Weiters geben wir ein Kriterium an, wann —
neben dem oben erwiihnten Fall — eine rtwg. Halbgruppe eine teilweise geordnete
Halbgruppe ist. In § 2 betrachten wir verschiedene spezielle Elemente wie maxi-
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male, prime und unzerleghare, und zeigen die Aquivalenz dieser Begriffe in ge-
wissen rechtsnatiirlich rtwg. Halbgruppen. § 3 enthilt Bedingungen, waun in
ciner rtwg. Halbgruppe jedes Element in Primfaktoren zerlegt werden kann, und
ein Korollar, wann diese Primelemente paarweise vertauschbar sind, d. h. wann
die rtwg. Halbgruppe kommutativ ist. In § 4 untersuchen wir jene rtwg. Halb-
gruppen, die positiver Kegel ciner rtwg. Gruppe sind, und geben fiir nach oben
gerichtete rtwg. Halbgruppen notwendige und hinreichende Bedingungen fiir diese
Sigenschaft an. In § 5 betrachten wir archimedisch rechtsnatiirlich rang. Halb-
gruppen; wir zeigen, daB solche Halbgruppen unter Voraussetzung eines kleinsten
Elementes kommutativ sind ; weiters beweisen wir fiir solche Halbgruppen einige
Siitze, die von CLIFFORD [2] hergeleitet wurden (im kommutativen Fall). Diese
Aussagen folgen bei Crikrorb aus der ordinalen Irreduzibilitit (siche (7)) der
kommutativen, natiirlich angeordneten Halbgruppe: sein Kriterium fir diese
Eigenschaft konnen wir analog fiir linkspositive rtwg. Halbgruppen beweisen

(§ 6).

§ 1. Delinitionen und grundlegende Eigenschalten

Wir unterscheiden auf Grund des oben genannten Satzes 2 aus § 2 in [7] folgende
Teilbarkeitsordnungen auf einer Halbgruppe:

Definition. Essei I eine Halbgruppe, verschen mit einer teilweisen Ordnung ,, <2 .
Wir nennen H rechtsnatiirlich (r-nat.) geordnet, wenn

1. jedes Element a € H linkspositiv ist, d. h.acxr = x V xe I,

2 ausa < b,a,be H folgt b = coa fiir ein ce H.

H heiBt links-natiirlich (1-nat.) geordnet, wenn

1. jedes Element a € H rechtspositiv ist, d. h. xca = x Vire H,

2. ausa < bmita,be H folgt b = aod fiireind ¢ I.

Ist H sowohl r-nat. als auch l-nat. geordnet, so sprechen wir von ciner natiirlich
geordneten Halbgruppe (siche Fucns [5]).

Durch die dualen Bedingungen definieren wir dual r-nat., dual l-nat. und dual
natiirlich geordnet. Weiters werden wir auch solche rtwg. Halbgruppen betrachten,
wo aus a < b die Existenz eines ¢ ¢ H folgt, so daB b =coa (bzw. a =c 2 b),
und ebenso, wo aus @ < b folgt b = a od (bzw.a = b o d) fiireind € H.

Wir wollen untersuchen, welche Halbgruppen r-nat. bzw. l-nat. geordnet werden
konnen:

Lemma 1. Eine Halbgruppe H mit einer teilweisen Ordnung ,,<* ist genau dann
r-nat. geordnet, wenn a < b& a b b=coa fir esn ce H. H ist damil eine
rtwg. Halbgruppe; ein eventuelles Einselement von H ist dann kleinsles Element
von H.

Beweis. Ist H r-nat. geordnet, so folgt aus b=coa und a b wegen a-r =
=2z Va,ze H, daB b > a; nach Voraussetzung gilt aber auch: a < b=>aFb
und b = ¢ o a. — Umgekehrt ist wegen der angegebenen Bedingung in der Defini-
tion der Punkt 2 trivial erfiillt und jedes Element a € H linkspositiv: Ausy = acz’
folgt fiir y = z gleich y > x, also insgesamt V z € H a oz = z. Nach dem Beweis
zu Satz 2 aus § 2 in [7) ist H mit dieser Ordnungsrelation (der r-nat. Ordnung) eine
rtwg. Halbgruppe. Ein Einselement e in H ist wegen z =zceV z¢ H, d. h.
x = eV z € H, das kleinste Element von H.



Rechtsteilweise geordnete Halbgruppen 25

Auf dhnliche Weise zeigt man: Eine Halbgruppe H mit einer teilweisen Ordnung
»<' ist genau dann l-nat. geordnet, wenn a < b ¢>a b und b = a o d fiir ein
d € H; Il wird dadurch zu einer linksteiliweise geordneten Halbgruppe, d. h., es gilt
die Linksisotonie.

Nach [7] nennen wir zwei Elemente a, b einer Halbgruppe If [l-assoziiert, wenn
abund a==rxeb b= yeca fir r,ye . Mit dem folgenden Lemma beant-
worten wir die Frage, wann durch die Bedingung aus dem Lemma 1 iiberhaupt
eine teilweise (und damit rechtsteilweise) Ordnung auf einer Halbgruppe definiert
ist:

Lemma 2. In einer Halbgruppe H ist durch: a <_b &> a - b und b = c < a fiir ein
ce ll, genau dann cine teitwerse Ordnung gegeben, wenn H keine l-assoziierten Kle-
mente besitzt.

Beweis. Die Bedingung ist nach Satz 2 aus § 2 in [7] hinreichend. Ist umgekehrt
durch a < b a 0,0 = coa auf H cine teilweise Ordnung definiert, so kin-

nen a <~ b und b < a nicht zugleich gelten, also ist @ 4 b,b = xoa,a = yob
(x, y € ) niemals in I moglich, d. h., es gibt in H keine [-assoziierten Elemente.

Korollar. Eine Halbgruppe I kann genauw dann rechtsnatiirlich geordnet werlen,
wenn sie keine l-assoziierten Elemente besitzt.

Analog zu Lemma 2 zeigt man: Eine Halbgruppe If ohne r-assoziierte Elemente
(d. h. Elemente a, b mit a 4 bya= beax, b= acy, x,ye H) kann l-nat. und
damit linksteilweise geordnet werden. Also: EKine Halbgruppe gestattet genau
dann ecine natiirliche Ordnung (siche Fuens [5]), wenn sie keine 1- und keine r-
assoziierten Elemente besitzt.

Nach Satz 3 aus § 2 in |7] ist jede l-natiirlich rtwg. Halbgruppe cine teilweise
geordnete Halbgruppe. Weiters erfiillen noch folgende rtwg. Halbgruppen die
Linksisotonie:

Lemma 3. Eine r-nat. rtwy. Halbgruppe ist eine tedlweise geordnete Halbgruppe,
wenn jedes Element rechtspositin 1st. Besitzt sie cin Einsclement, dann gilt auch die
Umkehrung.

Beweis. Es seien a,be H mit a < b: ist a=0b, 850 xoa=xobVxell; ist
a<b sogilt b=coafircincell. Dazecc=2xVzell,soxocoa>=zoa,
d.h. zeb=zoaVaeH. Ist ¢ Einselement der Halbgruppe H, so gilt
e < ¢V ce H und wegen der Linksisotonie * < 2 ocV x € .

Lemma 4. Einc rtwg. Halbgruppe H mit Linkseinsclement e, das zugleich griftes
Element von H ist, und mit a < b= b = c o a fiir cin c € H besteht nur aus einem
Element, e.

Beweis. Daa<eVYae H,sogilt e = a’oafira’ e H; d. h., jedes Element aus
H besitzt beziiglich der Linkseinheit e ein Linksinverses. Also ist H eine (rtwg.)
Gruppe, die ¢ als Einheit und als griéftes Element hat. Daher ist H = {e}, denn
r<eesarrl=edr=eVazeH.

§ 2. Spezielle Elemente und deren Zusammenhang

Unter einem linksnegativen (bzw. linkspositiven) Element einer rtwg. Halb-
gruppe H verstehen wir ein Element a¢ H mit acza <2V z € H (bzw. aoz =
= z V z ¢ H). Besitzt H ein Einselement e, welches kleinstes (bzw. groBtes) Ele-
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ment in H ist, dann ist jedes Element von H linkspositiv (bzw. linksnegativ).
Existiert ¢ in H nicht, so gilt fiir rang. Halbgruppen mit einer einfachen Teilbar-
keitsordnung:

Lemma 1. Ist H eine rang. Halbgruppe mit a < b=>b =aod fiir ein de H,
dann ist ein Element x € H linksnegativ, wenn es ein t € H mit x o t < t gibt, und ein
Element y € H linkspositiv, wenn es eint € H mit y ot > ¢ qibt.

Beweis. Es sei ce H mit cot < ¢ fiir ein te H; ist xe H und x < ¢, so gilt
t==zxou fir ein ue H, also coxou < xou. Daher gilt ¢cox < x, denn aus
cox >z wiirde coxou =xzou folgen. Ist xe H und z > ¢, so gilt x =tov
fir ein ve H; wegen cot < tist cotov < tov, alsocoz<x. Dihocoxr <z
Vv xe H. — Firde Hmitd ot > tfiir eint € H verliuft der Beweis dual.

Lemma. Eine rtwy. Halbgruppe mit groftem Element i und rechter (bzw. linker)
Kiirzungsregel, in der jedes Element linkspositiv (bzw. rechtspositiv) ist, bestcht nur
aus einem Element, ©.

Beweis. Esseia € H beliebig;danngilta o = iundioi =1,als0aci =10i =1
und daher a =1V ae H.

Korollar. FKine rtwy. Halbgruppe mit groftem Element und rechter Kiirzungsregel
kann nur im trivialen Fall r-nat. geordnet werden.

Im folgenden untersuchen wir den Zusammenhang von unzerlegbaren (c € H,
wenne =acb=>a=coderb = c), primen (pe H, wvenna-b < p=>a < p oder
b < p) und maximalen (m € H, wenn m < x < ¢=> z = ¢) Elementen — siehe [7]
— in rtwg. Halbgruppen mit Einselement ¢, die eine Teilbarkeitsordnung auf-
weisen. Allgemein haben wir in (7] gezeigt, dall in jeder rtwg. Halbgruppe mit e,
das zugleich griBtes Element von H ist (e == 1), jedes maximale Element unzerleg-
bar und jedes negative Primelement auch unzerlegbar ist.

Lemma 3. In ciner rtwg. Halbgruppe mit

l. e =1,

2.alb=>a=cob firemceH,
Jba=a-b>b=c¢

18t jedes unzerlegbares Element ¢ %= ¢ maximal in H.

Beweis. Wire ¢ # ¢ unzerlegbar und nicht maximal in H, so wire ¢ < z <_ e fiir
ein x € H; also wire ¢ = d o x fiir ein d ¢ H. Ist d = ¢, 80 ¢ = c o z und daher
x = ¢;istd F ¢, 80 muB ¢ = z, da c unzerlegbar ist, d. h. in beiden Fillen: Wider-
spruch.

Lemma 4. In einer rtwg. Halbgruppe H mit
l.e=3,
2.a<b=>a=cobfireinc=aaus H,
.a=aocb=>b=c¢e

18t jedes prime Element maximal.

Beweis. Es sei p ein Primelement mit p < z < ¢, x ¢ H; dann existiert ein y ¢ H
mit y = p und p = y o z; fiir y = p erhalten wir z = e. Also bleibt nur y o 2 < p,
¥ £ p, 2 £ p, was aber wegen der Primeigenschaft von p nicht méglich ist; und
die Annahme ist auf einen Widerspruch gefiihrt.
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Die Aussagen von Lemma 3 und 4 gelten auch in rtwg. Halbgruppen H mit den
Eigenschaften

l.e=1,

2.a- _b=>a=0>bodfireinde I,

3. a=bea=sb=c¢

(da wegenb < egilta =bed < d,d. h.d = a).

Lemma 5. In einer rang. Halbgruppe mit e == i st jedes maximale Element auch
prim.

Beweis. Es sei m maximales Element in /i und z o y < m; wire sowohl x £ m
als auch y £ m, so miiBte x > m und y > m gelten, woraus wegen der Maximalitit
von m folgen wiirde: z = y = ¢, im Widerspruchzuz o y < m <[ e.

Wir erhalten also zusammenfassend folgenden zu DuBREIL [4] (iiber teilweise ge-
ordnete Halbgruppen) dhnlichen

Satz. Geniigt eine rang. Halbgruppe H mit ¢ == i den Bedingungen
l.a-_b=>a=cobfircnc=aausH,

2.a=acb=>b=nc¢

dann sind die Begriffe des maximalen, unzerlegbaren und primen Elements in H
dquivalent.

§ 3. Primfaktorzerlegungen

Fucns und STEINFELD [6] haben ein Kriterium dafiir angegeben, daB in einer teil-
weise geordneten Halbgruppe /1 jedes Element eindeutig als Produkt von Prim-
elementen aus H darstellbar ist; cs zeigte sich, dall unter den angegebenen Be-
dingungen H notwendig koinmutativ ist. Auf (irund dieser Uberlegungen wird ein
weiteres Kriterium angeben, wann eine rtwg. Halbgruppe cine teilweise geordnete
Halbgruppe ist.

Wie iiblich nennen wir eine rtwg. Halbgruppe H der Maximalbedingung geniigend,
wenn jede nichtleere Teilmenge von H ein maximales Element besitzt.

Lemma 1. Geniigt eine rtwg. Halbgruppe H mit ¢ = © den Bedingungen
l.La<b=>a=0bodfiireinde H,

2.a=bea=>b=e,

3. der Mazimalbedingung,

dann lift sich jedes Element (4e) aus H als endliches Produkt von maximalen Ele-
menten darstellen.

Beweis. Essei a € H mit a 3 e; ist a nicht maximal in H, so existiert ein maxi-
males Element p, € H mit a < p, (sonst gibe es eine Kette nichtmaximaler Ele-
mente a < x; < x, < -+, die nicht abbricht, im Widerspruch zu Bedingung (3).
Also gibt eseina, € H mita = p, ca;;dap, < ¢,80a < a,. Ist a = a,, 80 folgt aus
a = p, oa, daB p, = ¢, im Widerspruch zur Maximalitit von p;. Durch analoge
SchluBweise fiir a, erhalten wir: @ = p, o a; = p, o p, o a, = -+, wobei die p, maxi-
male Elemente in H sind und gilt: a < a; < a, < ---. Diese Folge der a, besitzt
wegen Bedingung 3 ein maximales Element; nach endlich vielen Schritten finden
wir daher ein maximales Element pa(= a,), s0o daBa = p; o py o -+ o Py,
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Nach Lemma 5 aus § 2 ergibt sich fiir Totalordnungen folgender

Satz 1. Geniigt eine rang. Halbgruppe H mit ¢ = i den Bedingungen 1, 2, 3 ron
Lemma 1, dann lift sich jedes Element (s ¢) tn edn Produkt von endlich cielen Prim-
elementen zerlegen.

Im Falle, wo die Ordnung von I nur eine teilweise ist, zeigen wir die Primfaktor-
zerlegung unter folgender Voraussetzung: Wir sagen, cine rtwg. Halbgrappe H
besitzt Rechtsquotienten, wenn fiir alle a, b € H die Menge M), = {x e H|aox . b}
ein grobBtes Element (= Rechtsquotient) besitzt (siche Furens [5]).

Lemma 2. In einer rtwg. Halbgruppe H mit ¢ == ¢ und Rechtsquotienten ist jedes
maximale Element auch prim in H.

Beweis. Essei p maximales Element unda o b << p,a 4 p, b 4 p: die Menge , M),
aller € 1l mit ¢ oz << p besitzt ein grobtes Element m, d.h. aom < p. Da
o p <o p,HO p < st pos=om, S0 ist wegen b << moauch b <7 p, was nicht moglich
ist; also mubl p < m < e gelten, und daher m = e, Aus a o m = p erhalten wir
a 2= p, also ebenfalls einen Widerspruch, —

Satz 2. Geniigt eine rtwq. Halbgruppe Il mit ¢ == ¢ und Rechtsquotionten den Be-
dingungen von Lemma 1, dann it sich jedes Element (=i ¢) aus H als Produkt endlich
vieler Primelemente aus H darstellen.

Wir bemerken, dal Lemma 1 und 2, Satz | und 2 richtig bleiben, wenn in Il an-
stelle von Bedingung 1 und 2 vorausgesetzt wird:

' a< b=>a- cobfireine Z2 anus I,

2oa= aob . >b- e

In Lemma 3 aus § 1 haben wir gezeigt, daB jede dual r-nat. rtwg. Halbgruppe
mit Einselement e genau dann cine teilweise geordnete Halbgruppe ist, wenn jedes
Element von H rechtsnegativ ist. Geniigt aber eine rtwg. Halbgruppe den Be-
dingungen von Satz 2, so gilt die Linksisotonie in If schon, wenn nur jedes Prim-
element von H rechtsnegativ ist. Diese Bedingung ist dann trivial auch notwendig,
da wit zeigen, daB /{ kommutativ ist:

Lemma 3. Dic rechtsnegativen Primelemente einer rtwg. Halbyruppe H mit ¢ = ¢
und

l.a<l b=>a=cobfireinc=aausH,

Q.a=aob=>b=1r¢

sind paarweise vertauschbar.

Beweis. Esseien p, g zwei rechtsnegative Primelemente mit p 2=q;dapeog < p,
so gilt p o g = ¢ o p fiir ein ¢ € H, wobei pog < ¢, also ¢ o p < ¢q. Nach Lemma 4
aus § 2 sind p und ¢ maximal in H, d. h. sicher p £ ¢: also mull ¢ < ¢; daher gilt
cop<qgop, d.h. pog=<gqgop. Ebenso: gop <gq, also gop =d g fiir ein
de H, wobei gop < p; alsodog< p und d < p (wegen q £ p); daher dog
<peoq,d.h.geop < pogq, und g und p sind vertauschbar.

Nach der obigen Bemerkung ergeben sich daraus folgende Kriterien:

Korollar 1. Geniigt eine rang. Halbgruppe H mit e = i den Bedingungen
l.a<b=>a=cobfireinc=aausH,

2.a=aob=>b=ce,

3. der Maximalbedingung,
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so st H genau dann kommutativ (und damit teilweise geordnete Halbgruppe), wenn
jedes Primclement (d. h. maximale Element) rechtsnegativ ist.

Korollar 2. Geniigt eine rtwy. Halbgruppe I mit ¢ == ¢ und Rechtsquotienten den
Bedingungen

LLa< b=>a- c¢ob fiireine =Zaaus H,

2oa=asb=>b= e,

3. der Maximalbedinguny,

s0 (st H genau dann kommutativ, wenn jedes Primelement in H rechtsnegativ ist.

§ 4. Positive Kegel von rtwg. Gruppen

Ex sei (¢ eine rtwg. Gruppe mit dem Einselement ¢ die Menge P = {x e Gl = ¢}
heilit der positive Kegel von G. P ist eine rtwg. Halbgruppe mit Einsclement e
und Kiirzungsregeln: sie ist rechtsnatiirlich geordnet: Ist a < b, mit a,be P
(wo ,,<* die durch die rtwyg. Gruppe induzierte teilweise Ordnung auf P bedeutet),
80 existiert ein ¢ € P (namlich ¢ == boa!) mit b = c o a; ist umgekehrt b - coa
fiira 4 b, c € P, so folgt wegene = cauch b == coa >ain P.

Umpgekehrt sind gewisse Halbgruppen mit dieser Teilbarkeitsordnung der positive
Kegel von rtwg. Gruppen (fiir natiirlich teilweise geordnete Halbgruppen siehe
NAkADA [R]):

Satz 1. Eine rtwg. Halbgruppe H 18t der positive Kegel einer rtwg. Gruppe, wenn H
folgende Kigenschaften hat:

1. H besitzt ein Einselement ¢

2. in II gelten bevde Kiirzungsregeln ;

3. H 1st rechtsnatiirlich geordnet;

4. H st rechts-reguliir,d. h.,zua,be Hgibtesc,de Hmitaoc = b o d.

Beweis. Wegen der Eigenschaften 2 und 4 ist die Halbgruppe I{ in eine Gruppe (7
(die Quotientengruppe von H) einbettbar, deren Elemente z dic Form haben:
x = aob? fir a,be H. G ist rtwg. Gruppe, wenn man definiert: z <; y genau
dann, wenn ein ¢ € H existiert mit y = ¢ o z. Denn ,,<,* ist auf ¢ eine teilweise
Ordnung: 2 <, x (daec H);ausz <, yund y <z folgt y =cox, 2 =d oy mit
de H=z=docox=>z <, z;ausz < yundy <,z folgty = cox,z =doy
mit ¢,d € H= y = c od o y=> nach Eigenschaft 2: cod =¢, woc,d = e=>cod
2dZedd=c=er=y G ist mit ,,<,“ rtwg,, da z <, y=>y=cox
firce H=> yoz=co(xoz)=>x02<,y02VY 2€ H. Es bleibt zu zeigen, daB
die Einschriankung der Ordnung ,,<,“ von G auf / gleich der Ordnung ,,<‘* auf H
ist: Ist @ <, bin G mita, be H, 80 b = c o afiir ein ¢ € H, also nach Kigenschaft 3
b=ain H; ist umgekehrt @ < b in H mit a, b e H, so ist nach Eigenschaft 3
b=doafireinde H,alsob =, ain@. Sonst siche L>mma 2 unten, —

Wie oben gezeigt wurde, sind die Bedingungen 1, 2, 3 auch notwendig, 4 im all-
gemeinen aber nicht. Ist jedoch die rtwg. Halbgruppe eine nach oben gerichtete
Menge (beziiglich ihrer Ordnungsrelation ,,<*), s0 ist diese Eigenschaft dquivalent
zur Linksregularitit der Halbgruppe (d.h., zu a,be H gibt es z,y ¢ H mit
zoa=1yob):
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Lemma 1. FKine r-nat. rtwg. Halbgruppe H ist genaw dann linksrcqulir, wenn H
beziiglich threr Ordnung eine nach oben gerichtete Menge ist.

Beweis. Ist I linksregulir, so gibt es zu beliebigen a, b € 11 Elemente ¢, d e H,
sodaB coa = dob = m, also m 22 a und m = b: ist H nach oben gerichtet, so
gibt es zua, be H stets einc e Il mit e = aund ¢ = b, d. h., es existieren x, y ¢ H
mitec = roa - yob,

Da in Satz 1 die Bedingung der Rechtsregularitiat durch die Linksregularitiit er-
sctzt werden kann, ergibt sich folgender

Satz 2. Eine nach oben gerichtete rtwy. Halbyruppe H st genaw dann der positive
Kegel ciner rtwy. Gruppe, wenn

1. H ein Einselement e besitzt,

2. in H beide Kiirzungsregeln gelten,

3. H rechtsnatiirlich geordnet ist.

Dieser Satz gilt also sicher fiir rtwg. Halbgruppen, deren Ordnung eine Total-
ordnung oder eine Verbandsordnung ist und die die Eigenschaften 1, 2, 3 auf-
weisen.

Nach Satz 1 ist eine rtwg. Halbgruppe H unter den Bedingungen 1 bis 4 der positive
Kegel ihrer Quotientengruppe (¢ = {a o b~'a, b e H}. Ist H der positive Kegel P
ihrer Quotientengruppe ¢, dann ist H notwendig auch rechtsregulér: sind a, b ¢ If
belichig, 8o gilt @' o b€ ¢, d. h., es existicren Elemente x, y€ H mit a ' o b ==
=xoytialioaor=bhoy.

Korollar. Eine rtwg. Halbgruppe H ist genaw dann der positive Kegel threr Quo-
tientengruppe G = {aob-Ya, be H}, wenn H den Bedingungen 1 bis 4 aus Satz 1
geniigt.

Dies sind Aussagen, die von CoNRAD [3] fiir angeordnete Halbgruppen bewiesen
wurden; Satz 2.2 aus [3] enthilt genauer noch

Lemma 2. Eine rtwg. Halbgruppe H mit Einselement ¢ ist genau dann im positiven
Kegel P threr Quotientengruppe G (falls diese existicrt) enthalten, wenn jedes Element
von H linkspositiv ist. H enthiilt P, wenn H rechtsnatiirlich geordnet 1st.

Beweis. Ist H S P,soa=e V ae H, und daheraoxr =z V € H; ist umgekehrt
acx =z Va,xeH, sogilt wegen e€ H auch ace = ¢, und wir haben H S P.
Ist nun H r-nat. geordnet, so gilt fir alleae P:a = e,a =zoy ! mit x,ye H
und z = y; daher gibt es eince€ H,s0 daBz =coy gilt. also ist a =z oy ! =
=coyoyl=ceH dh PS H.

Eine rtwg. Halbgruppe H, die positiver Kegel ihrer Quotientengruppe G ist und
ecine etwas stirkere Teilbarkeitsordnung trigt, erfiillt bereits die Linksisotonie:

Lemma 3. Eine rtwg. Halbgruppe H ist eine tetlweise geordnete Halbgruppe, wenn
H ein kleinstes Einselement besit=t, beiden Kiirzungsregeln geniigt und wenn a < b
=>b=—coa=acodfirc,de Hin H gilt.

Beweis. Nach den Voraussetzungen erfiillt H die Bedingungen 1, 2, 3 aus Satz 1;
ebenso Bedingung 4: sind a, b € H beliebig, so gilt wegen a = ¢ auch a-b = b,
d.h.aob =bodfireind e H und H ist rechtsregulir. Daher ist H (nach Satz 1)
der positive Kegel ihrer Quotientengruppe G = {a o b-!|a, b€ H}, die beziiglich
der Ordnungsrelation ,,<“: x < y & y = c o z fir ein c ¢ H, eine rtwg. Gruppe
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bildet. Wir zeigen, daB z ca = r firallea, re H:istae H,soa=Zein H = P,
und dahera e r!' Z - in G fiir alle x"' € G, woxre H alsogilt a o r™! = 27t o d
fir ein d € H, und wir erhalten roacr ' = roxlod=d=¢, d. h. xroa =z
vV x,a€e H. Nach Lemma 3 aus § 1 ist daher X eine teilweise geordnete Halb-
gruppe, denn wegen a Z e v a € H gilt @ o x = r Vr ¢ H und H ist rechtsnatirlich
geordnet,

Korollar 1. Eine rtwy. Halbgruppe H. dic positiver Kegel threr Quotientengruppe G
st ist genaw dann teilweise geordnete Halbgruppe, wenn in 1 gilt: a < b=p b = aod
fiir cind e H.

Beweis. Die Bedingung ist nach Lemma 3 hinreichend; sie ist notwendig, da
in ciner teilweise geordneten Halbgruppe 1 aus a < b folgt, daB ¢ =% a“! o b, also
b=uaodfird = a'obell.

Korollar 2. Eine rtwg. Gruppe tat genau dann cine tetheeise geordnete Gruppe, wenn
aus a< b folgt b = a od fiir ein d = e.

Beweis. Wir zeigen zuerst, daB fir jedes Element w = xocox ' mite 2 e, x e/
gilt « = ¢: Da sich jedes Element re ¢ in der Form x = ao (x"'oa)™' d. h.
r=aoy!mtaz=eund ye G schreiben liBt, so haben wir mit ye (7, a,c 2 ¢
aus G: u = aoyte(cey)oat: wegene Zeist coy 2y, also coy = yod fir
eind =z ¢,unddaheru = aodca ' mita,d = ¢; analog zum Beweis von Lemma 3
folgt, dalb u = e. Ist nunx < ymit x, y € G, so ist damit dquivalent: yoxr '=c = ¢;
wir haben dann fir alle z€ G: (zoy)o(zoa) ! = zoyoxlozlz zocoz ! 2e,
dac=c;al80z0zz0y VY zel.

Die Notwendigkeit der Bedingung folgt aus der Linksisotonic: a < b:>
e atleb=dundb=aecdmitd =Ze.

§ 5. Archimedisch rang. Halbgruppen

Analog Fuens [6], S. 225, geben wir folgende

Definition. Eine rang. Halbgruppe H heilit archimedisch, wenn fiir linkspositive
Elemente a, be H mit a" < bV n > 0 folgt, daBl a Kinselement von H ist, und
wenn fiir linksnegative Elemente ¢, d € H aus ¢™ > d V m > 0 folgt, dall ¢ Eins-
element von H ist.

Unter der Voraussetzung einer Teilbarkeitsordnung in der rang. Halbgruppe cr-
halten wir folgende Charakterisierung (die fiir angeordnete Halhgruppen von
CLIFFORD [2] gegeben wurde):

Satz 1. Eine archimedisch r-nat. rang. Halbgruppe mit kleinstem Element (> e, falls .
existiert) ist kommulativ, d. h. angeordnete Halbgruppe.

Beweis. Fiir das kleinste Element a % e gilt a < a?; denn wegen der r-nat.
Ordnung ist a < a?; wiire a = a?, so unterscheiden wir zwei Fille: 1. Es gibt kein
be H mit b >> a, also H = {a(>¢)}, was sicher kommutativ ist; 2. es existiert
be H mit a < b, also wire a" < b V n > 0 und daher a = e (da H archimedisch
und r-nat. geordnet, d. h. a linkspositiv). Also: a < a* < a® < . Sei be H be-
liebig mit b +=¢, b 5= a, also b > a; dann existiert ein k > 0,80 daB a* < b < ak+!.
Denn wire 1. b<a*Vk >0,80b<a;2.a*<bVk>0,8a=ce;3a b
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< a'tHir ein ¢ > 0,80 wire b = coa' fir ein c€ H, wobei ¢ 2 a,d. h.a' "' <
< coa'=b < da'r!, was nicht moglich ist. Daher ist jedes Element von H eine

Potenz von a, und H ist eine zyklische, d. h. kommutative Halbgruppe.

Es sei I eine r-nat. rang. Hall)gruppe und a ¢in Element aus /. Dann gilt ent-
vder a™ < a™*! fiir alle n > 0, oder es gibt ein & > 0, 8o dalb a <~ a? < - <
< a* = a*' V= . Im letaten Fall nennen wir (analog zu CLIFFORD [’]) k den

Index von a.

Satz 2. Besitzt e¢ine archimedisch rang. Halbgruppe H ein marimales Element (
und ein minimales Element e, welches Einselement von H ist, dann hat jedes Element
a =t eeinen Index n, und es gilt a" = 1.

Beweis. Da jedes Element a € H linkspositiv und H nr( himedisch ist, so gibt es
cin & 72 0, so daB a* = 1 (sonst wiire @ = ¢); also mub a* = ¢, und das kleinste k
ist der lndc‘( von a.

Fiir natiirlich angeordnete Halbgruppen zeigte CLirrorp [2]:

Satz 3. Ks sei H evne archimedisch r-nat. rang. Halbgruppe, in der die rechte Kiir-
zungsregel wicht gilt; dann besitzt H ¢in maximales Element i, und jedes Element a
(-t ¢) aus I, hat exnen Index n, mit " = 1.

Beweis. Nach Voraussetzung existieren a, b, c € H derart, daB boa = coa und
b < ¢; dann gibt esein x € H mit ¢ = x o b (und x == ¢, falls existiert); also haben

wir b ca=xoboa. Firy= boagiltdaher: y =+ e (sonst x = ¢) und y = 2" °y
vV n > 0. Da Il archimedisch und jedes Element linkspositiv ist, gibt es ein
k>0mita* = y(daxr F=¢), alsox* o y = y?, d. h. y > y®. Andererseits ist auch y
linkspositiv, d. h. ¥ = y, also ¥ = yund y" = y ¥V n > 0. Zu y und a (= ¢) gibt
eseinm > 0mit y™ = a, d. h. y = a: daher ist y griites Element von H. Analog
gibt cs zu y (+¢) und a ¢ aus H stets ein n >0, so daB a" = y; daher gilt

a” = y, und das kleinste n > 0 mit dieser Eigenschaft ist der Index von a.

Im folgenden sei I eine rang. Halbgruppe, die den Bedingungen von Satz 3 ge-
niigt. Analog zu CLIFFORD [2] beweisen wir

Lemma l. Sinda,be Hmitaob=2>5,8 b =1;cbenso: achb =a=>a=1.

Beweis. Esseiaob = b:dann gilt fiir alle £ > 0: a* « b = b, also fiir n = Index
vona folgt tob=>; analog gilt fiir den Index m vonb, daBiob =bd"ob = bm-!
=b"=y;alsob =1,

Lemma 2, Sinda,b,ce Hmitbea=coca 31, so folgt b = c.

Beweis. Wire 0. B.d. A. b < ¢, so widre ¢ = xrob fiir ein x ¢ H; also wire
boa=coa=uxoboa. Fir boa=y gilt also xoy =y und y &=7; nach
- Lemma 1 ist aber wegen x o y = y auch y = i: Widerspruch.

Ist M’ eine archimedisch rang. Halbgruppe mit: a << b= b =a od fiireind ¢ H’,
in der die linke Kiirzungsregel nicht gilt, dann besitzt (analog zu Satz 3) H’ ein
maximales Element i, und jedes Element a == ¢ von H’ hat einen Index n, so daB
a" = 1. Daher gilt analog zu Lemma 2: Sind a,b,c€ H' mit acb =aocc 71,
so folgt b = c.

Lemma 3. Die Gleichung a = z o b mit a 3 1 ist in H genau dann eindeutig lésbar,
wenn a > b gult.
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Beweis. Existiert ein ¢ € H mit a = ¢ o b als Losung, so gilt a = b. Nach Lemma 1
ista=sb. - Ist a >b, 8o gilt a=cob fiir ein c € H; wire auch firde H:a=d - b,
BO wire cob = d o b = a = 7 und nach L.emma 2: ¢ = d.

Fir die Gleichung a = b ¢ y ist dies im allgemeinen nicht richtig.

Lemma 4. Besitzt H kein minimales Element und sind a, b€ H mit a < b, dann

gibt ¢ entweder ein ¢ € H mit a < ¢ < b, oder es gibt einen unteren Nachbarn u von
imita=uundb=:1.

Beweis. Sinda,be Hmita < b,soistb = coafireince H; dain H stets eind
existiert mit d <_ ¢, so gilt: a S doa < coa=>b. Wir haben jedoch a < d ¢ a,
sonst wire wegen Lemma 1: a = ¢, im Widerspruch zu a <_b < i; also gibt es im
Fal < doa < coa=1>beinxe H mit a< x<_b. Ist abherdoa =coa =0,
so wiire fir b+ ¢ nach Lemma 2: d = ¢: daher muB b = i gelten, und a ist unterer
Nachbar von 1.

SchlieBBen wir den Fall aus, da8 / auch die Linksisotonie erfiillt, d. h. eine archime-
disch angeordnete Halbgruppe ist (von CLIFFORD [2] betrachtet), so kann H nach
Satz 1 im obigen Lemma 4 kein minimales Element besitzen (sonst wiire sie kom-
mutativ). Wir erhalten also fiir ,,echte* rang. Halbgruppen zusammenfassend
folgenden (fiir angeordnete Halbgruppen von CLirrorD [2] bewiescnen)

Satz 4. Kssel H eine rang. Halbgruppe, die archimedisch ist unda < b=>b =coa
fiir ecin c € H (bzw. b = a od fiir ein d € H) erfiilll. Geniigt i nicht der rechten (bzw.
linken) Kiirzungsregel, dann gilt:

1. I besitzt ein maximales Element 1,

s

-

. jedes a € H hat etnen endlichen Index n mit a" = 1,

causaoc = boc Hi(bzw.coa=cob F 1) folgta = b,

. H ist in sich iiberall dicht aufer bei t, d. h., zu z, y € H mit x < y gibt es entweder
cinz€ Hmitx < z <y, oder es 1st y = 1 und x unterer Nachbar zu 1.

Es sei nun J{ eine r-nat. rang. archimedische Halbgruppe. Fiir jedes a € I, welches
einen Index » besitzt, ist a” cin idempotentes Element. Allgemein kinnen wir iiber
ein idempotentes Element sagen:

W

Lemma 5. Ist H ¢ine archimedisch r-nat. rang. Halbgruppe, dann ist ein idem-
potentes Element aus H cntweder das kleinste (und dann Einselement von H) oder
das grofite Element von H.

Beweis. Esseiae I idempotentes Element; es gibt zwei Moglichkeiten: 1. a ist
kleinstes Element von H ; dann ist entweder H = {a}, und a ist trivial Einselement
von H, oder es existiert ein b€ H mit b > a, also a®" < bV n > 0 und a ist Eins-
element von H. 2. a ist nicht kleinstes Klement in H; also gilt a = ¢ (das Eins-
element); existiert kein b € H mit a < b, so ist a groBtes Element von H ; der andere
Fall ist nicht moglich, da wegen der archimedischen Eigenschaft a = e gelten
wiirde.

Fordern wir also in H, daB jedes Element a(= ¢) einen endlichen Index n besitzt,
8o ist a” idempotentes Element, welches nach Lemma b6 das gro8te Element ¢ aus
H ist: Wire namlich a™ das kleinste Element von H, so wiire a” = e, woraus wegen
e=a"2>a=e=a" folgen wirde a = e (r-nat. Ordnung). Also gilt fir z ¢ H
mit Index k > 0, daB z* = 1 ist, und wir erhalten folgendes

3 Beitrige zur Algebra 3
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Korollar. Ist H ein archimedisch r-nat. rang. Halbgruppe, in der jedes Element
(F e, falls existiert) einen endlichen Index hat, so besitzt H ein groftes Element 1,
und fiir a € H mit Index n qlt a™ = v .

Wir konnen daher Satz 4 auch folgendermaben formulieren: Ist H eine archimedisch
rang. Halbgruppe mita < b=> b =coa,ce H (bzaw. b = a o d, d €H), in der jedes
Element einen endlichen Index hat, so gilt:

1. H besitzt ein grobtes Element @ und ¢ = 7 (0 = Index a),

2. ausacc=>boc #1(bzw.coca=-cob 1) folgta = b,

3. H ist in sich iiberall dicht auBler bei 7.

§ 6. Ordinale Irreduzibilitiit

Die im vorigen Paragraphen bewiesenen Ergebnisse sind Resultate, die CLIFFORD
[2] fiir ordinal irreduzible, natiirlich angeordnete, kommutative Halbgruppen ge-
zeigt hat. Fiir die ordinale Irreduzibilitit gibt er mit Hilfe absorbierender Prim-
ideale ein Kriteriumm an (Lemma 1.2., [2]). Dieser Satz ist ohne Einschrinkung
auch fiir linkspositive rtwg. Halbgruppen richtig:

GemiB [7]) nennen wir eine rtwg. Halbgruppe H ordinal reduzibel, wenn sie als
ordinale Summe zweier (oder mehrerer) ihrer Unterhalbgruppen dargestellt werden
kann. Dabei heiBt I ordinale Summe der rtwyg. Halbgruppen H, (k€ K), wenn
H = \JH, (ke K) und

l.aocb="boa=>0bunda < bfuralleae Hy,be H, mit k < I,

2. Ordnungsrelation und Halbgruppenoperation in H, (V k € K) bleiben ungeiin-
dert,

3. die H, (k € K) sind paarweise disjunkt.

Es ist leicht ersichtlich, daB die ordinale Summe H der Hy (k € K) genau dann
r-nat. bzw. l-nat., rtwg. bzw. rang. ist, wenn dasselbe fiir jedes der H, gilt.

Wir verstehen analog CLIFFORD [2] unter einem absorbicrenden Primideal A einer
rtwg. Halbgruppe H ein Halbgruppenideal in H, fiir welches gilt: Y ae 4 und
Vaze H\Adistaoxr = xoa = a; wir nennen A echt, wenn A 0, 4 + H.

Satz. Eine l-pos. rtwg. Halbgruppe H st genau dann ordinal reduzibel, wenn sie
ein echtes absorbierendes Primideal besitzt.

Beweis. Ist P ein echtes absorbierendes Primideal von H, so bilden die Mengen
H\P und P Unterhalbgruppen von H, deren Durchschnitt leer ist und fiir die
H = (H\P) u P gilt. H ist (fir diese Reihenfolge) ordinale Summe von H\ P und
P:Istae H\Pund b ¢ P, 80 haben wiraob =boa =bunda < b,daa 3 b und
b = boa = a (jedes Element ist linkspositiv).

Es sei nun umgekehrt H = | H, (k € K) ordinale Summe ihrer Unterhalbgruppen
H, (k€ K), d. h, |K| = 2; wir wihlen aus der total geordneten Menge K eine echte
Teilmenge M =080, dal mit 1€ M und k >+ auch ke M. Wir zeigen, daB
P = |J H; (1€ M) ein echtes absorbierendes Primideal in H ist:

1. Seiae P,ze H,d. h.ace Hmitie M,ze Hymit ke K;ist k <1,80acz =
=zca=a€P;istk=18acz,zoacH, S P;ist k >1,80acz=zx0a =
=z¢e¢ H, S P,daausie M folgt ke M.
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2 Seiena,be P,d.h.ae H,be Hymitk,lg M;ist k >loderk <l,80a¢b ==
=boa=aoder b:ist k=1,s0ach, boacH,; alsoinallendrei Fillen aob, boa
in H, oder H,, d. h. sicher nicht in P.

3.8¢iae Pyre Pd. h.ae Homit ve M, be Hy mit ke M; also gilt k< ¢ und
daheracr= rea= a.

Wegen M = 0, M = Kist = H, (i € M) echtes 1deal, d. h. P==0, P41, -
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