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Normalformen fiir Flichen 3. 0rdnung

Orr-HEINrICH KELLER

SyLVESTER entdeckte 1851, daB sich die allgemeine kubische Quaterniirforn iiber
dem algebraisch abgeschlossenen Grundkérper k als Summe von fiinf Kuben dar-
stellen laBt:

3 5 3 3
F:o= 3 anxxzx, = 3 c,,( X Uit ) (0.1)
ik =0 pe-1 m- 0

Ist dabei w(¢hl) eine Permutation von tkl, 80 sei anin) = @iy Die Linearformen
3

Up=: 3 Upm m stellen fiinf Ebenen dar. Ihre Konfiguration heillt das Sylvester-

m=0
sche Pentaeder.
Die uyu(m = 0, ..., 3) sind fiir jedes p nur bis auf cinen gemeinsamen Faktor 4, be-
stimmt. Wir nennen 4, einen Multiplikator. Wir setzen A,u, = y, und wihlen 4, so,
dabl ¢, = 1 wird (p = 1, ..., 5); dann wird

D ainx X, = 3 yﬁ . (A)
3 :
Die Ebenen y,= 3’ ypm &m sind linear abhiingig; es wird
m=0

Z b,y, =0 (bpé k(a,»,.,)) .l) (Rf)

(A) und (R) stellen zusammen eine Normalform fiir die Fliachen 3. Ordnung dar.
CLEBscH [1] gab zuerst einen Beweis. Er ging dabei von der Polarentheorie aus
und fragte nach Punkten, deren quadratische Polare hinsichtlich der Kubik zer-
0 F o

5o 3::.) héchstens
den Rang 2. Im allgemeinen gibt es zehn solcher Knotenpunkte; sie liegen so, daB
sie als Eckpunkte eines Pentaeders aufgefat werden konnen; die Ebencn des
Pentaeders fiihren auf die Darstellung (A). Sie ist im allgemeinen eineindeutig.

fallt (Knotenpunkte). Fiir sie hat die Hessesche Matrix § = (

1) CLEBscH normierte anders als ich hier, namlich so, da ¥ Yyp =0 wird ; dann treten
in (A) noch Koeffizienten auf. Die beiden Normierungen fithren auf ve
Arten von Spezialfillen. Da ich gerade sie ins Auge fassen will, muBj«g
normieren.
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CLEBSCH richtete sein Augenmerk allein auf die allgemeine Fliache und untersuchte
nicht, fiir welche speziellen Flichen seine Uberlegungen gelten und fiir welche sie
versagen. Daher kennt man bis heute noch kein Kriterium dafiir, und man kennt
keine einzige spezielle Kubik (die nicht riickwirts gerechnet wire), die sich in der
Form (A) darstellen liit. Crepscn wubBte sicherlich, daBl sich gewisse singulire
Flichen, z. B. Regelflichen, nicht in der Form (A) darstellen lassen. Er formulierte
deshalb seinen Satz so, als ob jede nicht-singulire Fliache die Darstellung (A) ge-
stattete. So ist der Satz aber falsch. B. SEGRE [5)] hat ihn korrigiert und die Aus-
nahmen angegeben, sich aber immer noch streng auf nicht-singulire Flachen be-
schrinkt.

Nun scheint mir, daB die Einteilung der Flachen in singulire und nicht-singulire
der Fragestellung nicht gemil ist. Ks gibt Flichen mit vier Doppelpunkten, die
(A) gestatten, und nicht-singulire Flichen, die das nicht tun. Wir wollen daher
von dieser Unterscheidung nicht ausgehen.

Es ist hier also seit hundert Jahren eine echte Liicke offen, und es erscheint mir
ganz und gar nicht iiberfliissig, nach einem solchen Sortiment von Normalformen
zu suchen, daB sich jede Kubik durch eine und im allgemeinen nur eine dieser Nor-
malformen darstellen liBt. Wie sich die singuliren Flichen dabei einordnen, wird
sich ergeben.

§ 1. Eine rationale Abbildung und ihre Fundamentalelemente

Es sei A der projektive 19-Raum der Koeffizienten a;i; und Y) der projektive 19-
Raum der Koeffizienten y,,. Durch (A) ist eine rationale Abbildung ¢ von ¥) in %
gegeben. Nach den Untersuchungen von CLEBScH ist die Bildmannigfaltigkeit von
o der ganze Raum . Fiir allgemeine Punkte von U ist ¢ algebraisch umkehrbar,
und zwar 5 !-deutig, weil die Reihenfolge der y, noch beliebig gewihlt werden kann.
Wir setzen zur Abkiirzung (yy, ..., y5) = ¥.

Die Darstellung (A) versagt, wenn bei einer Spezialisierung der y,m alle @iy = 0
werden. Man nennt diese Werte von y die Fundamentalelemente y° der Abbildung o.
Wir kénnen dann den Bildpunkt von y° nicht durch einfaches Einsetzen bekommen,
sondern miissen zuerst y zu einem allgemeinen Punkt einer 1-Varietit ¥ speziali-
sieren, auf der y° liegt. Dieser allgemeine Punkt hingt noch von einem Parameter ¢
ab, und wir diirfen annehmen, da8 der Wert ¢ = 0 dem Fundamentalpunkt y° ent-

5

spricht. Wir kénnen aus 3 y; eine gewisse Potenz von ¢ herausheben; dann liefert
p-1

die Spezialisierung ¢ — 0 einen Punkt von 9. Durch verschiedene Wahl von I

konnen wir verschiedene Punkte von 9 ansteuern. Es sind immer unendlich viele.
Hilfssatz 1. In jedem Fundamentalelement ist der Rang der Ebenen yp hochstens 2.

Angenommen, es gebe drei unabhingige unter den Ebenen y;. Wir legen das
Koordinatensystem so, daB yp = x,_, (p = 1, 2, 3) wird. Soll nun

5
Zl(y:;)’ =0 (L.1)
=
sein, so mufB
Vivg + ¥y =0 (3,7=0,1,2) (1.2)

werden. Fiir kein ¢ kann y,; = ys5; = O sein, weil sich sonst z} in (1.1) nicht weg-
heben kénnte. Aus y, = 0 und (1.2) folgt y;; = ys, = 0 und daraus wieder
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Ya = Yig = 0, was nicht moglich ist. Sind alle y,; und ys von 0 verschieden, so
folgt aus (1.2):
|Yai Y __
{ys.‘ Ysj
also Ay, = py; mit 4> 4+ u® = 1. Dann konnte sich aber z} + 2} + ] in (1.1) nicht
wegheben.

Hilfssatz 2. Sind unter den y, mehrere einander proportional, so miissen sich diese
in (1.1) unteretnander wegheben. Die Summe der iibrigen muf ebenfalls fiir sich 0
ergeben.

Wir legen das Koordinatensystem so, daB die proportionalen Ebenen durch oz,
(p =1,2,..) und eine weitere Schar proportionaler Ebenen (falls es eine solche
gibt) durch gz, (p = 3,4, ...) dargestellt werden. Gibt es keine weitere solche
Schar, aber wenigstens eine weitere von 0 verschiedene Linearform unter den yp,
80 sei diese als Koordinate x, gewihlt. Die anderen Ebenen sind nach Hilfssatz 1
Linearformen y 4z, + y,12,. Es kann hochstens zwei Ebenen geben, fiir die y,, und
¥po von O verschieden sind, und diese kénnten nach Konstruktion nicht propor-
tional sein. Dann konnten sich aber ihre dritten Potenzen nicht wegheben. Also
sind alle Ebenen y, entweder zu z, oder zu z, proportional oder 0. Daraus folgt die
Behauptung.

§ 2. Regelflichen

Wir betrachten zundchst den Fall, dal in einem Fundamentalelement y° alle fiinf
Ebenen paarweise voneinander und von 0 verschieden sind. Nach Hilfssatz 1
bilden sie ein Biischel M. Wir legen das Koordinatensystem so, daB z, und z, das
Biischel M erzeugen. Es ist also

Yp=0apZo+ Ppxr; (p=1,..,5). (2.1)
a) Zunichst gilt
Satz 2.1. Zu je fiinf paarweise verschiedenen Kbenen wu,=x,x,+ fyr, eines
Biischels lassen sich solche Multiplikatoren A, finden, daf

2 (Apup)® =0 (2.2)
?

wird. Die A, sind bis auf dritte Einheitswurzeln eindeutig bestimmd.

Wir schreiben von (2.2) die Koeffizienten der Potenzprodukte zix{ heraus:
SAni= 3 AP, = 3 Mafi= 3 A3 =0. (2.3)

Dies sind vier lineare Gleichungen fiir die fiinf Unbekannten 4;. Die Determinanten
ihrer Matrix sind van der Mondesche Determinanten und als solche von 0 ver-
schieden.

b) Es bestehe nun das Fundamentalelement y° aus fiinf paarweise verschiedenen
Ebenen eines Biischels. Wir suchen eine 1-Mannigfaltigkeit von Pentaedern, deren
allgemeines Element nicht fundamental ist, die aber y° enthilt. Es sei also

Yp = Yp + typz (2 eine Linearform in z; z ¢ M). (2.4)
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Wir diirfen annehmen, daB y von a und £ aus (2.1) unabhiingig ist; denn wiire
Yo = A, + pfp (p =1, ..., 5), so konnten wir »° durch

Y = alxg + Az) + Blay + ptz)
ersetzen, und ¥ wiire auch ein Fundamentalelement, was nicht sein sollte. Es
wird jetzt nach (2.4)

> y; = 3 (y;:)' -+ 3¢ 3 (y;’,)2 2y -+ o(t?) . (2.5)
Da 3 (y,)? = 0 ist, konnen wir ¢ aus (2.5) herausheben und erhalten fiir ¢ - 0 eine
Darstellung unserer Kubik

F=353(y)zy,. (2.6)
Wir wollen uns iiberzeugen, dafl die rechte Seite von (2.6) nicht identisch verschwin-
det. Das wiirde niamlich bedeuten

Sogye= X aByyp= 2Py, =0. (2.7)

Wir betrachten (2.7) als Gleichungssystem fiir y,. Es hat den Rang 3, denn die
Determinanten seiner Matrix sind van der Mondesche Determinanten und kinnten
nur verschwinden, wenn zwei Paare o, 8, einander proportional wiiren.

Der Rang des Losungssystems von (2.7) ist also 2. Nun kennen wir zwei unabhén-
gige Losungen von (2.7), nimlichx und g. Jede Lésung y von (2.7) miiBte also von
o und # abhingig sein, und das hatten wir ausgeschlossen. Wir haben also in (2.6)
eine echte Darstellung von F. Der Triger des Biischels M ist Doppelgerade von
(2.6), weil er es fiir jeden Summanden ist. Wir haben also

Satz 2.2, Sind die Ebenen y° eines Fundamentalelementes paarweise voncinander
und von 0 verschieden, so hat die Fliche F evne Doppelgerade und ist eine Regelfliiche.

¢) So, wie wir in (2.4) eine Linearform z ins Spiel gebracht haben, konnen wir es
auch mit mehreren tun. Wir setzen also

Yp=Yp + t 3 ypizi (2.8)
und erhalten in Analogie zu (2.6)
3
F =323 ()2 ypii- (2.9)
p e i

Satz 2.3. Der Ansatz (2.9) fiihrt auf jede Regelfliiche, fiir die x, = z, = 0 die Doppel-
gerade vst.

Die allgemeinste Regelfliche dieser Art ist

Z32y + 2gxy2g + 22 = 0. (2.10)
Wir bestimmen nun in (2.8) die y,; so, daB

Sogym =1, 2 ooy =0, 2 Bym =0, (2.11)

Zopype=0, 2oy =1, ZBrre=0, (2.12)

Zogyps =0, Zahyyp=0, 2 Bryes =1 (2.13)

wird. Von jedem dieser drei Gleichungssysteme hat die linke Seite den Rang 3.
Daher sind sie l6sbar und liefern (2.10).
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Fiir die Regelflichen sind Normalformen seit langem bekannt.
" = xlr, + alxy . (B)
= ay o+ xgry Ty + XXy . ©)

Sie erscheinen hier abgeleitet aus der Pentaederform (A) als Fundamentalelemente
der Abbildung o.

d) Wir wollen nun noch die Dimensionen abzihlen. Die Mannigfaltigkeit der
Ebenenquintupel vom Rand 2 hat die Dimension 9. Die Mannigfaltigkeit der
kubischen Regelflichen (2.10) mit der festen Doppelgeraden g hat die Dimension 9.
Die Mannigfaltigkeit derjenigen Paare einer Regelfliche und eines Ebenenquin-
tupels, die durch die Abbildung ¢ verkniipft sind und in der beschriebenen Weise
fundamental sind, hat die Dimension 18 = 19 — 1, in Uhereinstimmung mit
einem Satz von VAN DER WAERDEN [7].

§ 3. Mehrere Pentaederebenen fallen zusammen

Es sei etwa y, = a u (p = 1, ..., k) mit einer festen Linearform u, und die Ebenen
yp = 0 seien fiir p > k von der Ebene u = 0 verschieden (k = 2, 3, 4, 5). Wir be-
trachten wieder eine 1-Mannigfaltigkeit mit dem Parameter ¢, die y° fiir ¢ = 0
enthilt. Es sei

vp=2p(u+ 2 lﬂ,.a:«) to) (k. 3.1y

Wir diirfen 0. B. d. A. annehmen, da8 die y, alle verschieden sind, da wir sie sonst
in (A) zusammenfassen konnten. Durch geeignete Wahl der Basis der z kénnen
wir erreichen, daB die §,, alle verschieden sind. Wir lassen in #, den weiteren Index 1
weg. k

Soll ° ein Fundamentalelement sein, so mul 3 «3 nach Hilfssatz 2 verschwinden.

p=1
Aus 3 y; muB sich dann eine Potenz von ¢ herausheben lassen, etwa (™.

a) Wir betrachten zunichst den Fall, dal m = k — 1 ist; dann muf}

2a;=0,
z a;ﬂp =0, (32)
ot =0

sein. (Da k < 5, ist k — 2 < 3.) Dann sind ﬂ,f (i=0,1, .., k — 2) Losungen der
Gleichung

Saiz,=0. (3.3)

Sie sind linear unabhingig, denn die Determinanten ihrer Matrix sind van der
Mondesche Determinanten und verschwinden nicht. Also sind sie eine Basis aller
Losungen von (3.3).

Es kann nicht noch 3 «38%~1 = 0 sein, denn g%~! sind von den iibrigen B4 linear

?
unabhiingig, wieder, weil die Vandermondesche Determinante nicht verschwin-
det.
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Wir denken uns jetzt die Entwicklung (3.1) als Reihe nach Potenzen von ¢t weiter-
gefiihrt. Es seien ¢(t) Funktionen von ¢, fir die ‘P-fi)" = 0 wird.

=0

Ist yoe(t)z (p = 1, ..., k) je ein Zusatzglied und soll sich
Xy - Julyyp(l) 2

in 3 y; herausheben, so muB der Vektor (y;),-,, . ¢ eine Linearkombination der
Vektoren (8,),.1,...¢ (t =0, ..., k — 2) sein. Wir fassen in allen diesen Zusatz-
gliedern jeweils die gleichen Potenzen von f, zusammen und machen den Ansatz

Yo = ap(u + Btz + @a(OFpza + - + @r2() By Pze—s) + o). (3.4)

Wir sammeln nun in 3’ y; die Glieder mit g% ~!; sie haben die Form

k ’ ;
Zlmx,’,uhl‘ﬂf, “zigi(t)z) (3.5)
pae
mit
h+i+j=3, i+v=k—1 (5=1,3o0der6). (3.6)

Die Ordnung aller dieser Glieder in ¢ soll dabei nicht kleiner sein als ¥ — 1. Dann
darf auch die Ordnung von g,(t) nicht kleiner sein als ». Sollen alle Glieder (3.5)
in der Endformel nach Herausholen von ¢*-! vertreten sein, so mu8 die Ordnung
von ¢,(¢) genau » sein. Wir versehen nun die z, mit geeigneten Multiplikatoren und
beachten (3.6). Wir versehen ferner beliebig gewiihlte y,(p > k), fiir die y, — y, bei
t - 0 gelte, mit dem Faktor ¢* - 1/3, summieren dann die Glieder (3.5), teilen durch
t*-1! und spezialisieren ¢ zu 0. Dann erhalten wir die folgenden Normalformen,
wenn wir noch u, yri1, ..., yg durch yo, y;, ..., ys_ & ersetzen:

k=2 3Bya+yi+uit+u, (D)
(k=3) 3yei + 3yiza + ¥i + 43, (E)
(k=4) 23+ 6yozz + 3yozs + 41, (F)
(k = b) 3zizy + 3ye2l + 6yzizs + 3yiz, - (G)

b) Ebenso, wie einmal mehrere y, zusammenfallen kénnen, kann das auch mehr-
mals (allerdings hochstens zweimal) vorkommen. Je nachdem, ob dabei je zwei
Ebenen in y, und y, oder einmal drei Ebenen in y, und zwei Ebenen in y, zusammen-
fallen, bekommen wir die Normalformen

3y, + 3yize + 2, (H)
3yozi + 30z + 3 yizs . @
¢) Wir fragen nun nach Fundamentalelementen, fiir die m < k — 1 wird. Diese
Moglichkeit besteht immer in dem Sinne, daB eine der k Ebenen iiberfliissig ist
und wir auf eine Normalform stoBen, die bereits unter k — 1 zusammenfallenden y,,
aufgezihlt ist. Diese Fiille lassen wir als uninteressant beiseite. Sie sind fiir k = 2

und k = 3 die einzigen.
Wir beginnen mit dem Fall k = 4, m = 2. Wir machen den Ansatz

Yp =p(Yp + Pptu + yptv) +0(t) (P =1,..,4). (3.7)



Normalformen fiir Flichen 3. Ordnung 17

Dabei seien e = (1, 1, 1, 1), # und y linear unabhiingige Vektoren. Sollen sich alle
Glieder mit ¢! wegheben, so mull

Ya,=0, 2apfy =0, oapyp=0 3.8)

P

sein. Das Gleichungssystem 3 ajr, = 0 hat also die Lésungen ¢, 8, y, und diese
bilden eine Basis. Wenn wir nun die Glieder mit {2 hinzunehmen, so wird

2y =0 X ap3uaBput + byaBeyour + Byeyprt + 3yibpzs) + o(?) . (3.9)
Die quadratische Form

SanBaed + 2By ur + ype?) ((3.10)
lat sich als Quadrat oder als Produkt zweier Linearformen z; und z, schreiben.
Die erste Moglichkeit tritt ein, wenn y = 0 ist. Dann bekommen wir nichts Neues.
Im zweiten Fall dagegen bekommen wir die Normalform

6yoz1za -+ 3yors + Y1 - (K)
(K) zeigt eine gewisse Verwandtschaft mit (F), nur fehlt in (K) das Glied zi. Aber
wir haben in (F) nicht die Freiheit, durch Spezialisierung eines Koeffizienten ein
Glied verschwinden zu lassen, und so miissen wir (K) als eigensténdige Normalform
mitzahlen.
Fiir k = 5, m = 2 spalten alle Glieder den Faktor y, ab, und die Form wird re-
duzibel. Um dies einzusehen, machen wir den Ansatz

3
Yp = &p (yo -+ 21 ﬁ,,,-z‘t) +o(¢) . (3.11)
Wie oben miissen 3 ap = 3 apf,: == 0 sein fiir alle ¢, damit die Koeffizienten von
» »
t® und ! verschwinden. Der Koeffizient von ¢? wird dann

Y@ (21 22 23) + Yolo(Yor 215 225 23) » (L)
wo @ eine quadratische, L cine lineare Form bedeutet. Durch geeignete Wahl der
ppi konnen wir jede beliebige quadratische Form @, durch geeignete Zusatzglieder
in (3.11), die wie {2 gegen Null gehen, konnen wir jede beliebige Linearform L er-
halten.

Es bleibt noch die Moglichkeit k = 5, m = 3. Zunichst zeigen wir, daB der
Ansatz (3.7) (mit p = 1, ..., 5) hier nicht zum Ziele fithrt. Es miiliten ndmlich
auber (3.8) noch die Gleichungen

=0, Sofyy=0, Sopy;=0 (3.12)

gelten, damit sich die Glieder mit ¢ wegheben.
Wir fassen (3.8) mit (3.12) als Gleichungssystem fiir x?, ..., «} auf. Seine Matrix ist

m=(.‘..’?‘..?‘..f’?..‘*}?’...’?).
1 B85 vs B3 ﬂs)’s Vs

(3.8) und (3.12) konnten nur lésbar sein, wenn rg I < 4 wiire.

Wir fassen weiter ¢, = 1, B, und yp, fiir p = 1, ..., b als homogene Koordinaten
eines Punktes P, in einer Hilfsebene auf. Fiir einen Kegelschnitt durch die fiinf
Punkte P, gelten die Gleichungen

g + 2a0By + 2agy, + anfy + 20185yp + Ay =0 (3.13)

2 Beitrige zur Algebra 3
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mit unbekannten a;;. Die Matrix von (3.13) ist ebenfalls 3. Im allgemeinen hat
I den Rang 5. Es ist nur dann rg M < 4, und der Kegelschnitt durch die fiinf
Punkte P, ist nur dann nicht eindeutig bestimmt, wenn vier Punkte, etwa P, ...,
Py, auf einer Geraden liegen. Sie miissen paarweise verschieden sein, da die y,
paarweise verschieden sein sollen. P darf nicht auch noch auf dieser Geraden
licgen, da sonst ¢, # und y linear abhingig wiren. In diesem Fall hat zwar (3.8),
(3.12) genau eine Lisung, aber in ihr wire a = 0 entgegen der Voraussetzung, dall
von den fiinf Ebenen y, keine fehlen darf. Der Ansatz (3.7) fiithrt also hier nicht
weiter.

Wir machen jetzt den Ansatz

Yp = ap(Yo + Botzy + ¥p9 () 25) + o(t?)

mit ?(m = 0.
U (-0
Wir kinnen dann die Gleichungen
Sai=0,  Saif,=0, z:xzy,.=o,} 315
Sopfp=0, oapfy,=0

erfilllen. Dann wird aber nach dem eben Bewiesenen 3 ajy, = 0; die Funktion
(¢(®)? muB also die Ordnung 3 haben, wenn das Glied 3 3 a}yey;¢2(t)=] die Ordnung
m = 3 haben soll. Wir setzen ¢(f) = ¢*2, und wir bekommen die Normalform

2} 4+ 3yezi + Oygziz3 + 3yiz, . (M)
Damit haben wir alle Moglichkeiten durchdacht. Unsere Uberlegungen ergaben:

Satz. Jede kubische Form liPt sich auf eine und im allgemeinen nur eine der Normal-
formen (A) bis (M) transformieren. Keine davon ist iiberfliissig. Die Ebenen y, sind
als Pentaederebenen daber eindeutig bestimmt. Die Hilfsebenen z, sind es im allge-
meinen nichl.

In jeder dieser Normalformen (A) bis (M) stehen fiinf Linearformen y, und z,.
Zwischen ihnen besteht eine Relation

2 bpyp+ ez =0. (R)

§ 4. Singularititen

Wir wollen uns nun iiberlegen, zu welchen Typen von Singularitaten welche Normal-
formen gehéren.

Wir fassen die Normalformen (A) bis (M) als Gleichungen von Kubiken V', die
Relation (R) als Gleichung einer Hyperebene im R, auf. Die raumliche Kubik F
erscheint dann als Schnitt von }" mit B. Wir erhalten alle raumlichen Flichen F
eines bestimmten Typus, wenn wir die entsprechende Hyperfliche V mit allen
Hyperebenen R schneiden.

Die Fliche F hat in einem Punkte P eine Singularitit, 1. wenn V dort eine hat,
2. wenn die Hyperebene R dort V beriihrt. Im zweiten Fall ist der Rang des Tan-
gentialkegels & um 2 kleiner als der Rang der quadratischen Polaren von P in
bezug auf V.
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Fiir die Singularititen benutzen wir die Bezeichnungen, die ScHLAFLY dafiir ein-
gefithrt hat. Es bedeute

C, ein konischer Doppelpunkt ;

By, By, B,, Bg biplanare Doppelpunkte;

By: die Schnittgerade ¢ der beiden Tangentialebenen gehort der Flicho
nicht an;

B,— By g gehort der Flache an;

B,: keine der Tangentialebenen berithrt F lings ¢;

Bs (Bg): cine der Tangentialebenen berithrt F lings ¢ einfach (doppelt);

U4 Uy uniplare Doppelpunkte : die Tangentialebene sehneidet die Fliche

in3 — 2 — 1 verschiedenen Geraden.

Wenn wir die Koordinaten eines konkreten Punktes angeben wollen, schreiben wir
zunichst die Werte der y, dann nach einem Semikolon die Werte der z, hin.

Wir untersuchen jetzt cinige der Normalformen (A) bis (M) nacheinander auf ihro
Singularititen.

(A) yit w4 oyt oyt oy
1" hat keinen singuldren Punkt.  Die Tangentialhyperebene in oy = (3, 174, 7g
Ta» 7)s) ist

Yo e Yals Y+ v = 0.

Verwenden wir sie als Form R, so hat F in 9 einen Doppelpunkt. Den Rang der
quadratischen Polaren berechnen wir als Rang der Hesseschen Matrix

T

. oy N 0
.\_ — (Py‘;’_lh) 3 n: 7/3

0 T4
s
Sind die 7, alle von 0 verschieden, so ist rg § == 5 und rg & = 3. Also ist & ein
nicht-ausgearteter Kegel, und 5 ist ein C,.
Es kann nun sein, daB eine Hyperebene die Kubik V éfter, bis zu viermal beriihrt,
2.B. die Ebene y, 14 + y, + ys + ¥, + s = 0 beriihrt V in den Punkten

(12, 1,1, <1, i),
Ve —1, 1, -1, -1),
(12, -1, -1, 1, -1),
(32, =1, =1, =1, 1);

F hat also vier C,.

Verschwindet ein 7, so hat $)(n) den Rang 4, und 7 ist biplanar (B,). Auch hier
ist mehrfache, bis zu dreifache Beriihrung méglich. So beriihrt ¥, + y, + y; + ¥,
= 0 die Kubik V in drei biplanaren Doppelpunkten. Verschwinden zwei der 7,
so hat $(n) den Rang 3, und 7 ist uniplar (U,).

Eine Fliche des Typs (A) kann also mehrere gleichartige Doppelpunkte des Typs
Cy, By, U, haben, aber keine B und U mit héherem Index und nicht Doppelpunkte
verschiedenen Typs.

2e
2
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Bei (D) und (E) hat F einen uniplaren Doppelpunkt. Jede Hyperebene durch ihn
schneidet in einer Fliche mit uniplanarem Doppelpunkt.
Bei (D) kann dies ein U, bei (K) sogar ein Ug sein.

(F) 2} -+ byysize + Byizs + Y

}* hat eine Doppellinie y, = y, = 7, = 0. Sie ist in jedem ihrer Punkte biplanar,
im Punkt (0, 0; 0, 0, 1) sogar uniplanar. Die Ebene y, = 0 ist in jedem Punkt Be-
standteil des Tangentialhyperkegels. Jede Hyperebene schneidet eine Fliche mit
cinem By aus, moglicherweise noch mit einem €, Geht £ durch (0, 0: 0,0, 1),
80 hat F cinen U, ist £ - ay, -+ bzy, 50 hat F cinen 7,

(() Bzizy + Byezs + Gypsizs + Byize

I hat wieder die Doppellinie y, = z; = 2, = Ound enthilt die 2-Ebene y, -z, = 0.
Jeder Schnitt F mit £ enthilt die Schnittgerade dieser Ebene mit 22 und beriihrt
die Ebene y, = 0 iiberall. F hat also einen By, moglicherweise noch einen .
Geht B durch (0; 0, 0, 0, 1), so hat F einen Ugoder e¢inen Uy (wenn B - azy -+ bz,).
(H) 3yizy 4 Byl + yie

V hat wicder die Doppellinie y, = y, = y, = 0; die Fliche F hat also jedenfalls

einen By, moglicherweise noch einen oder zwei Cy, z. B, wenn & . — 2y, -+ 3y,
+ 25
1) 3ypzt 4+ Byize + iz,

V hat wicder die Doppellinie y, =y, = z; = 0 und enthiilt die 2-Ebene y, = y; = 0.
Jeder Schnitt F hat einen By und moglicherweise noch einen oder zwei C,, dies z. B.,
wenn R = By, -+ 23 + 2, + 35 ist.

(K) Gyosyze + Byizs -+ yit

I” hat zwei Doppellinien yo = y; ==z, = 0 und yy = y, == z, = 0.} ist dort in
jedem Punkt biplanar. F hat also jedenfalls zwei By, moglicherweise noch einen
C, oder einen dritten B,

(M) A F 3y + wonrms + Yise

V" hat wieder die Doppellinie yy = z, = z, = 0. Die Hyperebene y, = 0 schneidet
Vin z; = 0 dreifach. Jedes F hat also einen Bg, moglicherweise auch einen C,.

In den Fillen (F) bis (K), (M) finden wir fiir I eine Doppellinie vor. In einem ihrer
Punkte P fallen die beiden Tangentialebenen zusammen. Geht R durch P, so
bekommt dort F einen uniplanaren Doppelpunkt. Je nach der Lage von R kénnen
dann noch die Schnittlinien von F mit der Tangentialebene in P zu zweien oder zu
dreien zusammenfallen.

Die Ergebnisse dieses Paragraphen seien noch einmal in einer Tabelle zusammen-
gestellt. Kommt ein Typ einer Singularitit bei jeder Fliche eines bestimmten
Typs vor, so sei er unterstrichen.

(A) G 20, 3C,, 4C,, By, 2By, 3By, U,

(B), (C) Regelflichen;

(D) Cs, 2C,, 3C,, By, 2B,, Ua Us;

(E) Cy, 2C,, B,, Uy, Uy, Uy



(F)
((3)
(H)
(h
(K)
()
(M)

LIl
(]
2]
3

4

[5]
[6]

(7]
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By, By, - G, U U,
By, By -+ C,, Ug Uy
By, By <+ Cy By 4 20, s 12,

By By 4 Cy By 4 20, Up Uy Uy
2By 2B, 4 Cy 3B, Uy
reduzibel

B, Bg -+ O, U,.
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