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Uber reguliire Z-Ringe

ANDOR KERTESZ und OTTO STEINFELD

Unter einem Ring verstchen wir in dieser Arbeit stets einen assoziativen Ring. Ein
Ring A heiB8t Z- Ring, falls jedes Element a(¢ A) mit a® = 0 mit jedem Idempotent
von A vertauschbar ist. Die Klasse der Z-Ringe ist nicht leer, da z. B. jeder Zero-
ring, jeder Schiefkorper oder jeder vollstindig primére artinsche Ring zu dieser
Klasse gehort. Der Ring aller zweireihigen quadratischen Matrizen iiber cinem
Kérper liegt hingegen auBerhalb dieser Klasse, denn es gilt

0 1yt (0 0) (1 0% (1 0\ O 1)1 0) (1 00 1
00)_(00'00_00'0000 0 o/\0 0/

Wir untersuchen in dieser Arbeit regulidre Z-Ringe. Es stellt sich heraus, daB inner-
halb der Klasse der reguliren Ringe die Klasse der Z-Ringe mit der der Duoringe
iibereinstimmt. Unter anderem wird auch gezeigt, da jeder regulire Duoring in
einen reguliren Duoring mit Einselement eingebettet werden kann.

Es sei 4 ein Ring. Ist a ein Element von 4, so bezeichnet (a), bzw. (a), das durch
a erzeugte Rechts- bzw. Linksideal von A. Fiir das Zentrum von 4 verwenden wir
die Bezeichnung C(A4). Ein Element a (¢ A) heiBt Duoelement, falls (a), = (a), gilt.

Der Ring R selbst heiBt ein Duoring, wenn jedes seiner einseitigen Ideale (d. h.
Rechts- oder Linksideale) ein (zweiseitiges) Ideal ist.

Lemma 1. Ein Ring A ist genau dann ein Duoring, wenn jedes seiner Elemente ein
Duoelement vst.

Beweis. Da die Richtigkeit der Behauptung in einer Richtung trivial ist, geniigt
es, den Fall zu betrachten, wenn jedes Element von 4 ein Duoelement ist. Es sei
B ein Rechtsideal von 4, und es sei x € B. Dann gilt

Az S A@@), = A(@) & (@) = (@), & B,

d. h., B ist ein (zweiseitiges) Ideal. Analog gilt, daB jedes Linksideal von 4 eben-
falls ein Ideal ist.
Das folgende Lemma ist bekannt:

Lemma 2 ([6], Prop. 1). Jedes idempotente Element eines Duoringes liegt in seinem
Zentrum.
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Ein Element a eines Ringes A heiBt regulir, wenn es ein Element x in 4 gibt, fiir
das aza = a gilt. Der Ring A heiBt reguliir, wenn jedes seiner Elemente regulir ist.

Lemma 3. Liegt jedes Idempotent des reguliren Ringes A in seinem Zentrum, so
enthiilt A kein von O verschiedenes nilpotentes Element.!)

Beweis. Essei 0 fa¢ A mit
a*=0 und a"!=0,
wobei n eine natiirliche Zahl ist. Wegen der Regularitit von a gilt « = aza (r € 4),
und za ist ein Idempotent. Da jedes Idempotent von 4 in C(4) liegt, folgt
a = a(za) = za?
und somit
Ofa!'=za" =0,

was ein trivialer Widerspruch ist.

Lemma 4. Jedes Idempotent e eines Z-Ringes A liegt im Zentrum von A.
Beweis. Es gilt (ea — eae)® = 0 fiir jedes a (¢ A). Folglich ist das Element
ea — eae mit jedem Idempotent aus A und insbesondere auch mit e vertauschbar.
Es gilt dann

ea — eae = e(ea — eae) = (ea — eae)e = 0,
also ea = eae. Analog ergibt sich ae = eae, so daB

ea = ae fiir jedes ac A
gilt, q. e. d.
Es gilt der

Satz 5. Fiir einen reguliiren Ring A sind die folgenden Aussagen iquivalent:?)

I) A 18t ein Duoring.

(I1) Jedes Idempotent von A liegt in C(A).

(I11) A besitzt kein von 0 verschiedenes nilpolentes Element.
Iv) A 18t ein Z-Ring.

Beweis. (I)= (II): Nach Lemma 2.

(II) = (III): Nach Lemma 3.
(III) = (IV): Trivial.
(IV) = (I): Nach Lemma 1 geniigt es zu zeigen, daB fiir jedes Element a(¢ A4)

(@) = (a),
gilt. Da 4 ein reguliirer Ring ist, gibt es ein Element z(¢ 4) mit a = aza. Dabei
sind

e:=ax und f:=gza

1) Diese Behauptung 1Bt sich auch in einer scharferen Form beweisen: Ein reguldrer
Ring enthalt kein von 0 verschiedenes nilpotentes Element genau dann, wenn jedes seiner
Idempotente im Zentrum liegt (vgl. [3], Hilfssatz 3.26, 8. 82).

%) Beziiglich der Aquivalenz der Bedingungen (I) und (III) siehe [4].
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Idempotente, die nach Lemma 4 in C(A) liegen. Insbesondere gilt
(e)l = (")' und U)l == (’)v ’

ferner
a= (ax)a = ea = ae = af = fa.

Nach dieser Vorbereitung sieht man leicht ein, da
(a) & (e) = (e)r = (a), ’ (1)

(@), S (N)r = (i = (ah (2)
ist. Aus (1) und (2) folgt dann (a); = (a),, q. e. d.
Satz 6 (vgl. [6], Theorem 1). Fiir einen Ring A = (0) sind die folgenden Bedingun-
gen dquivalent:
(a) A st ein subdirekt irreduzibler reguliirer Duoring.
(b) A w8t ein subdirekt irreduzibler requliirer Z-Ring.
(c) A 18t ein Schiefkorper.
Beweis. (a)=> (b): Nach Satz 5.

(b)= (c): Es sei a ein von 0 verschiedenes und b eine beliebiges Element aus 4. Wie
bekannt (vgl. etwa [3], Satz 2.5, S. 36), geniigt es zu zeigen, daB die Gleichung

und

ax = b (3)
in A losbar ist. Wegen der Regularitit von A gibt es ein y (¢ 4) mit
aya =a +0.

Daraus folgt cinerseits, daB ay = 0, andererseits, dall ay ein Idempotent ist.
Ferner gilt nach Lemma 4 ay ¢ C(A4). Folglich ist ay das Einselement von A4 (dies-
beziiglich siehe etwa Hilfssatz 3.25 in [3]: Liegt ein idempotentes Element e (4 0)
eines subdirekt irreduziblen Ringes 4 in C(A), so ist e das Einselement von A4.) Das
Element z = yb (¢ A) ist eine Losung fiir (3), denn es gilt

ax = a(yb) = (ay)b=b.
(¢)= (a): Trivial.

Satz 7. Ein Ring A = (0) kann dann und nur dann als eine subdirekte Summe von
Schiefkorpern dargestellt werden, wenn A ein regulirer Z- Ring ust.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus Satz 5 sowie aus dem wohlbekannten Satz von
ForsyTHE-McCoy [1], nach welchem die Regularitit und die Abwesenheit von 0
verschiedener nilpotenter Elemente notwendige und hinreichende Bedingungen
dafiir sind, daB ein Ring = (0) zu einer subdirekten Summe von Schiefkérpern
isomorph ist.

Satz 8. Jeder regulire Z-Ring kann als Ideal in einen reguliiren Z- Ring mit Eins-
element eingebettet werden.

Beweis. Es sei R ein regulirer Z-Ring und M derjenige kommutative regulire
Ring mit Einselement 1, der im Abschnitt 2 von [2] konstruiert wird. Wie eben-
falls in [2] gezeigt wird, kann B — durch eine passende Definition des Produktes
ga (a€ R,p € M) — als eine Algebra iiber M aufgefaBt werden.

Wir betrachten die Menge R* aller Paare

{a,p) mit aecR,peM
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und definieren
{ay, 0,) == Uy, 0)y:=> 4, = a, und 0, = 0,;
{ay, 01 + <@g, 09) 1= (ay + ay, 0y + 057
ay, 01) dg, 029 = {ayay + 08, -+ 0485, 0107 -

Die algebraische Struktur (K*, 4, ) ist ein Ring mit dem Einselement <0, 1>.
Ferner enthilt 2* ein isomorphes Bild des Ringes R als Ideal, denn die Abbildung

¢:ra—~<a,0) Yae K
ist cin Monomorphismus, und es gilt
(a’,0")<a,0) = (d'a + 0'a, 0, € Ry
und
{a, 0> {a’, 0"y = {ad’ -{- p’a, 0> Ry
fiir jedes a, @’ € R und p’ € M.
Nach [2] ist R ein reguldrer Ring, so daB es auf Grund des Satzes 6 nur noch zu

zeigen geniigt, da K kein 0 verschiedenes nilpotentes Element besitzt. Es sei
{(a, p> € B* und k eine natirliche Zahl mit

{a, 00F == (0, 0) .

Dann ist o* = 0. Da M regulir und kommutativ ist, folgt 0 = 0. Dann gilt ver-
moge (4)

a, o> = (a, 0)F = <a*, 0) = (O, 0

und somit a* = 0. Weil R ein regulirer Z-Ring ist, folgt nach Satz 5 a = 0.
Damit ist der Beweis des Satzes erbracht.
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