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Verallgemeinerung eines Satzes von Kulikov II

REINER FriTzscHE und GERD RICHTER

Ein Satz von L. J. KuLikow [4] besagt, daf} eine primére abelsche Gruppe genau
dann eine direkte Summe zyklischer Gruppen ist, wenn sie die Vereinigung einer
abzihlbaren Kette héhenbeschrinkter Untergruppen ist. Ein verbandstheoreti-
sches Analogon zu der Aussage, dafl die angegebene Bedingung hinreichend ist,
wurde in [2] fiir eine Klasse algebraischer modularer Verbinde, die die Klasse der
Untergruppenverbinde der priméren abelschen Gruppen umfaBt, bewiesen, und
es wurde die Vermutung ausgesprochen, dafl die Umkehrung nur unter zusétzlichen
Voraussetzungen bewiesen werden kann. Diese Vermutung erwies sich als unzu-
treffend. In der vorliegenden Mitteilung, die sich eng an [1] und [2] anschlief3t,
wird auf der Grundlage von Aussagen, die auch fiir sich von Interesse sind (Satz 1,
Hilfssatz 3), ein Beweis fiir die Umkehrung des in [2] bewiesenen Satzes erbracht.
Die dort benutzten Begriffsbildungen und Bezeichnungsweisen miissen hierzu zu-
nichst etwas verallgemeinert werden.

1. Es sei P ein algebraischer modularer Verband, 0 € P sei das Nullelement, 1 ¢ P
das Einselement von P ; bja bezeichne denjenigen Unterverband von P, welcher
genau aus allen z € P mit a < « < b besteht, falls a, be¢ P mit a < b gilt. Ein
Element z € b/a heille genau dann ein in b/a ausgezeichnetes Element, wenn z in bja
kompakt ist und wenn z/a eine endliche Kette ist. Die Lange dieser Kette heifle die
Ordnung des Elementes z beziiglich a und werde mit O,(z) bezeichnet. Z(b/a) sei
die Menge aller in b/a ausgezeichneten Elemente.
Fiir z€ Z(bja) ist z, durch z; < z und O,(z;) = O4(z) — 1 im Fall z > a bzw.
ag “a eindeutig definiert. Fiir jedes beliebige Element ¢ ¢ bja werde gesetzt
, def ,

Ca = U (24l 2€ Z(bla), z < ),

PE - mz ),

o =e..
In Ubereinstimmung mit der in [1] und [2] benutzten Bezeichnungsweise werden

det , .

die folgenden Abkiirzungen gebraucht: Z d=e‘Z(P), 0(z) = 0,(2), ¢’ = co; ein in P
ausgezeichnetes Element heille ausgezeichnet (schlechthin).
11 Beitriige zur Algebra 3
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Es sei noch bemerkt, dall aus z€ Z und a <z < b stets z € Z(b/a) und z, = 2’
folgt.

2. Ist P ein algebraischer modularer Verband, welcher die Eigenschaft
ce P c= U (2]2,€ Z,v € N, N geeignete Indexmenge) (I)

besitzt, so gilt in Analogie zu einem Lemma von T. J. HEAD [3] der folgende Hilfs-
satz.

Hilfssatz 1. uec Z(bla) & u=avzmitzeZ,auz=<b.

Beweis. a) u =a uzmit z€Z, a uz < b ist nach Heap [3] kompakt in b/a, da
z nach Voraussetzung kompakt in P ist. Da P modular ist, gilt (a uz)/a
=~ z/(a n z). Nach Voraussetzung ist z/0 eine endliche Kette, also gilt dies auch fiir
z/(a@ n z) und damit fiir u/a, woraus u € Z(b/a) folgt.

b) Es sei u € Z(b/a). Nach Voraussetzung (I) gilt v = | (2,|2, € Z, v € N). Wegen
asusb a<auz <b und weil « in b/a nach Voraussetzung kompakt ist,
folgt

u-—U(auzv)_—U(auzv)

veN

mit einer natiirlichen Zahl n bei geeigneter Indizierung der z,. Nach a) gilt

f
u, = (@uz)eZbla) (v =1,...,n). Da u/a nach Voraussetzung eine endliche Kette
ist, mubl v = u,, = a u 2, fiir einen geeigneten Index v, mit 1 < v, < n gelten.

Aus den beiden Teilen des vorstehenden Beweises ergeben sich unmittelbar noch
die folgenden Zusitze.

Zusatz 1. u=a vzeZbla),z€ Z= 0;0,(2) = O4(u) < O(z) .
Zusatz 2. cebla= c = U (22 € Z(bla), » € N, N geeignete Indexmenge).

Zusatz 2 besagt, daf jeder Unterverband der Form b/a von P die Elgenschaft (I
besitzt, wenn P diese Eigenschaft hat.

Unter Benutzung des Zusatzes 1 146t sich der folgende Hilfssatz beweisen.

Hilfssatz 2. u=auze Zbla), z€ Z=> uM=avu Z™Mn = 0).

Beweis. Es geniigt, u, = a u 2z’ zu beweisen, was fiir 2 < a sicher richtig ist, so daB
z>anz und a N2’ = a'nz angenommen werden kann. Dann gilt einerseits

Oa(a U Z') = Oanz'(zl) = Oar\z’(zzanz’))
= O4nz(2) — 1 = 04,(2) — 1 = Og(u) — 1.
Andererseits folgt aus 2’ < z die Relationa <a vz <auz= .

Der Beweis der Umkehrung des in [2] bewiesenen Satzes beruht im wesentlichen
auf dem folgenden Satz.
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Satz 1. P set ein algebravscher modularer Verband mit der Eigenschaft (I) (siehe
oben), und es ser

«

anb:c, (A)
zeZmitz<aub, (B)
0<z2M<a(n=0) (©)

(a, b, c € P). Dann existiert ein Element y € Z mit den Eigenschaften

y<aundz2P uc=y™uc.
Beweis. Da nach Voraussetzung (B) b uz < a u b gilt, ergibt sich nach Hilfs-
satz 1 b uze€ Z((a v b)/b), was insbesondere bedeutet, daB (b u z)/b eine endliche
Kette ist. Da P und damit (a u b)/b modular ist, gilt wegen (A) (& u b)/b=2 a/c,

so dafl bei dem zugehorigen Isomorphismus der Kette (b u z)/b eine Kette in ajc
entspricht. Es existiert also ein Element z € Z(a/c) mit

buz=bux. *)
Nach Hilfssatz 1 existiert ferner ein Element y € Z mit x = ¢ v y (< a). Zusam-
men mit (*) liefert dies

buz=bucuy=buy, y=sa.
Nach Hilfssatz 2 ergibt sich hiermit

buz®=@Buz)"=@BuyM=>buym.
Bildet man den Durchschnitt der beiden dufleren Seiten dieser Gleichung mit a

und beriicksichtigt, daBl P modular ist, so ergibt sich wegen y™ < aund 2" < a
(gemiB (C))

(@nb) uz® = (anb)uym,

woraus nach (A) und (C) ¢ u z™ = ¢ u y™ folgt.

3. Ist z ein (in P) ausgezeichnetes Element des algebraischen modularen Verbandes
P und existiert eine grofite nichtnegative ganze rationale Zahl m, so daBl die Gleichung

(M = z mit x € Z und z < a (a € P) 16sbar ist, so heile H,(z) o m die Héhe des
Elementes z beziiglich a. Falls fiir z > 0 eine solche Zahl nicht existiert, werde

H,(z) = oo gesetzt. Zur Abkiirzung wird ferner H(z) e H,(2) definiert. Mit dieser
Begriffsbildung ergibt sich aus Satz 1 der folgende Hilfssatz.

Hilfssatz 3. P ser ein algebraischer modularer Verband mit der Eigenschaft (I)
(siehe oben), und es sea nb = 0 (a, b € P). Dann gilt fiiralleze Zmit 0 <z < a

Hy(z) = Hgaup(z) -

Beweis. Nach Definition der Hohe gilt H,(z) < Hgyup (2). Ist H,uup(z) = m, so
existiert ein Element z € Z mit x < a u bund 2™ = 2. Nach Satz 1 existiert dem-
nach ein Element y € Z mit ¥y < a und y™ = 2™ = 2z, so daBl Hu(z) = m
= H,u(2) gilt.

4. Eine Untermenge Q des algebraischen modularen Verbandes P heile genau dann
unabhdngig, wenn die direkte Vereinigung der Elemente von @ existiert. Eine
unabhingige Menge kompakter Elemente des Verbandes P heifie genau dann eine

11°*
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Basis von P, wenn deren direkte Vereinigung das Einselement von P ist. Bilden
insbesondere ausgezeichnete Elemente von P eine Basis, so werde diese eine aus-
gezeichnete Basis genannt. Die als Umkehrung des in [2] bewiesenen Satzes zu be-
weisende Aussage kann damit folgendermaflen formuliert werden.

Satz 2. Besitzt evn algebravscher modularer Verband mit den Eigenschaften (I) (siehe
oben) und

2= Ub=>2=<Ub  (2€Z, b, ¢ P, N Indexmenge) (IT)

veN veN

eine ausgezeichnete Basis, so gilt
1= U a;
i=1
mto, << S ap < cund firzeZ,z >0
r=a=>HR<Sh (=1,..),
wobet hy (7 = 1, ...) geeignete natiirliche Zahlen sind.

Beweis. @ = {2,/ v € N} mit einer geeigneten Indexmenge N sei ausgezeichnete
Basis von P, und es sei fiir7 = 1, ...

e Z U (ol 2 € Q 0) < 1)
die Vereinigung aller derjenigen Elemente von @, fiir welche O(z,) < ¢ gilt. Dann
ista; < a, < -+ sowie 1 = G a; nach Konstruktion. Wegen (II) folgt aus z < a,
(z€ Z, z > 0) stets O(z) < ;’,=zla,lso H,(2) < ©+ — 1. Nach Voraussetzung gilt ferner
mit

& U (a2, € Q7 £ a)
a;va;=1und a; na; =0 fir ¢ = 1, .., so daB nach Hilfssatz 3 H(z) = Hg,(2),
also H(z) < h; mit ke = — 1 gilt.
Zusatz. Unter den Voraussetzungen des Satzes 2 gilt

2€Z,z2>0=>H(z) < c©.

Beweis. Ausz < 1 = |J 2z, und der Kompaktheit von z folgt
veN

z

A
LC s

2, < ax mit k = Max (O(z,)| j = 1, ... , ).

i
Der Zusatz zu Satz 2 besagt insbesondere, dafl auch die Umkehrung des in [2] als
Folgerung 1 formulierten und bewiesenen verbandstheoretischen Analogons zum
Satz von PRUFER [5] iiber abzihlbare primére abelsche Gruppen gilt.
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