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Die Struktur einer Klasse linear kompakter Ringe)

ALFRED WIDIGER

1. Einleitung

In der Theorie der (nicht kommutativen) Ringe spielen die Ringe mit Minimal-
bedingung fiir Rechtsideale, d. h. die artinschen Ringe, eine zentrale Rolle. Es
ist deshalb nicht verwunderlich, daB man danach trachtet, durch gewisse Verall-
gemeinerungen der Minimalbedingung moglichst viele gute Eigenschaften der
artinschen Ringe auf allgemeinere Klassen von Ringen zu iibertragen. Eine dieser
Verallgemeinerungen ist es, den Ring mit einer Topologie zu versehen und von
dieser Topologie gewisse Eigenschaften vorauszusetzen, die die Minimalbedingung
erweitern. Diese sogenannten linear kompakten Ringe sind von ZELINSKY, LEPTIN
und anderen untersucht worden. Dabei hat LEPTIN die im gewissen Sinne weitest-
gehende Verallgemeinerung des Wedderburn-Artin-Satzes bewiesen.

Der Satz von WEDDERBURN und ARTIN behandelt den einen Extremfall eines
artinschen Ringes; ndmlich den Fall, dal das Radikal des Ringes gleich dem Null-
ideal ist. Der andere Extremfall, da ndmlich der Ring ein artinscher Radikalring
ist, ist von SzELE betrachtet worden. In [3] wurde eine Beschreibung der artin-
schen Ringe gegeben, deren Radikal selbst wieder ein artinscher Ring ist.

Es ist das Anliegen dieser Arbeit, analoge Voraussetzungen fiir gewisse linear
kompakte Ringe zu machen und hier Ergebnisse zu erzielen. Das Hauptresultat
ist Satz 5, aus dem sich dann ziemlich leicht zahlreiche Folgerungen ergeben. Wei-
ter wird gezeigt, daB sich die Untersuchungen ganz analog auch fiir Algebren iiber
einem Korper durchfithren lassen. SchlieBlich betrachten wir den Spezialfall der
diskreten Topologie. Es ergibt sich, daf in diesem Falle die Ergebnisse von [3]
aus den oben fiir Ringe angegebenen ganz einfach folgen; fiir Algebren erhilt man
analoge Sitze.

1) Dies ist ein Teil meiner Dissertation, die ich unter Anleitung von Herrn Prof. Dr.
A. KErTESZ geschrieben habe.
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2. Vorbereitungen

Wir stellen kurz die benutzten Bezeichnungen zusammen.

Z(p*) zyklische Gruppe der Ordnung p*, falls k eine natiirliche Zahl ist; fir
k = oq die Priifersche p-Gruppe (d. h., p ist dann stets Primzahl),

K, additive Gruppe aller rationalen Zahlen,

> M, komplette direkte Summe der M,,

>®  gruppentheoretische diskrete direkte Summe,
gruppentheoretische direkte Zerlegung,

[+ ringtheoretische direkte Zerlegung,

(@) in Gruppen die vom Element a erzeugte Untergruppe; in Ringen das von a
erzeugte Ideal,

(R, +) additive Gruppe des Ringes R,

R, Ring aller n-reihigen Matrizen mit Elementen aus dem Ring R (» natiirliche
Zahl),
9 leere Menge.

Da, der Querstrich zur Bezeichnung von Faktorringen dient, wird zur Bezeichnung
des topologischen Abschlusses einer Menge A eines topologischen Raumes das
Symbol Cl(A) (closure) benutzt.

Ein topologischer Ring R ist ein assoziativer Ring, so dal} R zugleich ein topologi-
scher Hausdorffscher Raum ist, und die Subtraktion und Multiplikation stetige
Funktionen beziiglich dieser Topologie sind.

Entsprechend verstehen wir unter einem topologischen (Rechts-) R-Modul M einen
R-Modul im algebraischen Sinne, wobei R ein topologischer Ring und M eine topo-
logische Gruppe (also insbesondere ein Hausdorffscher Raum) ist, so daB die
Modulmultiplikation eine stetige Funktion von M X R in M ist. Als Filter be-
zeichnet man ein System & von Mengen F, (5= 0) & M mit der Eigenschaft, daf}
zu beliebigen F,, F,c & stets ein F; ¢ F existiert, so daB F, & F, n F, gilt. Ein
Basisfilter eines topologischen Moduls ist ein Filter, dessen Elemente ein Funda-
mentalsystem (eine Basis) fiir die Umgebung des Nullelementes des Moduls bilden.
Durch ein Basisfilter ist die Topologie des Moduls bestimmt.

Ein topologischer R-Modul heifit linear topologisch, wenn er einen Basisfilter aus
R-Untermoduln besitzt.

Ein linear topologischer B-Modul M heifit linear kompakt (kurz l.k.), wenn jeder
Filter & = {a, + N,} von Restklassen nach abgeschlossenen Untermoduln N,
einen nichtleeren Durchschnitt hat: N F == 0. -

Fe
Ein Ring R heiflt 1.k., wenn er als Recl?ts-R-Modul Lk. ist. Nach LEPTIN heil}t ein
linear topologischer R-Modul M im engeren Sinne linear kompakt. (kurz: i.e.S.1.k.),
wenn jeder stetige R-Homomorphismus von M in einen linear topologischen
R-Modul offen ist. Hiernach ist klar, was unter einem i.e.S.1.k. Ring zu verstehen ist.
Sind M, (v € I') topologische R-Moduln, so meinen wir mit > M, die komplette

g vel
direkte Summe der Moduln M, mit der Tychonoffschen Topologie (Produkttopo-
logie).
Es sei {x} eine gerichtete Menge und {M,},x € {x}, eine Menge von topologischen
R-Moduln, indiziert mit der gerichteten Menge {x}. Fiir jedes Paar von Indizes «,
p € {x} mit x = f gebe es einen stetigen Modulhomomorphismus 7g: M, — M.
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Die Relation ngn’ = n} sei fiir alle x > f =y erfiillt. Als den inversen Limes,

hm [M,, 73], bezeichnet man den topologlschen Untermodul von Z M,, dessen
GE (-3

)
Komponenten z, die Bedingung nﬁx = ap fiir allex = g erfiillen. Die natiirlichen
Projektionen g des inversen Limes in die M g sind definiert durch np([x,]) = xp.
Wir zitieren nun eine Anzahl bekannter Aussagen iiber i.e.S.1.k. und 1L.k. Moduln:

) ([10], Prop. 1) Die komplette direkie Summe l.k. R-Moduln ist ein L.k. R-Modul.

(ITI) ([10], Prop. 2) Ist @ ein stetiger R-Homomorphismus des R-Moduls M in einen
linear topologischen R-Modul M’', so ist mit M auch (M) l.k.; (M) ist dann in M’
abgeschlossen.

(IIT) ([10], Prop. 3) Ist M ein l.k. R-Modul und N ein abgeschlossener Untermodul
von M, so ist N Lk.

Von (III) gilt auch die Umkehrung:

(IV) ([10], Prop. 9) Ist M ein linear topologischer Modul, N ein abgeschlossener
Untermodul von M, so vst mit N und M|N auch M l.k.

(V) ([10], Prop. 4) Ein inverser Limes l.k. R-Moduln st l.k.

DaB die lineare Kompaktheit eine Verallgemeinerung der Minimalbedingung ist,
besagt

(VI) ([10], Prop. 5) Ist M ein linear topologischer R-Modul mit Minimalbedingung
fiir abgeschlossene Untermoduln, so vst M linear kompakt.

(VII) ([7], Satz 4) Die v.e.S.l.k. R-Moduln M sind unter den l.k. R-Moduln durch
die folgenden drei dquivalenten Eigenschaften gekennzeichnet: (a) Jeder stetige
R-Homomorphismus von M st offen. (b) Inden Faktormoduln nach offenen Unter-
moduln gilt die Minimalbedingung. (c) Jeder offene Untermodul von M hat minimale
Obermoduln.

(VIIIL) ([7], Satz 5) Abgeschlossene Untermoduln, stetig homomorphe Bilder und
komplette direkte Summen i.e.8.1.k. Moduln sind v.e.S.l.k.

Eine 1.k. abelsche Gruppe ist ein L.k. I-Modul iiber dem diskreten Ring I der ganzen
Zahlen. Daf} eine l.k. abelsche Gruppe stets i.e.S.1k. ist, besagt

(IX) ([6], (2.6)) Eune diskrete l.k. abelsche Gruppe geniigt der Minvmalbedingung fiir
Untergruppen.

Ist K ein diskreter Kérper und M ein unitédrer K-Modul, so gilt analog zu (IX)

(X) ([5), S. 18) Ist der K-Modul M duskret, so vst M genau dann l.k., wenn M end-
liche Divmension iber K hat.

Es sei R ein topologischer Ring. Unter dem Radikal J des Ringes R verstehen
wir hier stets das Jacobson-Radikal. Fiir dieses gilt:

(XI) ([7], Satz 8) Das Radikal J eines l.k. Ringes R vst abgeschlossen.

Fiir einen artinschen Ring, d. h. fiir einen Ring mit Minimalbedingung fiir Rechts-
ideale, ist das Radikal bekanntlich nilpotent. Nach LEPTIN kann man fiir i.e.S.Lk.
Ringe einen dhnlichen Satz beweisen. Dazu fiihrt man die folgende Begriffsbildung
ein: Essei 4 ein abgeschlossenes Ideal aus einem topologischen Ring R. Man defi-
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niere absteigende Ketten von Idealen ,4 und A fiir Ordnungszahlen x4 durch die

Formeln *
A=A A=4
0
ut1d = Cl(4 - ,,A) A = Cl(44)
#+1 nop
ZA = ﬂ yA A4 = ﬂ A )
p<i A p<i u

falls A eines Limeszahl ist.

Ist { eine feste Ordnungszahl, fiir welche die Menge aller u <  groBere Méachtigkeit
als R hat, so gibt es sicher ein x < { mit ,4 = ,A4 fiir alle 4 > «. Insbesondere ist
stets ,4 = ;A4 fiir 4 = { und auch 4 = A fiir alle u = ¢. Wir schreiben A =44,

m
A= A.

¢ %
Das Ideal A heiBt transfinit I-nilpotent, wenn , 4 = (0) ist, und transfinit nilpotent,
wenn A = (0) ist. Ein transfinit /-nilpotentes Ideal ist nach der Definition erst

recht transfinit nilpotent.
(XTI) ([7], Satz9) Das Radikal J eines t.e.S.l.k. Ringes ist transfinit l-nilpotent.

Im Ring aller linearen Transformationen eines Vektorraumes iiber einem Schief-
koérper kann man bekanntlich eine Topologie, die sogenannte endliche Topologie,
einfiihren, indem man als Basisfilter die folgenden Rechtsideale nimmt: Fiir be-
liebige endlich viele u,, ..., u; aus dem Vektorraum sei F(u,, ..., ux) die Menge aller
linearen Transformationen, die u, ..., ux in die Null abbilden. Mit dieser Topologie
ist der Ring aller linearen Transformationen (der volle Endomorphismenring)
offenbar ein linear topologischer Ring. Wenn im folgenden vom vollen Endomor-
phismenring eines Vektormoduls iiber einem Schlefkorper die Rede ist, so ist der
Ring mit der endlichen Topologie gemeint.

Die beiden folgenden wichtigen Sétze stammen von LEPTIN.

(XIII) ([7], Satz 12) Ein topologisch evnfacher l.k. Ring ohne Radikal st voller
Endomorphismenring evnes Vektormoduls iiber einem Schiefkorper und umgekehrt.

(XIV) ([7], Satz 13) Die radikalfreien linear kompakten Ringe sind genaw die kom-
pletten direkten Summen voller Endomorphismenringe von Vektormoduln iber Schief-
korpern.

Wir nehmen jetzt an, dal der Ring R ein 1L.k. Ring mit einem Basisfilter {4,} aus
zweiseitigen Idealen sei. Die diskreten Ringe R/A4, bilden ein inverses System in
der folgenden Weise: Es sei « = f#, wenn 4, & A4 gilt. Ist n, die natiirliche Ab-
bildung von R auf R/A,, so definiere man

ﬂ; = ﬂ;lﬂﬁ: -Ra - .Rﬂ .
Offenbar ist [R,, 75] ein inverses System. Es gilt

(XV) ([11], Theorem 1) Es vst R = lim [R,, n5] *m algebraischen und topologischen
Sinne. A
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3. Die Zerlegung eines i.e.S.1.k. Ringes in Rechtsideale

Genauso wie im Falle der artinschen Ringe spielen bei der Untersuchung der
linear kompakten Ringe idempotente Elemente eine wichtige Rolle. Man versucht
deshalb, idempotente Elemente des Faktorringes nach dem Radikal zu idempoten-
ten Elementen von R ,,anzuheben®. Daf} dies moglich ist, besagt

(XVI) ([8), (4.1)) Set M ein transfinit nilpotentes Ideal des linear kompakten Rin-
ges R. In jeder idempotenten Restklasse e von R modulo M liegt ein idempotentes
Element e € R.
Ist R ein i.e.S.Lk. Ring, J sein Radikal, so kann man R = R/J nach (XIV) schrei-
ben als
R= 3 ¢, Re,,
pel

wobei die ¢, die Einselemente der topologisch einfachen direkten Summanden sind.
Da das Radikal eines i.e.S.Lk. Ringes nach (XII) transfinit nilpotent ist, gibt es
idempotente Vertreter e, € R von e,. LEPTIN hat gezeigt, daB fiir den Fall, da R
ein Einselement besitzt, der Ring R folgenderweise in Rechtsideale zerlegbar ist:

R= 3 e,R.

pnel’
Wir benétigen einen dhnlichen Zerlegungssatz fiir jeden i.e.S.lL.k. Ring. Hierzu
brauchen wir zunéchst
Hilfssatz 1. Es sei R ein 1.e.8.l.k. Ring und J sein Radikal. R|J = 3 ¢,Re,,
pel’

wober die E#I_fé,‘ topologisch evnfache direkte Summanden sind. e = ZI,: e, 18t das
ue.

Einselement von R. Dann gibt es evn System idempotenter Vertreter (e, von {e,),
e von e, so daf3
ee, = e, = ¢,

fiir alle p gilt.

Beweis. Nach (XVI) gibt es einen Vertreter ¢{? von e, mit ee{)) = e + n,,
wobei ny € J ist. Angenommen, wir héitten bereits einen 1dempotenten Vertreter
e(?) von e, fiir alle Ordnungszahlen » <_ A gefunden, so daB

ee)) =€) +mn, (n,€J)
und {e{) 4 J}, <1 ein Filter abgeschlossener Restklassen sein soll.

Fall 1: A Limeszahl. Wir wihlen e ¢ ﬂ (e + J ) und erhalten jedenfalls die
idempotente Restklasse

D+ d e ’QA(CSI’ +JE&e,
Nach (XVI) konnen wir e{® als Idempotent wihlen, denn J ist transfinit nilpotent.
Da e = &) + n, fiir alle » < A und gewisse n, € J gilt, folgt

eed) = eel)) + en, = ) + en, +n, € ) + J
fir alle v < 4. Also gilt

eelP E,Qz(es") +J)=¢€d + { ,
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Fall 2: 1 = % 4 1. Es gilt ee(?)= e(¥ + n,. Wir betrachten das Element
e = el — e n, 0,

Beachtet man n,e() = n,, so erhilt man (e?)? = e(}). Weiter gilt
eel) = e(ef? — en, + n,) = eel) — eel n, — en, .

Wegen en, = 0 folgt
eeld = el 4 n, — e, — n} =P —ny = eH —ny

mit n; = nle¢ { .

Wegen EI = (0) fiir ein gewisses { (transfinite Nilpotenz) gilt schlieB8lich
(es‘c))z — eﬁf)’ eef}) — el(‘C) s es‘C) — é‘u "

Wir konnen jetzt also annehmen: ee, = e,. Seie,e =e, + n, n € J. Esgilt
n?=(ee—e) =0, en=mn, mne,=0.

Setzen wir e, = e, + n, so wird
(eu)?=(eu+n2=c¢,+e,n+mne,+n2=¢,+n=e,,
ee, = ele, +n) =e,+en=e,+n wegen en=n,
ene = (e, +n)e=cee+ne=ee=ce,+n.

Also ist e, = e, + n das gesuchte Idempotent.

Zur Vorbereitung fiir den Zerlegungssatz brauchen wir noch

Hilfssatz 2 (vgl. [8], (4.2)). Gilt mit allen Bezeichnungen von Hilfssatz 1 fiir ein
x € R e,x = 0 fiir alle u und x = ex, so folgt x = 0.

Beweis. Aus e,x = 0 fiir alle y folgt ¢ J. Angenommen z € ,J. Sei N = ,J[511J
und ¢ die Restklasse von 2 in N. Wegen JN = (0) ist N ein RB/J-(Links-)Modul und
fir £ gilt e,& = O fiir alle e, ¢ E/J. Da die Linksmultiplikationen mit den Ele-
menten aus R/J stetig sind, ist auch ( Z e,) &£ = 0; aber es gilt e = Z €4 und

da wegen z = ex folgt £ = &£, so ist also £ =0,d. h.z€,,1J. Da JI- nllpotent ist,
folgt x = 0.

Satz 1. Ist R ein i.e.S.l.k. Ring, J sein Radikal, R|J = R = 2 e Re e, = 3 e,

pel’
das Einselement von R, {euy, € idempotente Vertreter von {e,», e e aus R mit e e =ee,

= e, fir alle u, so st R die komplette direkte Summe der Rechisideale e, R und
(1 —e) R:

R=ze,,R@(1—e)R.
pel

Beweis (vgl. [8], Beweis von Satz 14). Wir zeigen, daB fiir ¢ R durch
q::x—»i:Ze,,x—}— (x — ex)

ein R-Isomorphismus von R auf den R-Modul RE= Z e,B @ (1 — e) R gegeben
ist. Da die Multiplikation in R stetig ist, ist ¢ ein stetlger R-Homomorphismus
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in R. Nach Hilfssatz 2 ist ¢ monomorph. Nach (VII) ist ¢ offen. Wegen (II) ge-
niigt es zu zeigen, dal ¢(R) in R dicht liegt. Da

ple —ex) = Seulr —ex) + (x—ex —ex + ¢ex) =T — ex
uw

wegen e,e = e,, e2 = e gilt, ist das sicher der Fall, wenn stets zu endlich vielen
der e,, etwa ey, ..., e, ein z € R existiert mit

pRR) =€+ X' eu,, uu€ed, (*)

wobei in 3’ iiber alle u 3= 1, ..., k summiert wird.

Fiir £ = 1 konnen wir z = ¢, setzen.

Wir nehmen an, daf} fiir jede Wahl von k¥ — 1 der ¢, Elemente z ¢ R existieren, so
daB die (*) entsprechenden Gleichungen gelten, und wihlen die Idempotente
e, .., ex. Es gibt dann Elemente 2z, v+ = 1, ..., k — 1, mit

P9) = e; + e + 3 euuﬁf) ,
wobei v, u(d e J. Weiter gilt
s g

pler) =ew + -+ eqwe_1 + e + X' ew,, w,eJd,

also
k-1 k=1
‘P(ek — 2 mei) = e — ek( 2 ”mwi) + 3’ e w,.
i=1 i=1
) -1 k=1
Sei e — 3 2wy =2, Zu w= 3 vw; € J existiert das Rechtsquasiinverse

i=1 i=1
w’ mit w + w — ww’ = 0. Fir zw’ gilt
plaw’) = e w’ — euww’ + 3 eww’ = — ew + 3 e waw’ .
Deshalb wird
pl@—a2w') =e + 3'ew, v,€d.
Und mit z = 2z — (x — zw’) vV erhdlt man

pR)=1¢€+ X' em,, u,ed.
Damit ist der Satz bewiesen.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man zeigen:

Hilfssatz 3 (vgl. [8], (4.3)). Wair kimnen die e, sogar orthogonal wihlen, d. h., zu
E = (e,) gibt es ein System orthogonaler idempotenter Vertreter (e, mit e e = ee, =e,,.
Beweis. Sei E, ein maximales System orthogonaler idempotenter Vertreter der
e, € E, wo fiir jedes e, ¢ Eo auch ee, = ¢,e = ¢, gilt. Die Existenz eines E, ist durch
das Zornsche Lemma gesichert. Sei E, die Menge der e, € E mit Vertretern in E,,.

Ist B, = E, so sei &’ ein nicht in E, liegendes Element von E, ¢’ ein idempotenter

Vertreter von e’ mit ee=ee’ =¢e'. f= 3 e, existiert, weil 3 e, fiir ein
euck, B

System (e,) wie in Satz 1 existiert. Dann ist

e* =¢ — fe' — e'f + fe'f

10 Beitrége zur Algebra 3
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ein Vertreter von ¢’ mit e,e* = e*e, = 0 fiir alle e, € E, und ee* = e*e = e*. Es
ist e¥* = e* 4 g mit ¢ € J. Angenommen, wir héitten fiir jede Ordnungszahl v < 4
einen Vertreter ¢*) von e’ derart gefunden, daf3 .
(1) eue®® = e*®e, = 0 fiir alle e, € E,,

(2) ee*®) = e*M e = *M)

B) ("2 =e"+gq, (g €)

(4) die e*®) 4 J fiir alle » < 4 bilden einen Filter.

Fall 1: 1 sei Limeszahl. Wir wihlen e* ¢ N (e*® 4 J) Es sei

v<A
P =(e—fe*¥ (e—f).
Wegen e* = ¢*®) g, (¢, € J) fiir alle » <4 gilt
e'Me N ("™ 4 J).
y<A it
Dann ist
(1) eye*® = e*P ¢, = 0 fiir alle e, € K,
(2') ee*M = e*M) g = *P),
(3) (€ W) e (") 4 J S "™ + J fiir alle » <4,
also (e*M2¢ N (e’ 4 J) = @D + g,
y<A =

(4') die '™ + J bilden fiir » < 1 einen Filter.
Fall 2: A nicht Limeszahl, A = » 4+ 1. Dann sei

e*(®) — o*(®) _ 2 *(®) qx + [/
Dann gelten (1) und (2’); wegen

(€M) = ¢*® 1 4q8 — 3¢2
gilt auch (3'); (4) ist ebenfalls richtig.
Da aber fiir ein ¢ ;J = (0) gilt, ist B, |J e*® ein E, umfassendes System. Folglich
gilt E = E,.

4. Im engeren Sinne linear kompakte Ringe
mit im engeren Sinne linear kompaktem Radikal

Ein Ring R heiflt streng artinsch, wenn (R, +) der Minimalbedingung fiir Unter-
gruppen geniigt. Mit Methoden von SzeLE kann man die streng artinschen Ringe
durch endliche Ringe charakterisieren, wie das in [3] geschehen ist.

Analog nennen wir einen.topologischen Ring R streng linear kompalkt, wenn er
einen Basisfilter aus Idealen besitzt und jeder Filter von Restklassen nach abge-
schlossenen Untermoduln von (R, +) einen nicht leeren Durchschnitt hat (d. h.,
(R, +) ist eine 1.k. Gruppe). '

Man kann die streng L.k. Ringe mit Methoden von WikeaNDT [9] durch inverse
Limites endlicher Ringe beschreiben. Wir begniigen uns hier mit dem
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Satz 2. Die streng linear kompakten Ringe sind gerade die inversen Limites von
streng artinschen Ringen.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich einfach aus (XV), (IX) und (VIII).

Es sei R im folgenden stets ein i.e.S.1.k. Ring mit einem Basisfilter aus zweiseitigen
Idealen. Weiter sei das Radikal J von R auch als Ring (d. h. als J-Modul) im en-
geren Sinne linear kompakt. Nach (XIV) gilt

R=R|J = 3¢,Re,,

per*

wobei die e,Re, volle Endomorphismenringe von Vektorriumen iiber Schief-
korpern S sind. Die Topologie von e,Re, ist die endliche. Nun soll e, Re, einen
Basisfilter aus Idealen besitzen. Da e,Re, topologisch einfach ist, folgt, da die

Topologie die diskrete sein mull. Aus der Einfachheit der é,,I?é,, folgt dann eben-
falls, dafl der zugehorige Vektorraum endliche Dimension iiber S®) hat, d. h.,

die éuﬁé” sind volle Matrizenringe iiber Schiefkérpern.

Hilfssatz 4 ([8], (3.14)). Ist R ein 1.e.S.l.k. Ring mit' einem Basuisfilter aus
Idealen und e exn Idempotent aus R, so vst auch eRe im engeren Sinne linear kompakt
mit etnem Basisfilter aus Idealen.

Hilfssatz 5. Ein transfinit l-nilpotenter i.e.S.l.k. Ring R mit einer Basis aus
Idealen st streng l.k.

Beweis. Wir filhren den Beweis mit Hilfe von (XV). Danach ist ndémlich R
inverser Limes der diskreten i.e.S.L.k. Ringe R/4,, wenn {4,} ein Basisfilter von
Idealen in R ist. Jedes R/A, ist transfinit I-nilpotent. Wegen (V) geniigt es zu
zeigen, daB die B[4, streng linear kompakt sind ; mit anderen Worten, wir kénnen
annehmen, daf} R diskret ist. Aus R 2 R?* 2 R® 2 -+, (VII) und der transfiniten
I-Nilpotenz von R folgt, dal R nllpotent ist, etwa R" = (0).

Ist B2=(0), so ist die Behauptung richtig, da jede Untergruppe ein Rechtsideal ist.
Angenommen, der Satz gilte fiir Nilpotenzgrad k¥ < n — 1. R/R"~! hat einen
Nilpotenzgrad < » — 1, ist also nach der Annahme streng linear kompakt. R»—1!
ist i.e.S.1.k. (da abgeschlossen in R). Aber jede Untergruppe von R"-! ist ein
R-Untermodul von R*~1, also ist B"~1streng linear kompakt, nach (IV) also auch
R streng linear kompakt.

Ein Ring heift primir, wenn er ein Einselement besitzt, und wenn der Faktorring
nach seinem Radikal ein voller Matrizenring iiber einem Schiefkérper ist.

Satz 3. Ist R ein primirer i.e.8.l.k. Ring mit einem Basisfilter aus Idealen und
1.e.8.1.k. Radikal J == (0), so vst R streng linear kompakt.

Beweis. Das Radikal J ist wegen (XII) und Hilfssatz 5 streng linear kompakt.
Wenn J? = (0) ist, so betrachten wir R/J. R/,J ist ein i.e.S.Lk. und primérer
Ring. Das Radikal vonR/,J ist J/,J.

1J ist abgeschlossen in R, also auch in J. Folglich ist J/,J ein i.e.S.Lk. Ring. Es
gilt natiirlich ,J == J, da sonst ;J = J fiir alle {, also J = (0), im Widerspruch zur
Voraussetzung. Wenn wir zeigen, da R/,J streng linear kompakt ist, so folgt, da
1J & J auch streng linear kompakt ist, daB R streng linear kompakt ist. Da
(J /lJ )? = (0) ist, geniigt es, sich auf den Fall mit J2 = (0) zu beschrianken.

10+
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Dann wiihlen wir ein Element (0 =) n € J. Wir bilden den R-Modul R/J vermoge ¢
in den R-Modul J ab:
p:r—>nr (re RlJ =R R,rc R),

wenn r ein Vertreter der Restklasse 7 ist. Wegen J2 = (0) ist diese Abbildung von
der Wahl von r unabhingig. ¢ ist ein E-Homomorphismus. ¢ ist stetig, weil die
Multiplikation in R eine stetige Funktion ist. Da R/J ein i.e.S.L.k. R-Modul ist,

ist @ offen. (p(R) ist (nach (II)) abgeschlossen in J. Daher ist (p(R) streng linear
kompakt. Es gibt einen abgeschlossenen Untermodul N von R, so daf

RIN ~ ¢(R) .

R/N ist also (wie (p(l_%)) ein diskreter, streng linear kompakter Modul, also mit
Minimalbedingung fiir Untergruppen; dies ist nur mdglich, wenn entweder R
endlich ist oder N = R gilt. Das letztere wiirde bedeuten: nr = 0 fiir alle r € E;
aber R hat nach Voraussetzung ein Einselement. Also ist R endlich, d. h. streng
linear kompakt, also ist auch R streng linear kompakt.
Satz 4. Es ser R ein 1.e.8.L.k. Ring mit einer Basis aus Idealen und v.e.S.l.k. Rad:-
kal J; R|J = R= Z e,,Re,, (e“Re,, ewnfache Ringe). Ist e,,Re,, unendlich, so g¢ilt
e, Re, = ¢,Re, (e,,re,, — eyre,), und e, J = Je, = (0).
Beweis. Nach Hilfssatz 4 ist e, Re, eini.e.S.Lk. Ring. Das Radikal e,Je, von e, Re,
ist abgeschlossen und liegt in J, folglich ist es auch abgeschlossen in J und also
auch i.e.S.1.k. Wegen e, Re, = (e, Re,)/(e,Je,) (im algebraischen Sinne), ist e,Re,
primér. Daher gilt nach Satz 3 und der Voraussetzung e,Je, = (0). Da é,Re, und
e, Re, beide diskret sind, gilt die Isomorphie auch im topologischen Sinne.
Die Abbildung

@: eyre, — neyrey(n € J)

bildet den i.e.S.1.k. diskreten Modul e, Re, in den linear topologischen Modul J ab.
@ ist ein stetiger e, Re,-Homomorphismus. Wieder ist ¢(e,Re,) abgeschlossen in J
und daher streng linear kompakt. Wie im Beweis von Satz 3 folgt, dall entweder

e, e, endlich ist oder ¢ die Nullabbildung. Das erste ist wegen e, Re, = e,Re, und
der Voraussetzung iiber ¢, Re,, unméglich, also folgt in der Tat ne,Re, = (0).
DaB auch e, Re,n = (0) gilt, folgt analog, wenn man beachtet:

Hilfssatz 6. Es ser R ein 1.e.S.l.k. Ring mit esnem Basisfilter aus Idealen und
i.e.8.Lk. Radikal J. Dann ist R auch als R-Linksmodul ?.e.8.l.k. mit e.S.l.k. Radikal.
Beweis. J ist als R-Linksmodul i.e.8.Lk., denn J ist sogar streng linear kompakt.
Da auch R|J = 3 e, Re, als R-Linksmodul i.e.S.Lk. ist, folgt die Behauptung nach

(IV) und (VII)(0).
Jetzt formulieren wir unser Hauptergebnis.

Satzb.

(I) Jeder ©.e.S.l.k. Ring R mit einer Basis aus Idealen und 1.e.8.l.k. Radikal be-
sitzt evne ringtheoretische direkte Darstellung

R =3 S [+ B*, (1)

uel
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wober die S unendliche diskrete Schiefkirper sind und R* ein streng linear
kompakter Ring ist.

(IT) Jeder Ring mat der Darstellung (1) ist ein ©.e.8.l.k. Ring mit ezner Basis aus
Idealen und i.e.S.l.k. Radikal.

(III) Die Darstellung (1) ist exndeutig tm folgenden Stnne: Ist auch noch
BR=3 LM R¥,
4 AT

wobet die L™ unendliche (diskrete) Schiefkirper sind und R* streng linear
kompakt ist, so gibt es eine evneindeutige Abbildung der Indexmenge I' auf
A(p — A,) mit 8W =~ L3, n,, = n,,, und es gilt R* = R¥'.

Beweis. (I) Essei R ein Ring mit den Voraussetzungen des Satzes, J sein Radikal.
R|J =R = 3 e,Re,
uel'*
ist die komplette direkte Summe von vollen Matrizenringen iiber Schiefkérpern.

¢ = 3 ¢, sei das Einselement von R.

pel*
Nach Hilfssatz 3 gibt es ein System (e, orthogonaler idempotenter Vertreter von
{e,»> in R und einen idempotenten Vertreter e von e, so daBl ee, =e,e = e, fiir alle

w € I'* gilt. Wir bilden die additive Gruppe von R ab in die Gruppe

(R, +)= 5 eubie, © X euRle—e,) @ (1—¢) Re @ eR(1—e) @ (1 —¢) B(1—e),
nel'* pel™*

wobei (1 — e) Re = {wxe — exe | x ¢ R} ist und eR(1 — e), (1 — e) R(1 — e) analoge

Bedeutung haben. Die einzelnen Summanden sollen die durch R induzierte Topolo-

gie haben (jeder Summand ist abgeschlossen in R!), (TZ, +) die Tychonoffsche.
Diese Abbildung ¢ sei definiert durch

px) = ZI,: e, xe, + er e, x(e — e,) + (ve — exe) + (ex — exe) 4
pel* uel*
+ (x — ex — xe 4 exe)

fiir x € (R, +).
@ ist eineindeutig. Denn gilt

ee, = e,x(e —e,) =0 fiiralley

und

xe — exe = ex — exe =x — ex — we + exe =0,
so folgt

eve =0 fiir alle p
und

xe = exe .

Nach Hilfssatz 2 folgt hieraus ze = 0, also z = 0.

@ ist eine Abbildung auf (R, +): Nach Satz 1 gibt es zu beliebigen Zys Yy (€ ™)
aus R zwei Elemente z, y € R, so daB gilt:

e x = e,x e, (fir alle y) und z = ex,
ey = e,yu(e — e,) (fiiralle y) und y = ey .

Es folgt
ey = ey(e — e,) und ez = e e, .
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Fiir das Element ze + ye gilt

plxe + ye) = X exue, + eyule — ey)

Da (p((l — e)Re) = (1 — e)Re ist und analoges fiir e R(1 — e) und (1 —e) R(1 — e)
gilt, ist die Behauptung richtig.
Da die Multiplikation in R stetig ist, ist ¢ ein stetiger Gruppenhomomorphlsmus

von (R, +) auf (ﬁ, +).
Wir schreiben
E= 2 éul—{é# E‘:. Z éﬂﬁé# ’
wobel = {/4 € F*le”ReF ist unendlich}, I = I'*\ I'.

= ¥ ¢,Re, ist ein abgeschlossenes Ideal von R. Also ist das vollstindige Ur-
nel”
bild A von A (beim natiirlichen Homomorphlsmus von R auf R) ein abgeschlos-

senes Ideal von R. A[J = } epRe,, ist nach (VIII) streng linear kompakter Ring.
el

m
Da J (nach Hilfssatz 5) streng linear kompakt ist, gilt das auch fiir 4.
Wir zeigen jetzt

o4, Ze,,Re”G—)Ze,,R(e—e,,)@(l—e ) Re (—i})eR(l~e)@

DL—e) Rl —e)=(4,+).
Es sei a € A. Danngilt e ae, = 0 (mod J) fiir € I, d. h. e,ae, € J. Nach Satz 4
gilt aber e,J = (0), alsoNe“ae“ = 0 fiiralle € I', d. h. gerade ¢((4, +)) & A, +).
Ist umgekehrt g(z) € (4, +), so gilt e,xe,=0 fiir alle ue I', d. h. e,re, =0,
alsoz e 4, xe 4.
Da A streng linear kompakt ist, gilt nach (IX)

4, +)= (4, +)
im algebraischen und topologischen Sinne.
Wir kénnen schreiben:

(EH=%MM@@H. 2)
Ue

‘Wir wollen nun (E, +) zu einem Rechts-B-Modul machen. Dies tun \;vir, indem
wir es fiir jeden Summanden in (2) durchfiihren.
Fiir e xe, € e Re, (u € I') gilt ndmlich mit r € R

e xe,r = e,xre, .
Denn es gilt (mod J) e, x e,r = e, xre,, weil e, im Zentrum von R liegt. Das besagt
aber e,xe,r — e are, € J. Wegen e, J = (0) (Satz 4) folgt die Behauptung.
Fiir a € (4, +) gibt es ein a € 4 mit ¢(a) = a. Wir definieren

ar = g(ar) .

Da A ein Ideal ist, gilt ar € A, also ar € (I’ +). Es ist klar, daBl die B-Moduln 4
und (4, +) isomorph sind.
Fiir jedes z € R gibt es eine eindeutige Darstellung

x=xy+a, (azcd),
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und zwar so, daBl gerade @(x) = Z, + @, nach (2) wird, a, = @~1(a,), x, = ¢~1(Z,)
sind. Wir bilden jetzt den R-Modul R ab auf den R-Modul 3 e, Re, @ (4, +) durch
pel’

x - e, xe, + @lay) .

@* ist eineindeutig und stetig, da das auch von ¢ gilt. Es bleibt zu zeigen, daBl ¢*
ein R-Homomorphismus ist, also ¢*(zr) = @*(x)r gilt. Wir miissen also zeigen:
Ist x = a2y + a, so ist xgr = (x7)g, Ay = sy«

Die Voraussetzungen besagen:

e,Te, = €,%0e, fir allew e I', (3)
e,2¢e, = 0 fir allev e I, 4)
e xole —e,) =0 fiir alle w € I'*, (5)
exy — exge = 0, (6)
xge — exge = 0, (7
Zy — exg — e + exge = 0. (8)

Aus (6) und (8) folgt xy — zee = 0, also zyr — xger = 0. Wegen (4) und (5) gilt
e,20¢ = O fiir alle » € 1. Damit folgt

exgr = 0 fir allev e I, )
insbesondere

e, xgre, = 0 fir allev e 1. ‘ 4"
Weiter ist

e ror(e —e,) = 0 fiir alle y e I'* (6"

zu zeigen. Wir setzen e,x,r(e — e,) = 2. Es gilt ze, = 0, ze=2. Seid #=u. Dann
ist ze; = e xgre; € J. Ist u oder A aus I, so ist (Satz 4) ze; = 0. Ist u e I, so gilt
nach (*) ze; = 0. Also gilt ze = z und ze,, = O fiir alle x € I'*. Nach Hilfssatz 6
und Hilfssatz 2 folgt z = 0.

Jetzt setzen wir z = exyr — exgre. Es gilt ez=2,¢,2€ J, also e,z =0, wenn p € I
e,z = 0 fiir v € I wegen (*). Also gilt nach Hilfssatz 2 auch z = 0, was besagt

exyr — exgre = 0. (6")
Aus (7) und (8) folgt xy — exy = 0, also xgr — exyr = 0, oder

zyre — exgre = 0, (7)
und .

xgr — exgr — xgre + exgre = 0. (8")
(8’) ist schon bewiesen worden.
(3") bis (8’) besagen zyr = (2r),. Aus z = z, + a,, entsprechend zr = (zr), + a,
folgt auch a,r = a,,.
Also ist ¢* ein Modulhomomorphismus. Da R i.e.S.1k. ist, ist p* offen, d. h., p*
ist ein Isomorphismus im algebraischen und topologischen Sinne.
Wir wollen auch noch zeigen, dal (R, +) in analoger Weise ein Links-R-Modul ist,

daB also gilt ray = (rx)y, ra, = a,,. Hierzu geniigt es zu zeigen, dafl aus (3) bis (8)
folgt

(e — e4) Zge, = 0 fir alle y € I™* . (6*)
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Dies ist wegen Satz 4 richtig, falls 4 € I". Es sei jetzt u € I". Aus (4) folgt, daB
exye, = 0 zu zeigen ist. Setzen wir wieder z = exye,, s0 gilt ez = z und ez = 0 fiir
A€ I'(daeyz e J). Wenn wir noch e;z = 0 fiir alle A € I zeigen kdnnen, so folgt aus
Hilfssatz 2 die Behauptung. Aus (4) und (5) folgt e;xge = O fiir alle 1 ¢ I”. Mit
(b) wird daraus ez, = 0, also in der Tat e¢;z = 0.

(R +) wird zu einem Ring R wie folgt. Jedes e,Re, (u € F) ist ein Ring, und 4
wird zu einem Ring mittels der Definition

aa’ = g(p~'(a) p~1(@) .
Aistzu A algebraisch und topologisch isomorph. Die Abbildung
¢': R— 3 e,Re,[F|4
uel’

ist eineindeutig, stetig und offen, denn das gilt ja auch fiir p*. Sei

x— 3 exe, + G
pel’

und
y—> 2 eye,+ ay.
pel’
Fiir die Relationstreue ist zu zeigen ¢’(zy) = ¢’(z) ¢’(y), also a,y = a,a, und
e, xeye, = e, wye,. Letzteres ist schon bewiesen. Es gilt
Azly = Qgay = Qayy -

Qayy ist aber definiert durch az= (as) + @4,y und es gilt natiirlich (agz),= 0.
Damit ist (I) bewiesen.

(IT) Nach (VIII) ist Ri.e.S.1.k. Dal R eine Idealbasis besitzt, ist klar, da jeder Sum-
mand eine solche besitzt. Das Radikal J von R liegt in R, ist nach (XII) abge-

schlossen in R und damit selbst streng linear kompakt, insbesondere i.e.S.l.k.
(siehe (IX)).
(ITI) Sei neben (1) noch
R=3 LY [F R*".
AeA
Es gilt o
Sﬁ::‘) = S;"#) R = %S;ﬂg Lffl) [+ S(n"lz B*

Man bilde den S%-Linksmodul S(:;Z homorph und stetig in den linear topologischen
S;‘;‘)-Linksmodul R*" ab durch s — sr* (r* ¢ R*). Wire sr*’ ==0, so folgte wie
beim Beweis von Satz 4, daf3 ;S"”’z endlich wire, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Deshalb ist Sf:;‘)R * = (0). Also, da S;"’Z einfach ist, '

S = 8w LM < LM,
nu nu "1 — n;‘
also da Lf";) einfach ist,
SS.‘;’ = L%) fir ein A =4, .
Analog zeigt man L(’-) = S(”') ) L™, Folglich ist
A
S(n) - S(#) S(# LA

Ny "l
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Daher gilt u = u’. Die Abbildung u — 4, ist folglich eineindeutig und eine Ab-
bildung auf 4. Aus

S) — [(An)
nu n;.”

folgt bekanntlich n, = n;, und 8® =~ L(*), Weiter wird R* =~ R/U =~ R*, wenn
U=380= 3L ist.

ued H jea A

Bemerkung. Wir haben bei unserem Satz die Voraussetzung aufgenommen,
dafl R eine Basis aus Idealen besitzt. Es erhebt sich die Frage, ob diese Voraus-
setzung notwendig ist. Bevor wir die Notwendigkeit an einem Beispiel zeigen, be-
achten wir noch den folgenden Zusammenhang.

Hat der i.e.S.1.k. Ring R mit i.e.S.1.k. Radikal einen Basisfilter aus Idealen, so ist
nach Hilfssatz 6 R auch als Links- R-Modul i.e.S.1.Lk. Umgekehrt, ist R i.e.S.L.k. mit
i.e.S.1.k. Radikal, und zwar als Links- R-Modul und als Rechts-R-Modul, so heif3t
das insbesondere, dafl R einen Basisfilter F, aus Rechtsidealen und einen Basis-
filter F, aus Linksidealen besitzt. Es sei A € #,. Dann gibt es ein B ¢ F; mit
B < A. Daher gilt B+ BR & A, und da B offen ist, liegt also in jedem 4 € &,
ein offenes Ideal, d. h., R hat einen Filter aus Idealen.

Es sei nun P ein endlicher Korper. Wir betrachten die Menge aller 8y X 8-
Matrizen iiber P. Diese bilden eine Gruppe. Es sei A der Zeroring iiber dieser
Gruppe. Ferner sei B der Ring aller 8, X 8,-Matrizen iiber P, die in jeder Zeile
nur endlich viele von Null verschiedene Elemente haben (d. h., B ist der volle
Endomorphismenring eines Vektorraumes vom Range &, iiber P). Wir setzen
R = A @ B und machen R zu einem Ring durch die folgende Definition:

Fiir a € 4, b ¢ B sei stets ab = 0, und ba € A4 sei durch die gew6hnliche Matrizen-
multiplikation gegeben (diese Produkte kann man bilden!). Es sei

By = {(pi) € B| pxj = 0},
A= {(pi) € 4| pu= 0} .

Wir nehmen & = {43 @ Bi}k,i-1,2,. als eine Subbasis in R, d. h., alle endlichen
Durchschnitte der F ¢ F bilden den Basisfilter von R
Da A;; @ By ein Rechtsideal ist:

(A @ Br) (A @ B) & Bed + BiBS A @ B »

N (A @ B) = (0) ist und Multiplikation und Addition stetig sind, ist R ein

kl=1

linear topologischer Ring. Das Radikal von R ist 4; 4 ist offenbar abgeschlossen
in R, und {4y} ist eine Subbasis von 4. Offenbar ist A isomorph zur kompletten
direkten Summe von N, Exemplaren des (diskreten) Zeroringes iiber (P, +)
(Tychonoffsche Topologie). Also ist 4 i.e.S.Lk. R[4 ist isomorph zum vollen
Endomorphismenring des Vektorraumes vom Range N, iiber P in der endlichen
Topologie, also i.e.S.1.k. Folglich ist R i.e.S.Lk. mit i.e.S.1.k. Radikal. Aber R
hat keinen Basisfilter aus Idealen, denn R/4 hat keinen solchen. R ist nicht
streng linear kompakt, denn R/A ist es nicht. Trotzdem zerfillt R nicht entspre-
chend dem Hauptsatz.
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5. Folgerungen

Satz 6. Die Ringe, deren sdimtliche abgeschlossenen Ideale i.e.S.l.k. Ringe mit einem
Basisfilter aus Idealen sind, sind die tm Hauptsatz genannten Ringe.

Zum Beweis braucht man nur zu erwahnen, dal jedes abgeschlossene Ideal eines
Ringes im Hauptsatz wieder die Form (1) hat.

Satz 7. Die Ringe, deren simtliche abgeschlossenen Rechtsideale i.e.8.l.k. Ringe mat
Idealbasisfilter sind, sind die Ringe des Hauptsatzes, bei denen samtliche n, = 1 sind.

Beweis. Zunichst zeigen wir, daBl alle n, = 1 sein miissen. Wire etwa n, %= 1,
so wiire mit S, = S© ’

8, Sy - S,
B () 0 0
| 00 0

ein abgeschlossenes Rechtsideal von R, dasalso linear kompakt sein miiite. Da B
diskret ist und

"0 0 - 08,
o=|29" 00
Loo---oo

ein trivialer B-Rechtsmodul ist, miite C streng linear kompakt sein, d. h. mit
Minimalbedingung fiir Untergruppen, was ausgeschlossen war.
Sind umgekehrt alle n, = 1, so hat jedes abgeschlossene Rechtsideal 4 die Form
5 SV R,
pel’™”
wobei I < I ist und R** abgeschlossen in R*, also R** streng linear kompakt,
folglich 4 i.e.S.1.k.

Satz 8. Die Ringe, deren sdmtliche abgeschlossenen Unterringe vm engeren Sinne
linear kompakte Ringe mit Idealbasisfilter sind, sind dve Ringe des Hauptsatzes, ber
denen simitliche n, = 1 sind, und simtliche S®) absolut algebraische Korper mit
Primcharakteristik sind.

Beweis. Notwendigkeit: Wegen Satz 7 sind die n, = 1. Hitte etwa S® die
Charakteristik Null, so wire I < S® (I = Ring der ganzen Zahlen). Da S®) dis-
kret ist, ist I abgeschlossen. In I bilden die (sogar absteigenden) Nebenklassen
3"—1 ‘
2

+ (3", n =12, ..

aber einen Filter mit leerem Durchschnitt.

Wiire etwa z € S transzendent iiber dem Primkorper P®) von 8®), so ist der Poly-
nomring P®)[z] abgeschlossen, enthdlt aber die absteigende Kette von Neben-
klassen (nach Idealen)

24+ () 224 22 4 (24) 2 -
mit leerem Durchschnitt.
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Also ist jedes S8®) absolut algebraisch mit von Null verschiedener Charakteristik.
Dafl dann S® kommutativ ist, folgt aus einem Satz von Jacosson ([1], S. 183), der
lautet: Jede Divisionsalgebra iiber einem Galoisfeld ist kommutativ.

Hinlinglichkeit : Sei U ein abgeschlossener Unterring eines solchen Ringes R(n, =1,
8™ absolut algebraische Korper mit Charakteristik == 0). {4,} sei ein Basisfilter
(aus Idealen) von R. Dann ist {U n A,} ein Basisfilter (aus Idealen) von U. Wir
zeigen zunichst, dafl U analog zu (XV) dem inversen Limes der Ringe U/(UnA,)
isomorph ist. Wir schlieBen hier so: Sei [u,] € lim [U,, n3]. Die Nebenklassen
u, + (U n 4,) bilden einen Filter. Dann bilden auch die Nebenklassen u, 4+ 4,
einen Filter (in R!). Da R1. k. ist, gibteseinz € N (u, + 4,). Esgilt also u, € z +

+ A,, d. h., in jeder Umgebung von z gibt es ein Element von U. Da U abge-
schlossen ist, folgt € U, und z ist Urbild von [«,]. Also ist U dem inversen Limes
der U, = U/(U n 4,) isomorph. Nach (V) und (VIII) geniigt es zu zeigen, dafl die
U/(U n 4,) im engeren Sinne linear kompakt sind. Da U[(U n 4,)== (U + A4,)/
A, S R|A, gilt und R/A, diskret ist, ist zu zeigen: Gilt

n
R=3 N IEI R*, (*)
i=1

wobei R* streng artinsch ist und die S absolut algebraische Kérper mit Prim-
charakteristik sind, so ist| jeder Unterring U von R ein artinscher Ring. Dies ist
aber der Inhalt von Satz 4 in [3].

Satz 9. Die i.e.8.l.k. Ringe mit einem Basisfilter aus Idealen und der Eigenschaft,
daf jeder Filter von abgeschlossenen Restklassen nach Unterringen einen micht leeren
Durchschnitt hat, sind die Ringe des Hauptsatzes, bet denen simtliche n, = 1 sind, und
sdamtliche S™ absolut algebraische Korper mit Primcharakteristik und mit Minimal-
bedingung fiir Unterkérper sind.

Beweis. Nach Satz 8 sind alle n, = 1 und die S absolut algebraische Korper
mit Primzahlcharakteristik. Angenommen, in S® gibe es eine streng absteigende
unendliche Kette von Unterkorpern:

K, >K,>--.

I’a jedes K; ein K; -Vektorraum ist, gilt
K= Ki+1 @ H;

mit einem gewissen K ;-Vektorraum H;. Man]wihle 0 %= k; ¢ H,, dann bilden die
hy+hy+ - +hi+Kizw (=12..)

einen Filter mit leerem Durchschnitt. Man sieht das sofort ein, wenn man bedenkt,
daf die h iiber dem Primkorper P® von S® linear unabhéngig sind. Also kann
man {h;} zu einer Basis von S® iiber P® erginzen. Jedes Element von S®*) kann
daher nur die Summe endlich vieler &; sein.

Fiir die Umkehrung geniigt es zu zeigen: Haben alle Ringe R, die Eigenschaft des
Satzes, so hat auch B = 3’ R, diese Eigenschaft. Der Beweis wird ganz analog zu
]

dem Beweis des Satzes iiber die Kompaktheit von R = 3’ R; im Falle der Kom-
Fy

paktheit aller R, gefiihrt (vgl. [5], S. 19).

Es sei also ein Filter § = {F,} von Restklassen nach abgeschlossenen Unterringen

von R = 3 R;. Nach dem Zornschen Lemma gibt es einen maximalen Filter von
F
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Restklassen nach (nicht notwendig abgeschlossenen) Unterringen. Dieser Filter
sei @ = {Gp}. Sei m; die Projektion R -~ R; und ®; = {Cl(n;(Gs))}. ©, is ein
Filter von abgeschlossenen Nebenklassen nach Unterringen in R;. Wegen der
Voraussetzung iiber R, gibt es ein z; (¢ R;), das in allen Cl(m;(G)) liegt. Es sei
z = [#;] und x 4 N eine Basisumgebung von z. Es gibt Basisumgebungen
x; + N, von z;, fiir alle 4, so daB fiir endlich viele 4, etwa 4,, ..., A, gilt:

k
xeqmmm+ngz+N.

Da a3, € Cl(m,(Gp)), ist (23, + Ni,) nm(Gp) 6 .
Also gilt

i (@1 + Na) 0 Gp 0. *)

Da 73, (23, + N3,) eine Nebenklasse nach einem Unterring ist, und & u 73, (23, + Ny,)
wegen (*) einen Filter bildet, folgt aus der Maximalitit von &

m_,l(xh + NA‘) €e®.
Aus dem gleichen Grunde folgt dann

k
N 73 @+ Na) € ©

und z + N € ®. Insbesondere gilt also (x + N) n F, =0, d. h. z¢ CI(F,) = F,,
zxe N F,.
F

6. Algebren. Diskrete Topologie

Es sei jetzt R eine Algebra iiber dem diskreten Korper K. Ganz analog heifit die
Algebra linear kompakt, wenn jeder Filter von abgeschlossenen Restklassen nach
Algebrarechtsidealen (d. h. Rechtsidealen des Ringes R, die gleichzeitig K-Unter-
moduln sind) einen nichtleeren Durchschnitt hat und wenn R einen Basisfilter aus
Algebrarechtsidealen besitzt. R heifit im engeren Sinne linear kompakt, wenn R
Lk. ist und wenn jeder Algebrahomomorphismus von R in einen linear topologischen
R-Modul (Algebramodul) offen ist. Wir nennen die K-Algebra R streng linear
kompakt, wenn sie einen Basisfilter aus Algebraidealen besitzt und wenn jeder
Filter von Nebenklassen nach abgeschlossenen K-Untermoduln einen nicht leeren
Durchschnitt hat. :

Das Radikal der Algebra R stimmt mit dem Radikal des Ringes R iiberein ([2],
Satz 6.18). :

Alle Sétze der Abschnitte 2 und 3 gelten mit den gleichen Beweisen auch fiir Alge-
bren.

Als Analogon zu Satz 2 haben wir

Satz 10. Jede streng linear kompakte Algebra R iiber K ist tnverser Limes von dis-
kreten Algebren endlichen Ranges (iiber K) und umgekehrt.

Beweis. Ist {4,} der Basisfilter von Idealen von R, so sind die R4, diskret und

streng linear kompakt, also nach (X) von endlicher Dimension iiber K. Nach (XV)
gilt R = lim [R/A,, ng]. Die Umkehrung ist wegen (V) richtig.
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Hilfssatz 4 und Hilfssatz 5 sind unverdndert fiir Algebren giiltig. Aus Satz 3 wird

Satz 11. Ist R eine primdire i.e.S.l.k. Algebra iiber K mit exnem Basisfilter aus zwei-
seitigen Idealen und vm e.S.l.k. Radikal J == (0), so ist R eine streng linear kom-
pakte Algebra. Dies vst genau dann der Fall, wenn R[J endliche Dimension iber K
hat.

Der Beweis bleibt erhalten. Analog zu Satz 4 gilt mit analogem Beweis

Satz 12. Sev R eine 1.e.8.L.k. Algebra iiber K mit einem Idealbasisfilter und i.e.S.Lk.
Radikal J, R|J = R = Z e,,Re,, Ist e,,Re” von unendlichem Rang iiber K, so gilt

e Re, = ¢,Ré,(e,re, — e,,re,,) und e, J = Je, = (0).

Mit diesen Sdtzen erhidlt man auf genau die gleiche Weise wie im Beweis von Satz 5
das Hauptergebnis fiir Algebren:

Satz 13.

(I) Jede v.e.8.l.k. Algebra R iiber dem (dvskreten) Korper K mait v.e.S.l.k. Radikal
und exnem Basusfilter aus Idealen besitzt die direkte Zerlegung

R =3 8®[+| R*, (1)
per "H T

weber R* eine streng linear kompakte Algebra iiber K ist und die S dvskrete
Divisionsalgebren unendlichen Ranges iber K sind.

(IT) Jede Algebra mit der Dsartellung (1) ist eine i.e.8.1.k. Algebra mit Idealbasis und
1.e.8.l.k. Radvkal.

(IIT) Die Darstellung (1) vst esndeutig vm folgenden Sinne: Ist auch noch
R=3 S(‘) [+] R*,

Aed
wobei R*' streng linear kompakt vst und die S® unendlichen Rang iiber K
haben, so gibt es eine eineindeutige Abbildung der Indexmenge I auf A (u —A4,)
mat SW = 84 und n, = nz,, und es gilt R* =~ R*' .

Analog zu Satz 6 und Satz 7 gelten mit analogem Beweis:

Satz 14. Die Algebren iber K, deren simitliche abgeschlossenen Ideale t.e.S.l.k.
Algebren mit einer Idealbasis sind, sind die Algebren von Satz 13.

Satz 15. Die Algebren iiber K, deren siimtliche abgeschlossenen Rechtsideale i.e.8.1.k.
Algebren mit Idealbasis sind, sind die Algebren von Satz 13, bei denen tn (1) sdmitliche
n, = 1 sind.

Weiter gilt der

Satz 16. Die Algebren iiber K, deren siimtliche abgeschlossenen Unteralgebren
1.e.8.L.k. mit einer Basis aus Idealen sind, sind die Algebren von Satz 13, bei denen
alle n, = 1 und alle 8™ algebraisch iiber K sind.

Beweis. Da 8® ein Einselement hat, kann man K als einen im Zentrum von S§®)
liegenden Unterkorper von S®) auffassen. Nach Satz 15 sind die n, = 1. Ange-
nommen, z € S wire transzendent iiber K. K[z] ist eine (abgeschlossene) Unter-
algebra von 8®), die die Restklassen

2+ K[2%], z+ 22+ K[z4],...
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enthdlt. Diese bilden einen Filter, der leeren Durchschnitt hat, da z transzendent
iiber K angenommen war.

Fiir die Umkehrung zeigen wir: Jede Unteralgebra U == (0) von S® (S®) algebra-
isch iiber K) ist ein Schiefkérper. Es sei (0 =) z € U. Es gibt eine Gleichung

an?"+ -+ a2+a,=0 (a;¢€ K).
Dies sei das Minimalpolynom. Dann gilt a, 3= 0, anderenfalls wire
(@pz" 14 o4 a)z=0,

was im Schiefkérper S® unméglich ist. Daher gilt (0 =) a, €
+ a,z € U, da U Unteralgebra sein soll), also K & U, K[z] S
ist, gilt K[z] = K(z), das Inverse von z liegt also in U, q. e. d.
Jetzt gelingt der Beweis genauso wie bei Satz 8.

(denn auz" + -+ +
. Da z algebraisch

Satz 17. Die v.e.S.l.k. Algebren mit einem Basisfilter aus Idealen und der Eigen-
schaft, daf} jeder Filter von abgeschlossenen Restklassen nach Unteralgebren einen
nichtleeren Durchschnitt hat, sind die Algebren von Satz 13, ber denen sdmitliche
n, = 1 sind und siamtliche 8™ algebraisch iiber K mit Minimalbedingung fiir Unter-
algebren sind.

Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz 9.

Wir betrachten jetzt den Spezialfall, dafl die Topologie des Ringes R die diskrete
sei. Ist R dann ein i.e.S.Lk. Ring mit i.e.S.1.k. Radikal, so gilt der Hauptsatz, d. h.
die Indexmenge I" (im Hauptsatz) ist endlich, und nach (IX) ist R* ein streng
artinscher Ring. Also ist R artinsch mit artinschem Radikal.

Umgekehrt ist ein diskreter artinscher Ring mit artinschem Radikal nach (VII) (b)
ein i.e.S.1L.k. Ring mit i.e.S.1.k. Radikal. Also folgen aus unseren Ergebnissen fiir
Ringe sofort die Ergebnisse von [3].

Fiir den Fall der diskreten Topologie einer Algebra iiber einem Korper K erhalt
man:

Satz 18. . :

(I) Jede artinsche Algebra R (d. h. jede Algebra mit Minimalbedingung fiir Algebra-
rechtsideale) mat artinschem Radikal ist die direkte Summe

n e
E= 3 SO R*, (%)

wober die S® Divisionsalgebren unendlichen Ranges iiber K sind und R eine
Algebra endlichen Ranges iber K ust.

(IT) Jede Algebra mat der Darstellung (1*) vst eine artinsche Algebra mit artinschem
Radrkal.

(IIX) Die Darstellung (1*) ist tm folgenden Sinne evndeutig: Ist auch noch
m
B=3 Lo BY,

mit R* von endlichem Rang iber K und L® Divisionsalgebren unendlichen
Ranges iiber K, so ist n = m und nach eventueller Umnumerierung L® =~ S*),
My = Nk, R*'% R¥* .

Satz 19. Die Algebren iiber einem Korper, deren simitliche Ideale artinsch sind, sind
dve Algebren von Satz 18.
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Satz 20. Die Algebren iiber K, deren sidmtliche Rechtsideale artinsch sind, sind dve
Algebren von Satz 18, ber denen in (1*) alle ny = 1 sind.

Satz 21. Die Algebren iiber K, deren sdmtliche Unteralgebren artinsch sind, sind dve
Algebren von Satz 18, bei denen in (1*) alle ny = 1 sind und die S® alle algebraisch
" diber K sind.

Satz 22. ([13]) Die Algebren mit Minimalbedingung fir Unteralgebren sind die
Algebren von Satz 18, bei denen in (1*) alle ny = 1 sind und die S® algebravsche
Divisionsalgebren iber K mit Minimalbedingung fiir Unteralgebren sind.
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