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Uber einige Eigenschaften der Zentralreihe
der p-Sylowgruppe der symmetrischen Gruppe vom Grade p™

LoTHAR TESCHKE

Nach L. KaLousNinNg [1] ist die Nilpotenzklasse der p-Sylowgruppe ‘B, der sym-
metrischen Gruppe vom Grade p™ gleich p™—1. In %, fillt die aufsteigende mit
der absteigenden Zentralreihe zusammen, so dal wir kurz von der Zentralreihe
von $B,, sprechen wollen. Zur Herleitung einiger Eigenschaften dieser Zentralreihe
benutzen wir das in [1] entwickelte Modell fiir ,,. Insbesondere werden uns die
Ableitungen ®; von B, und die Untergruppen {j;, die aus allen p'-ten Potenzen
der Elemente von 3, erzeugt werden, interessieren. Sowohl die &; als auch die
U+ sind Glieder der Zentralreihe. Es stellt sich heraus, da8 &,, die Kommutator-
gruppe von B, mit dem Durchschnitt aller maximalen Untergruppen von P,
der @-Gruppe, zusammenfillt. In Analogie zu der bekannten Tatsache, daB
®i411in &, der Normalteiler mit maximaler abelscher Faktorgruppe ist, wird weiter
gezeigt, daB {);11 in {J; der Normalteiler mit maximaler regulirer!) Faktorgruppe
ist. Die Faktorgruppen ®;/®;,1 und {5;/0;+1 sind alle vom Exponenten p. Damit
handelt es sich bei den &;/®;+1 um elementarabelsche Gruppen. Dagegen sind die
0+/Ui+1 im allgemeinen nicht abelsch.

Diesen in Teil II hergeleiteten Ergebnissen schicken wir in Teil I einige Resultate
aus [1] voraus.

Alle betrachteten Gruppen seien endlich.

L

Um gewisse spezielle Untergruppen von ‘B,, bequem untersuchen zu konnen, wird
in [1] einer solchen Untergruppe R ein m-Tupel von nichtnegativen ganzen Zahlen

{IRlys [Rlgs v s [Rlmd

zugeordnet. Fiir die Koordinaten ||, eines solchen m-Tupels, das Indikatriz von
R genannt wird, gilt die Bedingung

0<RL<p!, l<u<m.

1) Den Terminus ,,regulédr¢ benutzen wir im Sinne von P. HaLL [2].
9.
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Eine Untergruppe von P,,, die sich auf diese Weise beschreiben 148t, wird in [1]
als eine ,,groupe parallélotopique‘, abgekiirzt G. P., bezeichnet.
Eine G. P. R ist genau dann in einer G. P. © enthalten, wenn

Rl < 1S]us l1=su=smp,

erfiillt ist. Weiter soll eine G. P. N die Tiefe r haben, wenn gilﬁ
Rly=0 fir 1<wu<r und |R|,4;1 0.
Eine G. P. R der Tiefe r ist Normalteiler von %,, genau dann, wenn
Rly=p* ! —p firaleumit r+1<u<m.
Das Hauptergebnis von [1] ist, dafl die Normalteiler unter den G. P. genau die

charakteristischen Untergruppen von 9, sind.
Ist nun

(0] =80C81C "'C8BC ...C8pm_1 — SBm
die aufsteigende Zentralreihe von B, so ist jedes Glied 3, eine G.P. Fir die
Indikatrix von 3, gilt

B4y = max (0, p*~! —pm-1 45), l<usm, 0=<s<pl.(l)

Die Faktorgruppen 3,/8,-1, 1< s < p™~1, sind }
)

elementarabelsche Gruppen. Sie haben die Ordnung !,
wobei ¢ die Differenz aus m und der Tiefe von 3, ist.

Bezeichnet man mit &; die i-te Ableitung von B,, so ist &; eine G. P. der Tiefe 1.
Ist 7 = 1, so gilt fiir deren Indikatrix

[Relu =p* 1 —p!, 1+1Zusm. (3)
Wegen &,_1 &€ und &, = € folgt daraus sofort, daBf B,, die Stufe m hat. Fir
=0 gilt & = P, und

[Roly=p""1, l=susm.

Auch 3§y = U«(PBm), ndmlich die aus allen pi-ten Potenzen der Elemente von 9,
erzeugte Untergruppe, ist eine G. P. der Tiefe 7. Firalletmit 0 <7 < m — 1 gilt
fiir die Indikatrix von ¢y,

Odu=p*"1—p'+1, 14+1<u=sm. , (4)

Aus der Tatsache, daBl ‘B, zwar Elemente der Ordnung p™, aber keine Elemente
groBerer Ordnung enthélt, folgt aulerdem sofort

On = @ . (5)
II. .

1. Die Untergruppen $; und {; als Glieder der Zentralreihe von B

Schreiben wir (3) und (4) in der Form
[Ry = max (0, p¥—1 — pi-1), l<u<m,
[Ody = max (0, p* ' —p'+ 1), 1<u<m,

80 erkennen wir mittels (1), da sowohl die ®; als auch die 7y, Glieder der Zentral-
reihe von B, sind, und zwar gilt :

K = Bpm—l_pi—l , 1Zi<sm, (6)

bzw.
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dazu wie iiblich & = B = 3 pm—1, SOWie

Oi=8m-1_,i+1, 0=i=m-—1, (M
und auBerdem nach (5) n = € = 3,.
Daraus ergeben sich folgende Eigenschaften:

a) i E/i, 1=7<<m—1.

Unter Beachtung von ¢y, = & = B, und U, = K, = € ist diese Inklusion auch
fir 0 < 7 < m richtig.
Es gilt sogar
U{C.@i, lé'bém——l,
abgesehen von dem Fall p = 2, 7 = 1, in welchem ¢y, = &, ist.

b)@iﬂctjt, O_S_’bém-—l.

®i+1 und {5 sind, wie (6) und (7) zeigen, Glieder der Zentralreihe von ., die
unmittelbar aufeinanderfolgen. Da {y; die Tiefe 7, &; ., aber die Tiefe ¢+ 4+ 1 hat,
ist {J; das erste Glied der Zentralreihe mit der Tiefe 7. Deshalb haben nach (2)
genau die Faktorgruppen aufeinanderfolgender Glieder der Zentralreihe, die sich
zwischen &;,; und &; bilden lassen, die Ordnung p™—*.

Oder:

Die Ableitungen &; von PB,,, 1 < 7 < m — 1, sind genau diejenigen Glieder 3, der
Zentralreihe, fiir die

(80: 83—1) =+ (83+i: 83)

§i+lc Qic o € Ric Qi—lc o,
—_ S S e

—_—
pm—i~1 Pm—-i pmai...pm—ipm—i+1

gilt:

2. @-Gruppe und Kommutatorgruppe von R,,,

Unter der @-Gruppe einer endlichen Gruppe, die verschieden von € ist, versteht
man bekanntlich den Durchschnitt ihrer maximalen Untergruppen. In einer p-
Gruppe ist die Kommutatorgruppe stets in der @-Gruppe enthalten ([3], S. 204).
Die Kommutatorgruppe einer beliebigen Gruppe ist der Normalteiler mit maxi-
maler abelscher Faktorgruppe, in einer p-Gruppe ist die @-Gruppe der Normalteiler
mit maximaler elementarabelscher Faktorgruppe.

In B, gilt nun

Satz 1. In B, fallt die Kommutatorgruppe mit der @-Gruppe zusammen.

Beweis. Nach 1b) ist die Kommutatorgruppe (oder erste Ableitung) &, von B,
das vorletzte Glied der aufsteigenden Zentralreihe von P, = U,. Deshalb ist
Pn/® nach (2) elementarabelsch, was das Zusammenfallen von &, mit der
@-Gruppe von P, nach sich zieht, g.e.d. '

Folgerungen.

1. Der Index der Kommutatorgruppe in B, ist gleich p™. (Dies folgt aus den
Betrachtungen in 1b) fiir ¢ = 0.)
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m
- 11 maximale Untegruppen (oder Normalteiler vom

2. In P, gibt es genaun
Index p).

(p*—=1)(p" — 1)
p—1(@P*—1

3. In B, gibt es genau Normalteiler vom Index p2.

3. Abelsehe und reguliire Faktorgruppen aus Gliedern der Zentralreihe von 3,

Da R;,, die Kommutatorgruppe von {; ist, ist offenbar ®;,; in &; der Normal-
teiler mit maximaler abelscher Faktorgruppe, 0 < ¢ < m — 1.

Eine analoge Aussage ld8t sich nun fiir die Normalteiler gy; herleiten, falls man ent-
sprechende regulire Faktorgruppen betrachtet. Es gilt ndmlich

Satz 2. Uiy1 18t tn U der Normaltedler mit maximaler requliirer Faktorgruppe,
0ism—1.

Dem Beweis des Satzes schicken wir einige allgemeine Betrachtungen iiber
p-Gruppen voraus:

Satz 3. Set ® eine p-Gruppe, die sich durch Elemente der Ordnung p erzeugen lipt.
Genau dann vst & regulir, wenn & vom Exponenten p ist.

Beweis. Zunichst ist jede p-Gruppe vom Exponenten p trivialerweise regulér.
Sei nun & reguldr. Dann ist in & die Ordnung eines Produktes nicht gréfer als
das Maximum der Ordnungen seiner Faktoren ([3], S. 235). Da sich & durch Ele-
mente der Ordnung p erzeugen laBt, kann infolgedessen jedes Element von ¢
hochstens die Ordnung p haben, womit & vom Exponenten p sein muB, q.e.d.

Der Beweis zu Satz 3 zeigt uns iibrigens noch, da8 folgende allgemeine Aussage
gilt:

Eine regulire p-Gruppe, die sich durch Elemente der Ordnung p* erzeugen lifit,
ist vom Exponenten p?, s = 0.

In einer p-Gruppe & sei {y;(®) diejenige Untergruppe, die von allen pi-ten Potenzen
der Elemente von & erzeugt wird. Die {5:(®) sind vollinvariante Untergruppen
von (.

Folgerung. Ist® eine p-Gruppe, die sich durch Elemente der Ordnung p erzeugen
ldpt, so ist 15,(®) der Normalteiler von & mit maxvmaler regulirer Faktorgruppe,.

Beweis. Ist ndmlich 9 ein Normalteiler von & und &/ regulir, so ist ¢/N, das
sich natiirlich auch durch Elemente der Ordnung p erzeugen laft, nach Satz 3
vom Exponenten p. Daraus folgt (AN)? = APN S N und damit 4P e N fiir
alle 4 € ®, was ¢J,(®) S N ergibt. Weiter ist ®/7),(®) vom Exponenten p, also
reguldr.

Bemerkung. LiBt sich {y,(®) ebenfalls durch Elemente der Ordnung p er-
zeugen, so ist also 0y (0,(®)) der Normalteiler von ¢5,(®) mit maximaler regulirer
Faktorgruppe. Es gilt nun

0:(0) S U, (Ul(@))

und allgemein sogar

Ui+1(®) S U,(0:«(©®)) - ' ®)
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Denn jedes erzeugende Element a?**! von Di+1(®) ist wegen a?' ! = (a?'y? p-te

Potenz eines Elementes von {j¢(®) und damit Element von {5, (U;(@)).

Es wird sich herausstellen, daB fiir & = B,, in (8) das Gleichheitszeichen gilt.
Zunéchst jedoch besteht unsere Aufgabe darin, in ,, Untergruppen aufzusuchen,
die sich durch Elemente der Ordnung p erzeugen lassen:

Satz 4. Jede Q. P. lipt sich durch Elemente der Ordnung p erzeugen.

Beweis. (Fiir die Bezeichnungen siehe [1].) Eine G. P. R der Tiefe r enthilt die
Elemente

: i

Ty =10, ..., 0, 2bzls - u"_ll, 0,..,0{,

\qu
u—1

wobei 4y, 4, ... , 1,1 alle Exponentensysteme durchlduft, fiir die
[T tlu = h[“i‘x? xiu_——ll] =1<| R, r+1su<sm,

gilt. Mit % wird hierbei die Hbhe des entsprechenden Monoms bezeichnet. Alle
diese Elemente sind, wie sofort zu sehen ist, von der Ordnung p. Sie bilden ein
Erzeugendensystem fiir f ; sei ndmlich 4 ein beliebiges Element aus R, so daB also

|Aly =k [a(@y, 23 oo, - )] < Ry, r+1<usm,
gilt. Mit

AW = [O, e s 0, al@y, X9y 0ee s y—1),0, ... ,0] , r+1Zu<m,

u—1

ist dann

A= Am . 4m-1) .., 4(r+1)

Gilt ausfiihrlich

|4]u ;
{5 Ty —
ATy Tps ove s Tyg—1) = é; Qifiyorniy_q Ty - 201,
wobei iiber die Héhe der Monome in a(#;, %y, ... , y—1) zZu summieren ist, so ergibt

sich
(A
AW = llle Thvt-1, r+lZuzsm,

womit alles gezeigt ist, q.e.d.
Folgerungen.

1. Alle Glieder der Zentralreihe und damit auch alle Untergruppen &; und ty;,
0 < 7 < m, von P, lassen sich durch Elemente der Ordnung p erzeugen.

2. Auch B, 1laBt sich durch Elemente der Ordnung p erzeugen. Da nach Fol-
gerung 1 zu Satz 1 die Ordnung der Faktorgruppe von B,, nach der @-Gruppe
gleich p™ ist, umfaft ein minimales Erzeugendensystem von 9P, genau m Ele-
mente.

Bemerkung. Es laBt sich zeigen, daB P, z.B. von den m — 1 Elementen
T, ju-1= [O, v 0,207 8. 27 o, ., O] , 2<u<m,
u—1
und 7y, =[1,0, ..., 0] erzeugt wird.
P —

m—1
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Ein Studium des Beweises von Lemma 18 in [1] ergibt, daB aus 4 € {j; die Be-
ziehung A? € {544 folgt, 0 < 7 < m — 1. Damit haben wir

Satz 6. In P, sind die Faktorgruppen UiVi+1, 0 <t < m — 1, vom Expo-
nenten p.

Beweis zu Satz 2. Da sich {y; durch Elemente der Ordnung p erzeugen 1a8t
(Folgerung 1 zu Satz 4) und {J4/0;+1 vom Exponenten p ist (Satz 5), ist U3:/(yi+1
regulir (Satz 3). Weil weiter U,(U,(S,Bm)) der Normalteiler von {3;(f») = U mit
maximaler regulirer Faktorgruppe ist (Folgerung zu Satz3), gilt 15,11 2 0, (0«(B))-
Mit (8) ergibt das Ui+1 = U1(U«(Bw)), q.e.d.

SchlieBlich soll geklidrt werden, ob

1. die Faktorgruppen &:/®;,1 vom Exponenten p sind oder nicht,

2. die Faktorgruppen {y;/U:+1 abelsch oder nicht abelsch sind.

Sicher ist &;/R®:;+1 vom Exponenten p in den Fillen 7+ = 0 (wegen Satz 1) und
1 =m — 1 (weil 8,1 von der Tiefe m — 1ist). Dies laBt sich aber sogar allgemein
zeigen:

Satz 6. Die Faktorgruppen R:i/Ri11, 0 < ¢ < m — 1, sind vom Exponenten p
und damit elementarabelsch.

Beweis. In Abwandlung des Beweises von Lemma 18 in [1] zeigen wir, dal aus
A € & die Beziehung A? € §; ., folgt:
Wegen
|Rilu = max (0, p*~! — p*~)
und
[®i41ly = max (0, p*~1 — PY) lsu=sm,

ergibt sich aus 4 € ®; sofort

|4l =0 fir 1Z5u<e
und

Al < p*~t —p-1  fir i+ l<u<m.
Mit [4], = a(X,—1) aber folgt

[47)=Sa (X4 1), 0<s<p—1. 9)
AP € ®;, ist klar, wenn | 47|, < p*~! — pi, 1 + 2 < u < m, gezeigt ist.
Zunichst ist das Glied in der (¢ + 1)-ten Koordinate von A? gleich Null, und die
Tiefe von A? ist mindestens 7 + 1. Die Monome in (9), die hohenmaéBig die Schranke
p*~1 — pt iibersteigen konnten, kénnen wegen

Rlad ™ e T ol Tl e a1l = et — pit (10)
nur von Monomen in a(X,_;) herriihren, die von der Form
o i w1, 0=Shk<p-—1 k<p-—1,

sind. Wire ndmlich ein Exponent von z; 4, ..., ,—1 kleiner als p — 1, so wiire die
Hohe des Monoms wegen (10) hochstens gleich p*—! — pi. Beim Studium der
Glieder, die sich aus diesen Monomen in [4?], ergeben, stellt man jedoch fest, daB
sie alle von einer Hohe sind, die héchstens gleich p*—! — pt ist, q.e.d.

Beim zweiten Problem ist zunéchst zu beachten, daf {5:/(5;+1 fiir 2 = O nicht
abelsch ist, da {J, nach 1a) echt in &, enthalten ist, und fiir ¢ = m — 1 abelsch ist,
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da U1 nach (7) mit dem Zentrum §; von ‘B,, iibereinstimmt. Fiir p > 2 1Bt
sich folgende allgemeine Aussage zeigen:
Satz 7. Die Faktorgruppen O0:[/Ui+1, 0 < © < m — 2, sind fiir p > 2 nicht abelsch.
Beweis. Es geniigt, zwei Elemente 4 und B aus £2; anzugeben, fiir die A B4-1B-!
4 Ui gilt.
Die Elemente

4= [O, w0, 1, 241, 0, ... 0]

i

und

B= [o, 0,0, 22,:1,0, ..., 0]
e— —
i+1

sind nun wegen

|Alive = b [#iy1] = p' + 1 < |Bliye = hlzi ] =2p' + 1
und

2p + 1 < p'*! — p' + 1 = |Uilise
in {J; enthalten und haben die gewiinschte Eigenschaft. Es gilt ndmlich
ABA-1B-! = [O, 0,0, —22,,1 + 1,0, ..., 0] 5
i+1

wobei |ABA-1B-Y; o = h[—2xi+1 + 1] = hlz;11] = p* + 1 ist, was wegen
|Oit+1li+2 = 1 sofort ABA-1B~! ¢ {J;+1 nach sich zieht, q.e.d.
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