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Der Satz von Kronecker und Perron fiir Veronesesche Ideale

Bopo RENSCHUCH

Herrn Prof. Dr. O.-H. Keller zum 65. Geburtstag gewidmet

In der KuMMER-Festschrift formuliert KrRONECKER ([10], Seite 30; die Zahlen
in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Schlufl
der Arbeit)folgendes:,, Man sieht dabei leicht, dass stets n -+ 1 solcher Werthsysteme
ausreichen, damit die hieraus entstehenden Qleichungen @, = 0, @y =0,.. .,
D, ., = 0dieGesammiresolvente @ = 0 haben,und es ergiebt sich daher das Resultat,
dass der gesammte Inhalt jedes Theilers der Resolvente eines Gleichungssystems
fiir n Grossen z durch ein System von nur n + 1 Qleichungen dargestellt, also
auch jedes System wvon beliebig vielen Qleichungen durch ein solches von nur
n 4 1 Gleichungen ersetzt werden kann“ (zitiert nach dem Originaltext).
Dieser Satz wurde geometrisch so interpretiert: Jede algebraische Mannig-
faltigkeit im n-dimensionalen Rawm ist Schnitt von hiéchstens n + 1 Hyper-
flichen, speziell: Jede algebraische Kurve im dreidimensionalen Raum ist
Schnitt von héchstens vier Flichen. Diese Aussagen sind falsch, wenn
man den Begriff algebraische Mannigfaltigkeit (bzw. den Begriff algebraische
Kurve) unter Beriicksichtigung von Multiplizititen definiert, insbesondere,
wenn man iiberdies von der eineindeutigen Zuordnung zwischen Polynom-
idealen und algebraischen Mannigfaltigkeiten ausgeht (vgl. GRGBNER in [3],
Seite 88). Von PERRON wurde in [13], § 2, klargestellt, daB der Kroneckersche
Satz nur folgendes aussagt: Unter den unendlich vielen Idealen mit demselben
Nullstellengebilde gibt es wenigstens eines, das eine Basis von hochstens n + 1
iPolynomen hat (PERRON verwendet den damals gebriuchlichen Begriff Null-
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stellenmannigfaltigkeit; zur Definition der Begriffe aus der Idealtheorie sei
auf [3], [6], [6] und [14] verwiesen). VAN DER WAERDEN zeigte in [15], daB die
Schranke n + 1 auch noch fiir H-Ideale aus K[z, 2y, ..., x,] richtig ist,
woraus ihre Giltigkeit auch fiir den Fall inhomogener Ideale aus K[z, . . ., z,]
gesichert ist (vgl. [11]; dort auch Widerlegung eines angeblichen Gegenbeispiels
von VAHLEN). Daneben hat PERRON in [13] einen Beweis des Satzes gegeben.
Unter Benutzung des Begriffes Radikal eines Ideals 1aBt sich der Satz wie
folgt formulieren und beweisen :

Satz. Ista — K[z, %4, . . .,x,] ein H-Ideal mita = (F,,F,,...,F,),s>n+41,
(Fy, ..., F,) Minimalbasis, so existiert wenigstens ein H-Ideal b — K [z,

Ty, 2] MikD=(Gy, G, ...,60), Va=Vbund k <n + 1.

Anders formuliert: In der Klasse aller Ideale mit demselben Radikal existiert
wenigstens eines, das eine Minimalbasis aus hochstens n + 1 Formen besilzt.

Das Radikal ©t = Va_ = VE gehort zwar selbst dieser Klasse an, leistet aber
im allgemeinen nicht das Gewinschte, denn es gibt Primideale p (fiir die stets

Vi)_ = p ist) mit k > n + 1, zum Beispiel p = vy3 mit n = 9, s = 27 (Beispiel 4).
Beweis. Sei a=(f’i,...,F-,)CK[xO,...,x,,], s>n-+1, Dim a=d =

n — r und VE=Pn SRARESS et TRES RS TR RARIa el
“*"P,., mit Dim p;, =n — i und den Grundidealen (vgl. [14], Seite 7
n-s, p‘k g

gr(Va) =Pyt pr-e,.’
gH—i(VE) =prl U R hpr-srm e mpr+i-1 20 D mpr-&-i-ai (i=17 . .,d).
Fiir a existiert eine a-Schnellbasis (vgl. [14], Seite 12)

a=(F1,...,F,,F
Dimh=n—r=d.

",F‘)’ I)z:'-(Fli""Fr)’

r+12

Dann ist VE < Va; gilt das Gleichheitszeichen, so kann b = f) mit k = r gesetzt
werden, und wir sind fertig. — Ist dagegen }§ = Va, so gilt

Vo=, ~py, ~b=g (Va)~b, mit b4(1), 6=V,

(d. h., b, ist semiprim), b, ungemischt und Dim b, = n — r = d.
Wir wihlen nun eine Form F, , € Vacg, (VE) mit b, : (F,,,) = b,.
Dann wird (vgl. [14], (2), (4))

V([” Fr+i) = V(prli Fr+i) N RSN V(pr-c,.’ Fr+i) N V(Br’ FH-i)
=Py pr-l,. [ V(Br’ Fr+l)'
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Nach einem Satz von GROBNER ([3], Seite 147, 137.13) ist dann J(b,, F,,,)
ungemischt und Dim (b,, F,,,) = d — 1. Weiter ist J(§,F,,,) S Va, und
im Fall des Gleichheitszeichens sind wir wieder fertig und konnen b = (p, F,,,)

setzen. — Ist dagegen V (9, F,,,) < Va, so gilt
V(b’Frq-!) = G414 (VE) S br+i

mit b,,, (1), b,,, = Vb,.., b,,, ungemischt und Dim b, ,, = d — 1.
So fortfahrend, erhalten wir schlieBlich im ungiinstigsten. Fall

VO.Froys Frogy .-, F) =g, (Va) ~ b, = Va ~ b, mit n =7 +d,

b, &(1), b, = Vb, b, ohne triviale Komponente und Dim b, = 0.
Fiir den Fall ¥(§, F,,,, F, .5, ..., F,) = Ya wahlen wir dann abschlieBend
F, ,mitF, € Va,b,:(F,,,) =Db,, dann folgt

V(b’ F,+1,F,+2, v ,F”,F”+1) = Vaﬁ bn+1

mit b,,, (1), b,,, = Vb,,, und Dim b,,, = —1. Dann aber muB

Bpry = (@0, @45 .., 2,)

sein und kann in der Durchschnittsdarstellung weggelassen werden. Mithin
ist Vb, F,,(, Fyr9,- -, Fny F,.y) = Va,also
=00, F, 000c0s Fyps) =500 s Fpy Fopysovis Fupq)s g 0.4

Neben einer ringtheoretischen Verallgemeinerung dieses Satzes von FORSTER
(vgl. [2]) wurden von verschiedenen Verfassern Untersuchungen zur Ver-
besserung der Gradschranke » -+ 1 fiir ungemischte Radikale vorgenommen.

Optimal wire folgendes Ergebnis: Zu pseudogemischten a = K[z, 2y, . . ., Z,]
mit Dim a = d, r = n — dexistiert b = (Fy, ..., F;) mit Ya = Vb und

k = r fir a pseudogemischt. (1)

Nun hat BupacH in [1] (Seite 189, Korollar 7.5.3) mit homologischen Methoden
gezeigt, daB im dreidimensionalen projektiven Raum eine ungemischte Kurve
existiert, die nicht als Schnitt zweier Flachen darstellbar ist (alson = 3,d = 1,
r =2, k = 3), womit (1) widerlegt worden ist. Die schwachere Forderung

k = r fiir a quasiprimdr, d. h. Ya = p prim, )

wurde von HARTSHORNE in [7] durch Angabe eines Beispiels fiir ein Primideal
Pmitn =4,d =2, r =2, k = 3 widerlegt.
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Es bleibt also zu wiinschen, daB
k < r + 1 fiir a pseudogemischt (also Va ungemischt) (3)

gilt; fir (3) ist dem Verfasser bisher kein Gegenbeispiel bekannt.1)
Istnunr=2,alsol1 <n—d—1lundn —d+1<2n—2d — 1, so folgt
aus (3) die Vermutung von HARTSHORNE:

k<2n—2d—1 (4)

([8], Seite 126, Problem 5.19).
Istd=1,also —1 < —dund n —d + 1 < n, so folgt aus (3)die Vermutung
von M. KNESER:

k<mn?) (8)

(nach einer miindlichen Mitteilung; siehe auch [2], Seite 86).

Fiir den Fall gemischter Radikale wire (5) optimal (man denke an eine Hyper-
fliche und einen nicht auf ihr liegenden Punkt). Fir » = 3 wurde (5) von
MarTin KNESER in [9] bewiesen.

Mit dem Gegenbeispiel von HARTSHORNE fiir (2) im Fall n = 4 ist allerdings
die Frage, ob k = 2 fiir den , klassischen” Falln = 3,d = 1,r = 2, VE = p prim
gilt, noch nicht entschieden; es ist also noch offen, ob es irreduzible Kurven gibt,
die nicht Schnitt zweier Flichen sind. BUDACH hat in [1] gezeigt, daBl die homo-
logischen Methoden bereits bei dem als Gegenbeispiel offenbar unerschopf-
lichen Macaulayschen imperfekten Primideal v{? (fiir die Bezeichnung siehe
[4], [6]) zu keiner Entscheidung fithren ([1], Seite 189), was auch von HarT-
SHORNE erwahnt wird ([8], Seite 125/126, Exercise 5.16).

Auf Anregung von W. VogEeL (Halle) beschéftigen wir uns mit der

Frage. Ist (2) fiir alle Veroneseschen Ideale und bestimmte ihrer Projektionen
giiltig ?

. . d+m
Das Veronesesche Ideal v,, — K[z, %y,...,%,] mit n = — 1+ ( d )

ist” das Primideal mit der allgemeinen Nullstelle yo = t3, y, =ty ‘¢, ...,

Yo =0 =8y =Y = ta_i Yy, = t7 und hat

1) Auf der Herbstschule 1971 in Ahrenshoop wurden dem Verfasser Gegenbeispiele
zu (3) auch fiir den Fall quasiprimérer Ideale angegeben.

1) Dies wurde inzwischen bewiesen; vgl. EisENBup, D., and D. G. EvANS jr.:
Every algebraic set in n-space is the intersection of n hypersurfaces. Invent.
Math. 19 (1973), 107-112.



Der Satz von KRONECKER und PERRON fiir Veronesesche Ideale 23

nach GopDARD und GROBNER ([4], Seite 258, III) eine aus ("'42‘ 2) — (2md+ d)

Quadriken der Form x,x; — x;x, bestehende Minimalbasis. Sei y, = £{ ¢ - -
(31t i+ iy iy + 4 =m, i; > 0;dannist yP = yPyh - ;;’:iy;";
also ist

ig f ig_q ¢
Fp = way, =@ a — ap € vy, (6)
firalle k€(0,1,..., ) mit k =0, ky, ..., k;_,, n.

Damit erhalten wir n — d = r Formen F, vom Grad m und q = U(F,) ist
ein H-Ideal der Hauptklasse r mit Va S 9,,,; wegen der Ungemischtheit von
Idealen der Hauptklasse ist q nicht nur quasiprimér, sondern sogar primdr. —
Fird = 1, k = r = n — 1 wurde dieser Satz schon von PErRRrON ([12], Seite
306, 307) mit Giiltigkeit des Gleichheitszeichens bewiesen.

Entsprechend kann man fiir solche Projektionen v{), von v,, schlieBen, bei
deneni =0, k¢, ..., k;_,, nist. Fir d = 1 kann im Fallei = 0 oderi = nin
derallgemeinen Nullstelle ein Faktor gekiirzt werden, mithinist 9% = o =, , ,.

Doch erhilt man wegen der konjugierten Nullstellen aus (6) im allgemeinen
keine vollstandigen Schnitte.

Beispiele

1. Das Ideal v,
Hierist yo = £, yy = 82 t,, yo = to£3, y, = £ und
03 =3 (z(:z;zi) = (X Ty — &}, To T3 — Xy Xy, Ty T3 — T3).
Dann wird q = (Fy, Fy) = (22 23 — @, 2o 2% — 3) mit }Vq < vy
Durch Bildung von Eliminationsidealen erhilt man ebenfalls q. Andererseits
hat PErrON ([11], Seite 319) ein weiteres Primérideal q; der Hauptklasse 2

mit Vg, = 0,5 angegeben, dessen Basis eine Quadrik enthalt, nimlich
91 = (T %y — &, To a3 — 2, @y @3 + X3).
Das angegebene Verfahren und auch die Eliminationsmethode liefern also

keineswegs Primdrideale der Hauptklasse von kleinstmoglicher Ordnung, die
Ergebnisse sind also in dieser Beziehung nicht optimal.

2. Das Ideal vy,
Hier ist yo = &5, y1 = €36y, y2 = 6§ 65, y3 = to £, ys = ] und

Loy X9 X
UI/,:%( Q1 4243
Xy Xq X3

_ 2 2 : 2
= (‘Toxz—xls Lo Xz — Xy Xg, o X4 — Ty, X T3 — wﬁ,wn T, — Xy Xy, X9 Ty — T3).

| Dannwird q = (Fy, Fy, Fy) = (& @, — af, 23 23 — a§, 207} — @) mit Vg vy,
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Durch Elimination wiirde man q, = (2} 2, — 2}, 2o 2, — 22, 223 — 2%) er-
halten. Uberdies existiert nach PERRON ([12], Seite 306, 308, 309) ein

G2 = (@1, @2, @3) mit V@ = Dy4

und Quadriken @, @,, @;. Dies gilt analog fiir alle v,, mit n = 2* (vgl. PERRON
[12], a. a. O.).

3. Das Ideal v{?
Hier ist yo = t5, y1 = 3, yo =ty £, y3 = i und
3 2
b = @o @3 — 2 25, 23 ¥y — a3, To a2 — T3 23, T3 — X, T2).

Jetztisty) = f6" 8] = ¥ Y3, y; = £ 11> = yo y3, also q = (2 23 — af, %o 23 — 27).

4. Das Ideal vy,

Hieristyo = 65, 41 = Gty ys = 3 by, ys = bo &2, ys = to by by, y5 = o 12, yg = £3,
Y7 =1ity, ys =t 13, yo = t3 und

To Ty X X3 T4 X5
Dy = & |2y 232,262, 23| hat eine Basis aus 27 Quadriken.
. Xy X X5%7 Xg Xg

Hieristd = 2,n = 9,r = n — d = 7. Dann wird

. 2 3 2 3

q=(Fl,Fz,F3,F4,F5,F7,F8)mltF1 =x0x6—x1,F2=x0x9——32,
_ 2 3 _ 3 _ 2 3

F3—-x0xﬁ—x3, F4——x0x6x9—x4, F5—x0x9_x5,

2 3 _ 2 3
F;=gaixg— a3, Fg=xgai — a3,

Hier bereiten nur die Projektionen vy}, 09, v) Schwierigkeiten.
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