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A=-Verbiande II

AxDpOR KERTESZ und MANFRED STERN

§ 1. Einleitung

Im ersten Teil [3] dieser Arbeit haben wir eine Verallgemeinerung der modularen
Verbinde, die sogenannten «-Verbinde, eingefithrt und hauptséichlich die
relativ atomaren 4-Verbénde von endlicher Lange untersucht. Der Gegenstand
des vorliegenden zweiten Teils dieser Arbeit ist die Untersuchung von relativ
atomaren algebraischen 4-Verbinden. Es wird gezeigt, daB gewisse Ergebnisse
aus [2] auf diese umfangreichere Klasse von Verbinden verallgemeinert werden
konnen. _

Es sei V ein vollstindiger Verband. Ein Element s € V wird kompakt genannt,
falls aus der Relation s < U T (T < V) stets die Relation s < U 7" fiir eine
endliche Untermenge 7" von T folgt. Der Verband V heiit algebraisch, wenn
er vollstandig ist und wenn es fiir jedes Element d € V eine Menge C kompakter
Elemente von V gibt, fiir welche J ' = d gilt. Im iibrigen halten wir uns
grundsétzlich an die Bezeichnungen und Definitionen von [3].1)

Die Verfasser danken Herrn E. T. ScrMIDT fiir seine wertvollen Bemerkungen
beziiglich der Abfassung dieser Arbeit.

§ 2. Relativ atomare algebraische .¢-Verbinde

In diesem Paragraphen wollen wir die relativ atomaren algebraischen A-
Verbinde charakterisieren. Wir beweisen den

!) Die Lektiire dieser Arbeit setzt die Kenntnis von [3] voraus.
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Satz 1. Sei V ein algebraischer A-Verband mit wenigstens zwei Elementen und
bezeichne K die Menge aller kompakten Elemente von V. Dann sind die folgenden
Bedingungen dquivalent:

a) V ist relativ atomar, d. h., fiir jedes Paar b < a (a, b € V) gibt es ein Atom p
in V, fiir welches b < b p < a gilt;

b) V geniigt den Bedingungen (N) und (DN), und 1 ist eine Vereinigung von
Atomen;

c¢) Fiir jedes s € K ist das Intervall [0, 8] ein komplementdrer modularer Verband
von endlicher Linge.

d) Die Menge K erfiillt die Minimalbedingung, und es existiert in V eine nichi-
leere Menge von dualen Atomen, deren Durchschnilt O ist;

e) Jedes kompakte Element s (> 0) besitzt eine endliche spezielle Basis.

Beweis. a) = b): Nach Lemma 5 in [3] folgt, daB V der Bedingung (N) geniigt.
Um das Erfiilltsein von (DN) zu zeigen, geniigt es auf Grund des zu Lemma 5
in [3] dualen Lemmas nachzuweisen, dal V relativ dual atomar ist.
Es sei a > b (@, b€ V). Da V nach a) relativ atomar ist, existiert ein Atom
p€ V,s0 daB

a=bup>b
mit

bAp=0
gilt. Wir wihlen ein Element m € V derart aus, da es maximal unter den
Elementen zx ist, die die Relationen

xAp=0 und =0

erfilllen. (Ein solches m existiert nach dem ZorNschen Lemma.) Dafl m ein
duales Atom ist, zeigt man analog zu dem gleichen Sachverhalt bei der Im-
plikation ¢) = d) im Beweis des Satzes 4 in [3]. Offensichtlich gilt ¢ > a ~ m,
da aus a \w m = a die Relation p < m folgen wiirde, was wegen der Wahl von
m nicht moglich ist. Ferner folgt aus b < m die Beziehung

(amm)mb:tamb)m7n=bﬁm=b,
d. h.
b<a~m.

Damit haben wir bewiesen, daB V relativ dual atomar ist. Wegen der zu
Lemma 5 in [3] dualen Aussage folgt hieraus die Giiltigkeit von (DN).
Es sei jetzt § eine maximale unabhingige Menge von Atomen in V. Dann gilt

P¥us<.

Waire P < 1, so gibe es nach a) ein Atom p€ V mit P<Poup<1. In
diesem Fall ist P || p, so daB P ~ p = 0 gilt. Dann ist die Menge (S, p) eben-
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falls unabhingig, im Widerspruch zu unserer Voraussetzung iiber S. Daraus
erhalten wir

US=1.

b) => ¢): Es sei vorausgesetzt, daB fiur V die Bedingungen (N) und (DN)
erfiillt sind und daB ferner

1 == U a,’ (1)
el
gelte, wobei jedes a, (v € I') ein Atom in V ist. Ist s ein beliebiges Element aus
K, so gibt es nach (1) eine endliche Untermenge (v,, . . ., %,) von I' mit
def ‘
s<e=a, v...va,.
= vy n
Dann gilt
s€ [0, e]. .

Der Verband [0, e] ist ein 4-Verband, da (N) und (DN) auch fir Intervalle
von V gelten. Ferner ist das groBte Element e von [0, e] eine Vereinigung
von endlich vielen Atomen. Daraus folgt nach Satz 4 in [3], daB das Intervall
[0, €] ein komplementérer modularer Unterverband endlicher Lange von V ist.
Daher ist das Intervall [0, s] ein komplementarer modularer Unterverband
endlicher Linge von V (ein komplementirer modularer Verband ist nidmlich
stets relativ komplementar).

c) = d): Da jedes Intervall [0, s] (s € K) von endlicher Lange ist, ist jede
Kette der Gestalt

8>81>82>"'>8j>°" (8,81,32,...€K) (2)

notwendig endlich.

Da 1 eine Vereinigung von kompakten Elementen ist und fiir jedes kompakte
Element eine Relation (3) gilt, ist 1 offensichtlich eine Vereinigung von Atomen.
Es sei P=¢(...,a,,...) eine maximale unabhingige Menge von Atomen

in V. Dann gilt

1=a,,

vel

wobei diese Darstellung wegen der Unabhéngigkeit von P unverkiirzbar ist.
Wir definieren nun
m, = U a..

uer
u¥y

Dann gilt @, © m, = 1 und @, ~ m, = 0. Da a, Atom in V ist, ist m, duales
Atom in ¥. Wir wollen noch zeigen, dal

Um,=0

el
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ist. Im Gegensatz hierzu nehmen wir an, daB

a¥ Nm >0
vel
ist. Dann gibt es ein Element (0 <) 8 € K mit s < d und endlich viele geelgnete
Indizes vy, . . ., v, (€ I'; n > 1), fiir welche

n

s=Ua, und san,‘,
i1

i=1
gilt. Hieraus folgt nach Lemma 4 in [2]

a, g_Ua v 8.
i=1

n-1

Daraus ergibt sich wegen ‘_L-j1 a, = m,, und s = m, die Relation

a<m

Yn ’

was der Relation (3) widerspricht.
d) = e): Nach d) gibt es in V duale Atome m; (4 € A) mit
n m; = 0, (4)

Aea

und in K ist die Minimalbedingung erfiillt. Wir zeigen zunéachst, daB es zu

jedem s € K endlich viele Atome a,, . . . , a; von V gibt, so daBl s deren direkte
Summe ist, daB also
s=a;+ -+ a (8)

gilt. Um den Beweis von (5) zu erbringen, betrachten wir ein beliebiges s € K,
fiir welches es (gemaB der Minimalbedingung in K) mindestens ein Atom a,
mit a; < 8 gibt. Weiter existiert wegen (4) ein duales Atom m, (x € A) mit

ag~om,=0 und a;—wm,=1
Folglich gilt einerseits

a ~ (m, ~8) = (@ ~m) ~s=0 (6)
und andererseits

m, ~8< ay\ (m, 8 <8 (7
Hieraus erhalten wir wegen (Aj)

w (m, ~8) =s. (8)

Die Beziehungen (6) und (8) ergeben zusammen

8=ay 4 (m, ~ 3). 9)
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Da der Verband V algebraisch ist, gibt es eine Untermenge (...,7,.. ),r
von K mit
m, ~s=J, ; ' (10)
ver
und es foigt hieraus unter Beachtung von (9)
s=ay v (Ur)
vexr
Da s ein kompaktes Element ist, gibt es eine endliche Untermenge (v, . . ., »,)
von I, so daBB

8=a1u(r,iu--'u1‘,') (11)

gilt. Wir definieren

.slqi_frvl SARRASE S (€ K).
Dann gilt wegen (11) die Relation

8 = ay v 8. (12)
Weiter erhalten wir unter Beachtung von (10) und der Definition von s, die
Beziehung

8y =m, NS
Hieraus folgt wegen (9) die Relation

a; ~ 8§ = 0. (13)
Die Beziehungen (12) und (13) zusammen ergeben

S=a'1+81.

Falls s; schon ein Atom ist, haben wir bereits die gesuchte Darstellung von s.
Ist das nicht der Fall, so verfahren wir auf analoge Weise mit dem Element
8 € K und gelangen unter Beachtung von Lemma 6 in [3] zu einer Darstellung

8 =ay + as + 8,

WO ay, a; Atome und s, € K ist. Dieses Verfahren fiihrt nach endlich vielen
Schritten zu der gesuchten Darstellung (5)

8=ay+a;+ -+ a,

weil 8> 8 >8,>--- als eine streng absteigende Kette von kompakten
Elementen nach endlich vielen Schritten abbricht.

Im Intervall [0, s] ist das groBte Element s eine direkte Summe von endlich
vielen Atomen. Da auBerdem der Verband [0, s] die Eigenschaft (A,) besitzt,
kann man shnlich wie bei der Implikation b) = ¢) im Beweis des Satzes 4
in [3] zeigen, daB (a,, . . ., a,) eine endliche spezielle Basis von s ist.
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e) = a): GemaB e) besitzt jedes kompakte Element s € K eine Darstellung
der Form

s=a; 4+ a, (14)

wobei diea; (i = 1, . . ., k) Atome von V sind. Gilt nun b < ¢ (b, ¢ € ¥), so gibt
es ein Element s € K der Form (14) mit

b<bous<ec

und einen Index (1 <)t (< k) mit
a,~b=0.

Da a; < s < cist, gilt
b<boua; =c,

was zu beweisen war.

Damit ist der Beweis des Satzes erbracht.

§ 3. Servanzelemente in relativ atomaren algebraischen £-Verbiinden

Ein Element b von V heiBit ein Servanzelement (englisch: pure element) in V,
wenn b fiir jedes s € K in dem Intervall [0, b 5] ein relatives Komplement
besitzt, d. h. wenn es ein Element b’ (< b\ 8) mit b + 0" = b s gibt (vgl.
[1]). Wir beweisen den folgenden

Satz 2. Sei V ein algebraischer A-Verband, und bezeichne K die Menge aller
kompakten Elemente von V. Geniigt V einer der Bedingungen a) bis e) von Satz 1,
dann ist jedes Element von V ein Servanzelement in V.

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen sind die Bedingungen a) bis e)
aquivalent. Bei unserem Beweis wollen wir annehmen, da e) erfiillt sei.
Nach e) gibt es zu jedem s € K endlich viele Atome a4, . . ., @, von K, so daf
8 deren direkte Summe ist:

s=ay+ -+ a,.

Wir wollen zeigen, daBl jedes Element » € V ein Servanzelement in V ist.

Wir setzen a, =0 und wahlen sukzessiv die Elemente a; o Bigs v oo Wiy (m < k)
unter den Summanden des Elements s so aus, daf
va, =0 (15)
(v v a"i) “a;, = 0
(vva‘-1\/"' ua‘-m_2)f\a"m_i=0 (16)

(uva;‘ua‘zu-nua'.m_i)na‘.m=0 (17)
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und
v(ag ey e ) =08 (18)
gilt.
Wir zeigen durch Induktion nach m, da3
vr\(ailuaizu---Qaim_iuaim)=0 (19)

ist. Fiir m = 0 ist die Behauptung offenbar klar. Als Induktionsvoraussetzung
nehmen wir an, daB

) =0 | (20)

~(a: R A s
v (a5 ey, @iy

ist. Im Gegensatz zu (19) nehmen wir an, dal
m
vm(Ua,-v)=d>0 (21)
v=1

ist. Aus dieser Annahme ergibt sich
m
d=U a;, (22)
und |
d <. (23)

Aus (23) und aus der Induktionsvoraussetzung (20) folgt

' m—1

d m (U aiv) = 0. (24)
v=1

Da nach Voraussetzung d > 0 ist, ergibt sich aus (24) die Beziehung

m~1

U a; .

y=1

d

Hieraus und aus (22) bekommen wir

m—1 m-1 m
U a;, < U a;, vd < U a;,. (25)

v=1 y=1 v=1
Da a; Atom ist und in V die Bedingung (A,) gilt, folgt aus (25)
m-1 m
Ua,wd= Ua,.
v=1 y=1

Hieraus erhalten wir

m-1
@, = 'Ul a; v d.

2 Beitrige z. Algebra und Geometrie 2
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Unter Beachtung von (23) liefert die letzte Ungleichung die Beziehung

m-—1
Ua, o,
v=1

die im Widerspruch zu (17) steht. Damit ist (19) bewiesen. Die Beziehungen
(18) und (19) zusammen ergeben, daBl v € V ein Servanzelement in V ist.
Damit ist der Beweis des Satzes erbracht.

Die Frage, ob fiir einen algebraischen £-Verband V die Aussagen a) bis e)
des Satzes 1 gelten, falls jedes Element v € V ein Servanzelement in V ist,
bleibt offen.

IA

a,.m

Anmerkung nach Redaktionsschluf:

Die Autoren wurden inzwischen mit dem Buch ,,Theory of Symmetric Lattices*
(Berlin-Heidelberg-New York 1970) von F. MAEDA und S. MAEDA bekannt.
In der Terminologie dieses Buches heiflen die hier auftretenden relativ atomaren
algebraischen A;-Verbinde Mailroidverbinde. Bei der Implikation a) = b)
im Beweis von Satz 1 folgt die relativ duale Atomaritdt von V auch aus Remark
13.1, S. 56 des eben erwihnten Buches.
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