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Die flichenkleinsten Dreiecke, die zwei gegebene,
sich von auBen beriihrende Kreise enthalten

OrT0 KROTENHEERDT

1. Einleitung und Resultate

Bei Untersuchungen gewisser regelméfiger Lagerungen von Kreisen unter-
schiedlicher Radien in der Ebene bzw. in gréfleren vorgegebenen Bereichen
spielen Fundamentalbereiche mit eingelagerten Kreisen oder Kreisteilen eine
gewisse Rolle. Von besonderem Interesse sind dabei spezielle und allgemeine
Dreiecke und spezielle Vierecke, weil diese als Fundamentalbereiche von
Deckabbildungsgruppen der Ebene auftreten. In diesem Zusammenhang
ergeben sich einige mehr oder weniger elementargeometrische Fragen, deren
Beantwortung auch losgel6st von der urspriinglichen Problemstellung gewissen
Reiz haben diirfte.

Eine dieser Fragen soll im folgenden behandelt und beantwortet werden,
nimlich die Frage nach einem bzw. dem flachenkleinsten Dreieck, welches
zwei gegebene, sich von auflen berithrende Kreise K; und K, enthilt. Die
Radien beider Kreise seien mit r; bzw. r, bezeichnet; ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit diirfen wir r; = r, annehmen. Die Untersuchungen zur
gestellten Frage fiithren zu folgendem Ergebnis.

(A): K, und K, seien zwei sich von aufen beriihrende Kreise mit den Radien
ry bzw. 79, und es sei ry = ry. _
a) Ist 0 <y < % ry, 80 gibt es fiir jedes r, dieses Intervalls unendlich
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viele flichenkleinste Dreiecke, die K, und K, enthalten. Jedes solche
Dreieck ist gleichseitig und enthdlt K, als Inkreis (vgl. Abb. 1).

b) Ist -:-;- STy < — (1 + Y17 ) - 71,80 gibt es fiir jedes ry dieses Intervalls

genau ein ﬂachenklemstes Dreieck, das K, und K, enthdlt. Dieses
Dreieck ist ein gleichschenkliges Dreieck, bei dem der Mittelpunkt der
Basisseite Berithrungspunkt mit K, ist und bei dem jeder Schenkel
so auf einer gemeinsamen Tangente an K, und K, liegt, daf sich der
Schenkelmittelpunkt nicht auferhald der durch die Berithrungspunkte

mit K, und K, bestimmiten Strecke befindet (vgl. Abb. 2); ist ry = % Ty,
8o ist jeder Schenkelmittelpunkt Berihrungspunkt von K,, und das
Dreieck ist gleichseitig (vgl. Abb. 2a); ist ry = % (1 + V17), so ist
Jjeder Schenkelmittelpunkt Beriihrungspunkt von K, (vgl. Abb. 2¢).

Ist %— 14+ VT7—) cry <1y < 1y, 80 gibt es fir jedes ry dieses Intervalls

genau 2wei spiegelbildlich (Spiegelachse ist die Gerade durch die Kreis-
mittelpunkte) zueinander gelegene flichenkleinste Dreiecke, die K, und
K, enthalten. Jedes der beiden Dreiecke ist ein (im allgemeinen asym-
metrisches) Dreieck, bei dem eine Dreiecksseite so auf einer gemeinsamen
Tangente beider Kreise liegt, daf der Seitenmittelpunkt sich wicht
auperhalb der durch die beiden Beriihrungspunkte bestimmten Strecke
befindet, und bei dem eine weitere Seite mit ihrem Mittelpunkt K, und
mit keinem Punkt K, berithrt, wihrend die dritte Seite mit ihrem
Mittelpunkt K, und mit keinem Punkt K, berithrt (vgl. Abb. 3); im
Grenzfall ry = ry ist jedes der beidemn Dreiecke gleichschenklig und
rechtwinklig.

Abb. 1

> O

c)
m Abb. 2
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Bevor wir zum Beweis der Aussagen unter (A) kommen, wollen wir an die
gestellte Frage noch eine weitere naheliegende Frage ankniipfen. Fiir welche
Werte ¢ = r, : r; aus dem Intervall 0 < ¢ < 1 wird in einem bzw. dem flichen-
kleinsten Dreieck der groBte und fiir welche Werte ¢ wird der kleinste Teil
der Dreiecksfliche von den Kreisflichen bedeckt? (Wir schlieBen hier den
Fall ¢ = 0 mit ein, weil sonst die Existenz der gefragten ¢g-Werte nicht von
vornherein gesichert ware.) Wir arbeiten mit dem Quotienten ¢ der Radien
ry und 7y, weil alle Kreisflichenpaare mit demselben g-Wert in jedem zu-
gehorigen flichenkleinsten Dreieck von der gesamten Dreiecksfliche denselben
Teil bedecken. Die Untersuchungen zu dieser Zusatzfrage fithren zu folgendem
Ergebnis.

(B): Es set q der Quotient ry: vy, und d(q) sei die Lagerungsdichte der sich von
aupen beriihrenden Kreise K, und K,in einem oder in dem flichenkleinsten
Dreieck, welches K, und K, enthdilt, das heipt, d(q) ist der Quotient aus der
Summe der zu K, und K, gehérenden Kreisflicheninhalte und dem Flichen-
inhalt eines oder des flachenkleinsten Dreiecks, welches K und K, enthdll.

a) Ist0 < g < -;- 50 wird die Dichie d(q) durch die Funktion
d(g) = V5 “me (14 ¢?)

beschrieben ; in diesem Intervall wdchst die Dichle streng monoton von

a(0) = 5 V3-x bis d(l) — 25«

b) I st— <q¢=-= (1 + Vﬁ), 8o wird die Dichte durch die Funktion
) = 5 - Vq (—P+e—g+1)

be.schrieben; in diesem Intervall wdchst die Dichte streng monoton von

der Stelle ¢’ — % bis zur Stelle

1 3 — 8
0= (5 + V314 + 42 V87 + V314 — 4287 ),

an der d(q) das Maximum annimmt, und fdllt von der Stelle q, bis zur
Stelle ¢"* = %(1 + V17) streng monoton.

a Ist—;—(l + VI7T) < q = 1, 50 ist im Inneren dieses Intervalls fir die

Dichted(q) eine explizit gegebene Funktion von q nicht bekannt. Niherungs-
weise Berechnungen an mehreren Zwischenstellen deuten darauf hin, daf

10¢
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d“(q) d(q) in diesem Intervall vond (% + % 4 F)

-{ o bis zum Minimum d(1) = (3 — 2 ﬁ) ¥
streng monoton fdllt (vgl. Abb. 4).

! L o
7 7 7 Abb.4

2. Beweis zu (A)

Wir betrachten die durch K; und K, bestimmten Kreisflichen #; und 7, als
Punktmengen und bezeichnen mit H die abgeschlossene konvexe Hiille der
Vereinigung von ¥, und F,; H wird also von zwei Kreisbégen und zwei Strecken
berandet. Jedes flichenkleinste Dreieck, welches K, und K, enthilt, ist auch
ein flichenkleinstes Dreieck, welches H enthilt, und umgekehrt. H ist ein
konvexer Bereich, und fiir ihn gilt der Satz, dafl jedes H enthaltende konvexe
n-Eck von minimalem Inhalt dem Bereich derart umbeschrieben ist, dafl jeder
Seitenmittelpunkt Stiitzpunkt der betreffenden Seite ist (vgl. [1], S. 6); Stiitz-
punkte gind Punkte der n-Ecksseiten, die auf dem Rande von H liegen. Offen-
sichtlich gibt es auf jeder Seite jedes flichenkleinsten Dreiecks, welches H
enthélt, entweder genau einen oder unendlich viele Stiitzpunkte.

Auf Grund des zitierten Satzes mufl jedes flichenkleinste Dreieck, welches H
(und damit auch K, und K,) enthélt, eines derjenigen Dreiecke sein, die durch
die folgende Aufzahlung charakterisiert sind.

1. Jede Dreieckseite besitzt genau einen Stiitzpunkt, d. h., auler den Seiten-
mittelpunkten gibt es keine weiteren Stiitzpunkte.
1.1. Drei Stiitzpunkte liegen auf K, .
In diesem Fall ist K; Inkreis eines gleichseitigen Dreiecks. Dieser Fall
kann nur eintreten, wenn
1

0<1'2<q’;1'1 mltz q'-‘=-‘-§.



1.2,

1.3.
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Der Wert ¢ = —:13- ergibt sich bei der Bestimmung eines groBtmoglichen

Kreises K,, welcher K, auBlen beriihrt und in einem K, umbeschriebenen
regulidren Dreieck enthalten ist (vgl. Abb. 2a).

Zwei Stiitzpunkte liegen auf Ky, ein Stiitzpunkt liegt auf K,. Jedes
derartige Dreieck ist ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Schenkel K,
berithren und dessen Basis K, berithrt; gleichseitig kann kein solches
Dreieck sein (vgl. Abb. 5). Dieser Fall kann fiir jedes r, des Intervalls

0<T2_§7'1

eintreten. In jedem Dreieck der beschriebenen Art ist zwar jeder Seiten-
mittelpunkt Stiitzpunkt der betreffenden Seite, aber das ist fiir den
minimalen Flicheninhalt des Dreiecks nur notwendig, nicht hinrei-
chend. Offensichtlich kénnen zu jedem Dreieck der beschriebenen Art
durch Abrollen von K, auf K, flichenkleinere Dreiecke gefunden
werden, so daB der Fall 1.2. fiir die Losung unserer gestellten Aufgabe
nicht in Betracht kommt.

Ein Stiitzpunkt liegt auf K, zwei Stiitzpunkte liegen auf K,. Jedes
derartige Dreieck ist ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Schenkel
K, berithren und dessen Basis K beriihrt ; gleichseitig kann kein solches
Dreieck sein (vgl. Abb. 6). Dieser Fall kann nur eintreten, wenn

g ry<ry <7 mit ¢ =%(1 + }/ﬁ—)

Den Wert ¢”* finden wir durch die Bestimmung desjenigen Kreises K,
welcher K, auBen beriihrt und welcher so in einem K; umbeschriebenen
gleichschenkligen Dreieck liegt, daB die Schenkelmittelpunkte K, be-
rithren (vgl. Abb. 2¢). Es ist namlich der Abstand zwischen den beiden
Beriithrungspunkten einer gemeinsamen Tangente beider Kreise gleich
2 Vry r,. Wird nun die Lénge eines Schenkels mit = bezeichnet, so ist
auf Grund ahnlicher Dreiecke

r1—|—r2= 2z
n—ry g—2)rr,
d. h.

— 2 ) r 1y ¢ (ri413) )

T =
7'1—37'2

Es ist aber auch

ri+re  JaP+rd

ry —rg s ’
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d. h.
p— 2 v'1 To 7o
Con—r
Also ist
—(ry 1) (ry — 1) =1y (ry — 313),
d. h.
r:—_—rgr R S
2 4 172 4 1 ’
und daraus folgt schlieBlich fir den gegebenen geometrischen Sach-
verhalt

r,:%(1+l/ﬁ)-r..

Offensichtlich konnen zu jedem Dreieck der am Anfang von 1.3. be-
schriebenen Art genauso wie im Fall 1.2. durch Abrollen von K, auf
K, flichenkleinere Dreiecke gefunden werden, so daf3 der Fall 1.3. fur
die Losung unserer gestellten Aufgabe ebenfalls nicht in Betracht
kommt.

2. Zwei Dreieckseiten besitzen jeweils genau einen Stitzpunkt, und eine
Dreieckseite besitzt unendlich viele Stutzpunkte, d. h., bei zwei Seiten ist
jeweils der Seitenmittelpunkt einziger Stiitzpunkt, und die dritte Seite
liegt auf einer gemeinsamen Tangente an K, und K,, wobei der Mittelpunkt
dieser Seite nicht auBerhalb der durch die Berithrungspunkte bestimmten
Strecke liegt.

2.1.

2.2.

Drei Stiitzpunkte liegen auf K, ein Stiitzpunkt liegt auf K,. In diesem
Fall ist wieder wie im Fall 1.1. der Kreis K, Inkreis eines gleichseitigen
Dreiecks. Dieser Fall kann nur eintreten, wenn

3

Zwei Stutzpunkte liegen auf K, zwei Stiitzpunkte liegen auf K,. Jedes
derartige Dreieck ist im allgemeinen ein asymmetrisches Dreieck (vgl.
Abb. 3); nur bei gleichgroBen Kreisen K; und K, liegt ein gleich-
schenkliges Dreieck als Grenzfall der asymmetrischen Form vor, und
dieses Dreieck ist rechtwinklig, wie einfache Uberlegungen zeigen. Der
Fall 2.2. kann nur eintreten, wenn

0<ry< q ~ry mit q’=i.

r’ - % ’r 1
¢ r<ry<ry mit q =—8—(1+ V17).

Zu jedem derartigen Dreieck gehort ein spiegelbildliches Dreieck.
welches durch Spiegelung an der Geraden durch die Kreismittelpunkte
entsteht und welches ebenfalls K, und K, enthalt.
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3. Eine Dreiecksseite besitzt genau einen Stiitzpunkt, und zwei Dreieck-
seiten besitzen jeweils unendlich viele Stiitzpunkte, d. h., bei einer Dreieck-
seite ist der Seitenmittelpunkt einziger Stiitzpunkt, und jede der beiden
anderen Seiten liegt auf einer gemeinsamen Tangente an K, und K,, wobei
der Mittelpunkt jeder dieser Seiten nicht aullerhalb der jeweiligen durch die
Berithrungspunkte bestimmten Strecke liegt.

3.1. Drei Stitzpunkte liegen auf K;, zwei Stiitzpunkte liegen auf K,.
(Weitere Fille sind unter 3. nicht moglich.) Jedes derartige Dreieck ist

ein gleichschenkliges Dreieck (vgl. Abb.2), welches fiir r, = % 7y

gleichseitig wird. Der Fall 3.1. kann nur eintreten, wenn
¢ =r<q¢ r mt ¢ =%und q”=%(1 + VT7—)

Wenn 7, von ¢" - r; bis ¢’” - r, wéachst, so wandert offensichtlich der
Mittelpunkt jedes Schenkels des gleichschenkligen Dreiecks vom Be-
rithrungspunkt mit K; zum Berithrungspunkt mit K,.

Auf Grund des oben zitierten Satzes — wonach jedes flichenkleinste Dreieck,
welches H (und damit K, und K,) enthalt, dem Bereich H derart umbeschrieben
ist, daB jeder Seitenmittelpunkt Stiitzpunkt der betreffenden Seite ist — sind
in der durchgefiithrten Fallunterscheidung alle in Betracht kommenden Drei-
ecke erfafit. Fassen wir nun die gefundenen Ergebnisse zusammen, wobei die
Fille 1.2. und 1.3. unberiicksichtigt bleiben kénnen, so finden wir, daB fir
jedes ry aus dem Intervall 0 < ry < % - 7y jedes flichenkleinste Dreieck gleich-
seitig ist und K als Inkreis enthélt (fiir jedes solche 7, gibt es unendlich viele
gleichseitige Dreiecke mit K; als Inkreis), da8 firr jedes r, aus dem Intervall
% S -;—(1 + Vﬁ) - 4 genau ein flichenkleinstes Dreieck mit den an-
gegebenen Eigenschaften verbleibt und daB es fiir jedes r, aus dem Intervall
1 s

3 (1 + V17) -1y < ry < 7y genau zwei flichenkleinste Dreiecke mit den an-

gegebenen Eigenschaften gibt. Damit sind die Aussagen unter (A) bewiesen.

3. Beweis zu (B)

Die Dichte d(g) ist der Quotient aus (r? + rf) - # und dem Flicheninhalt ¥
eines oder des flichenkleinsten Dreiecks, welches K, und K, enthalt.

Im Intervall 0 < ¢ < % gilt fiir den Flacheninhalt F' die Formel

F=3-V3-2,
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denn F ist der Fliacheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks, welches K, als
Inkreis enthalt. Folglich ist

A+e¢)a_
d
(@) = )3
Die quadratische Funktion d(q) wichst im betrachteten Intervall streng
monoton. Naherungsweise Berechnungen ergeben :

s+ V3 - a.

d(0) ~ 0,60 und d(—é—) =~ 0,67.

Im Intervall § <qg £ — (1 + Vl"i_) gilt fir den Fliacheninhalt F die Formel
2 r;‘
(ry—r) Vriry’

denn der Abstand der beiden Beriithrungspunkte einer gemeinsamen Tangente

F =

an zwei sich berithrende Kreise ist 2 - Vr1 7y, und wenn wir in dem flichen-
kleinsten (gleichschenkligen) Dreieck (vgl. Abb. 2) die Hoéhe mit ~ und die
Basis mit b bezeichnen, so ist auf Grund adhnlicher Dreiecke

T —17Ty Ty 2- 7'2
= N d. h., h = t ]
rn4r, h—(2r 41y ry—1Ty
und auBerdem
fi—r«_)‘ b ‘__'k'(rl'—-"l)ﬁ

n—n _b gh,p=tnzm)
2. yrlfg 2:h V’ifz

und somit ist der Flacheninhalt
2.7

(ry—ry): Yryry -

1
F=gob-h=
Folglich ist
1 =
=01+ a5 (-9 Ve=F Vi (—¢+a—g+1);

fur ¢ = % ist

sU+a)PBa=2Vo (—@+a—g+1.

Um weitere Eigenschaften von d(g) zu erkennen, betrachten wir voriibergehend
d(gq) im Intervall 0 < ¢ < oo. Fiir die Ableitung d(g) nach ¢ erhalten wir

d(q)=—2—(—7¢*+5¢2—3q+1) fir ¢>0.
4-Yq
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Weil — 7¢3 4+ 592 — 3¢ + 1 = 0 nur die eine reelle Losung

3 3 —
QO=§1‘1’<5 + V314 + 42 87 + V314 — 42 V87)

besitzt, und weil d (%) > 0,d(0) = 0 und auch d (1) = 0 ist, wiachst d(g) im
urspriinglich betrachteten Intervall von der Stelle ¢" = %streng monoton bis

zur Stelle g, und fallt dann streng monoton bis zur Stelle ¢"* = %(1 + Vﬁ)

Néaherungsweise Berechnungen ergeben

d (%) ~ 0,67, g~ 0,46, d(go)=~ 0,71,
1 1= 1 1=
= V17 ~ 0,64 und auch d (g s V17) ~ 0,64.

Im Intervall %(1 + Vﬁ) < ¢ <1 ist ein nur von r; und r, abhingiger Aus-

druck fiir den Flicheninhalt F nicht bekannt. Naherungsweise Berechnungen
an mehreren Stellen des betrachteten Intervalls deuten darauf hin, daB d(q)
im betrachteten Intervall streng monoton fallt und an der Stelle ¢ = 1 das
Minimum annimmt; auf Grund von Abschétzungen ist jedenfalls

d(g”) >d(q) >d(1).
Fiir ¢ = 1, das heiBt fir ry = ry, ist
F=2-(342Y)2) 7%

denn jedes der beiden flichenkleinsten Dreiecke ist gleichschenklig und recht-
winklig, und wenn wir die Schenkelléinge mit « bezeichnen, so ist (vgl. Abb. 3b)

- 2'71 _ 2"1 _ . o .
x—t3D22,5°_ V§-—-1 =2 (VZ + 1) Ty

und somit
Fzé-x2=2-(3+2}/§)'rf.
Folglich ist

d(1)

2z
T 2-3+2)2)

Damit sind die Aussagen unter (B) bewiesen.

= - (3—2)2)~0,54.
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