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Einige Probleme der Erweiterungstheorie lokaler Ringe

LorEAR BUDACH und HEINZ-JORG FITZNER

Herrn Prof. Dr. O.-H. Keller zum 65. Geburtstag gewidmet

Einleitung

Wir gehen aus von einem Noetherschen Ring 4 und betrachten den Verband
der Oberringe von 4, die in dem vollen Quotientenring @ (A4) enthalten sind.
Ist A nulldimensional (d.h. Artinsch), so ist die Struktur dieses Verbandes
trivial. Der Verband besteht nur aus einem Element, dem Ring 4, da 4 =Q (4).
Ist A ein eindimensionaler, ganz abgeschlossener Noetherscher Integritéts-
bereich, so entspricht dieser Verband gerade der Potenzmenge von Spec 4.
Jeder Oberring von A entsteht durch Quotientenbildung nach einem ent-
sprechenden multiplikativ abgeschlossenen System von Idealen. Sofern A
Hauptordnung in einem algebraischen Zahl- oder Funktionenkérper ist, kann
man jeden Oberring durch Quotientenbildung nach einem multiplikativ ab-
geschlossenen System von Elementen erhalten (vgl. [7]).

Ist A ein eindimensionaler Noetherscher Integritétsbereich, so gibt es fiir den
Verband der Oberringe zahlreiche Ergebnisse z. B. durch GRELL und Bubace
1, 2, 6, 7].

Betrachtet man eindimensionale lokale Ringe, von denen nicht mehr voraus-
gesetzt wird, daB sie Integritatsbereiche sind, so zeigt sich, daB ihre Ober-
ringe im allgemeinen nicht mehr Noethersch sind (Beispiel 2.1.). Jedoch kann
man zeigen (2.8), da alle Ideale, die wenigstens einen Nichtnullteiler haben,
endlich erzeugbar sind. Aussagen iiber den Verband der Oberringe von ein-
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dimensionalen Ringen ermdglichen es in gewissen Fallen auch, Aussagen iiber
Oberringe von Noetherschen Integritdtsbereichen der Dimension 2 zu gewinnen.
Ein Beispiel dafiir ist der Ring der globalen Schnitte der Strukturgarbe
des punktierten Spektrums eines zweidimensionalen lokalen Integritats-
bereiches A mit dem Maximalideal m. Dieser Ring besteht aus allen Elementen
des Quotientenkorpers von A, die, mit einer gewissen Potenz von m multi-
pliziert, in 4 liegen. Er wurde von M. Nacara [13] als m-Transformierte
T,.(4) und von L.Bupacu [3] als m-Quotientenring (m~') A bezeichnet.
Es gilt
my1t4= 4,
peB

wobei P die Menge der minimalen Primideale von 4 ist. W. HAINZER, J. OHM
und R. L. PENDLETON [10] haben gezeigt, dafl die fast-ganze AbschlieBung
von (m) 1 A mit der ganzen AbschlieBung von ()1 4 ibereinstimmt. Das
gibt einen Hinweis darauf, daB (m~1) 4 moglicherweise Noethersch ist. Diese
Vermutung wurde im November 1968 in einem Brief von J. OaM an L. Bunaca
ausgesprochen. Die Autoren dieser Arbeit haben in einem Reprint 1969 [5]
gezeigt, dal (m)~! 4 2-Noethersch ist, d. h., daB} fur jede Teilerkette

b1Csz"'

von Idealen aus B := (m)~t Agilt: Es gibt ein n,, so daB b, /b, fiir alle
n > ny Noetherscher B-Modul ist. Daraus folgt insbesondere schon, daB alle
Maximalideale eine endliche Basis haben. T. ZiNk konnte in seiner Diplom-
arbeit [13] dann unter Verwendung von Methoden der lokalen Kohomologie
zeigen, dafl die Vermutung von J. OHM in der Tat richtig ist. Im dritten Ab-
schnitt der vorliegenden Arbeit wird ein vereinfachter Beweis dieser Tatsache
gegeben.

In vielen Fillen ist (m)~1 4 = A. Im 4. Abschnitt werden Kriterien dafiir
angegeben.

Wir danken Herrn T.Zink fir wesentliche Anregungen, ohne die der Ab-
schluB des 3. Abschnitts nicht moglich gewesen wire.

1. Terminologie und bendtigte Sitze

1.1. Terminologie

Unter einem Oberring B von A4 verstehen wir immer einen Oberring von 4,
der in @ (A) enthalten ist. Ein lokaler Ring (semilokaler Ring) ist immer ein
Noetherscher Ring mit genau einem Maximalideal (nur endlich vielen Maximal-
idealen). Einen Ring mit genau einem Maximalideal (nur endlich vielen
Maximalidealen), der nicht notwendig Noethersch ist, bezeichnen wir als
quasilokal (quasisemilokal).



Einige Probleme der Erweiterungstheorie lokaler Ringe 129

Ein Modul M heif3t

a) O-Noethersch, wenn M = O ist,

b) (m + 1)-Noethersch, wenn fiir jede Kette M, & M, & --+ von Unter-
moduln eine natiirliche Zahl n, existiert, fur die M, ,,/M, m-Noethersch fiir
alle n > n, ist,

¢) m-Noethersch fiir eine Limeszahl m, wenn M n-Noethersch fiir ein n < m
ist,

d) co-Noethersch, wenn M m-Noethersch fur irgendeine Ordinalzahl m ist.
Im besonderen sind die 1-Noetherschen Moduln gerade die Noetherschen
Moduln.

Ein Grellscher Ring ist ein eindimensionaler Noetherscher Integritétsbereich.
Das Zeichen := wird in Definitionsgleichungen verwendet, z. B.

Q) := {%; a € A, s Nichtnullteiler in A}.
Als Spezialfall des Satzes von KRULL-AKRIZUKI ergibt sich:
1.2. Satz. Ist A Grellsch und B Oberring von A, so ist B Grellsch.

Weiterhin bendtigen wir die folgenden Sétze.

1.3. Satz. Ist A lokaler Grellscher Ring, so ist@Q(A) ein 2-Noetherscher A-Modul
([6], Korollar 4.7., Seite 151).

1.4. Satz. Die m-Noetherschen Moduln bilden eine dichte Unterkategorie der
Kategorie aller Moduln.

1.5. Satz. Jeder co-Noethersche Vektorraum V ist Noethersch ([11]).

Beweis. Sei V nicht Noethersch, aber co-Noethersch. Dann gibt es unendlich
viele linear unabhéngige Vektoren v;;, i, j = 1, 2,. .. Die lineare Hiille L der
v;; ist nach 1.4 ebenfalls oco-Noethersch. Da L nicht Noethersch ist, gibt es
ein n > 0, so daB m = n -+ 1 die kleinste Zahl ist, fiir die L m-Noethersch ist.
Es sei L; die lineare Hiille der v; pd=12 ... L; ist isomorph zu L. Mit
L;:= )] L; existiert eine Kette Ly — Ly = Ly < * - - von Untervektorrdumen
i=i

von L. Daher gibt es ein ng, so dal L, /L, fiir alle r = n, n-Noethersch ist.
L,, /L, ist aber fiir alle r isomorph zu L, ,,also auch isomorphzu L. Daher ist
auch L n-Noethersch, was aber ein Widerspruch zur Wahl von m ist.

1.6. Satz. Ist M ein n-Noetherscher Modul, dann ist 8-t M fiir jedes multi-
plikativ abgeschlossene System S von A ein n-Noetherscher Ag-Modul.

Beweis. Wir werden den Satz durch InduktionsschluB beweisen. Fiir n = 1
ist die Aussage wohlbekannt. Offensichtlich kdnnen wir uns noch auf den
Fall beschranken, daB n == co und keine Limeszahl ist. Sei dann M, S M, & - -+
eine aufsteigende Kette von Ag-Untermoduln in S-1 M. Ist ¢: M — S-1M
9 Beitriige z. Algebra und Geometrie 2
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die kanonische Abbildung von M in S-1M, so wird durch i eine aufsteigende
Kette von A-Untermoduln i~{(M,) S i-1(M,) -+ in M induziert. Nach
Voraussetzung gibt es daher eine natiirliche Zahl n¢, so daB8 i~1(M,,,)/i~1(M )
fir alle ¢ = n, (n — 1)-Noethersch ist. Nach Induktionsvoraussetzung fiir
n — 1 ist in Folge der Isomorphien

(i'l(Mq+1)/i—1(Mq))S = (i—l(Mq+l))S/(i—i(Mq))S = Mq+ I/Mq
M, /M, (n — 1)-Noethersch fiir ¢ = ny, w. z. b. w.

1.7. Satz. Ist (A;m,, ..., m,) ein semilokaler Ring und S; das Komplement
von m; in A, so ist ein A-Modul M genaw dann n-Noethersch, wenn S;* M
fiir alle = 1, . . ., r ein n-Noetherscher S;* A-Modul ist.

Beweis. Wir werden den Satz wieder durch InduktionsschluB beweisen.
Fir » = 0, 1 ist die Aussage bekannt, und wir kénnen uns auf den Fall be-
schrinken, daB n %= co und keine Limeszahl ist. Sei die letztere Bedingung
des Satzes erfullt und M, & M, S - - - eine aufsteigende Kette von A-Unter-
moduln in M. Firjedes i =1, . . ., r wird dann eine Kette S; M, S;1 M,, . ..
von §;! A-Untermoduln in S;'M induziert. Es existiert dann nach Voraus-
setzung ein n,, so da8 fir ¢ > n, S;'M,, ,/S;'M, (n — 1)-Noethersch ist fiir
alle i. Infolge der Isomorphie S;'M , ,/S;'M,~ S;*(M,, /M, und der In-
duktionsvoraussetzung fir n — 1 ist M, ,/M, fir ¢ > ny (n — 1)-Noethersch,
w. z. b. w. Da die andere Richtung durch 1.6 bewiesen ist, ist damit 1.7 veri-
fiziert.

1.8. Satz. Ein n-Noetherscher Modul M iber einem halbeinfachen Artinschen
Ring A ist ein Noetherscher Modul.

Beweis. Da 4 = (4;my,..., m,) ein halbeinfacher Artinscher Ring ist,
d.h. N m; = (0), ist A direkte Summe von Koérpern 4/m; + -+ + 4/m,.
i

Andererseits ist wegen N m; = (0) S8;' A ~ A/m,, also nach 1.6 ist S;'M
n-Noetherscher Vektorraum iiber A/m; und damit nach 1.5 Noethersch fiir
alle i. Aus 1.7 folgt schlieBlich die Behauptung.

1.9. Satz. Es seien My, ..., M, Untermoduln eines A-Moduls M derart, dafs
M/M,, ..., M/M, m-Noethersche A-Moduln sind. Dann ist M/M; N --- N\ M,
ebenfalls m-Noethersch. d

Beweis. Offensichtlich geniigt es, den Satz fiir » = 2 zu beweisen. Dann
ergibt sich die Behauptung aus 1.4, der Voraussetzung und der exakten Folge

00— M\/M,N\My—> M/MyN My~ M/M, — 0.
R
(M, + M,)/M,
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2. Oberringe von eindimensionalen lokalen Ringen

Die Oberringe eines lokalen Ringes der Dimension 1 sind nicht notwendig
Noethersch. Wir geben hierzu ein Beispiel.

2.1. Beispiel. C sei ein diskreter Bewertungsring vom Rang 1, p sei das
erzeugende Element des Maximalideals dieses Ringes und R sein Quotienten-
korper. A := C [x]/(x2) ist eindimensional, denn (22) und (z) haben das gleiche
Radikal in 4, und C [z]/(z) ist isomorph zu C, also eindimensional. A4 ist als
C-Modul isomorph zu der direkten Summe C 4 x C. Die Multiplikation ist
durch

(¢ + z o) (6; + 2 c5) = ¢y ¢; + z(ca¢f + ¢4 ¢3)

definiert. Eine maximale Primidealkette in 4 ist z C < p C + x C. Der volle
Quotientenring @ (4) 148t sich als direkte Summe schreiben: @ (4) = R 4 « R.
B := C + z R ist eindimensionaler lokaler Oberringvon A (t R pC +z R
ist eine Primidealkette maximaler Ldnge). Nach dem Krullschen Durch-
schnittssatz miifite der Durchschnitt aller Potenzen des Ideals p C 4 « R
gleich dem Nullideal sein, wenn B Noethersch wére. Dieser Durchschnitt ist
aber gleich dem Ideal x R, d. h., B kann nicht Noethersch sein.

Wihrend fiir eindimensionale Noethersche Integritdtsbereiche die Oberringe
Noethersch sind, zeigt das Beispiel 2.1., daf3 das fiir eindimensionale Noethersche
Ringe mit Nullteilern nicht mehr richtig ist. Wir konnen aber im lokalen
Fall den folgenden Satz zeigen.

2.2, Satz. Ist (4, m) ein lokaler eindimensionaler Ring, so ist der volle Quotien-
lenring @ (A) ein 2-Noetherscher A-Modul.

Beweis. Besitzt das Nullideal von A m als Primteiler, so ist 4 = @(4) und
die Aussage damit trivial. Wir setzen daher im folgenden voraus, daB das
Nullideal keinen eingebetteten Primteiler besitzt. Die Menge der minimalen
Primideale von A ist endlich, da die minimalen Primideale die zum Nullideal
gehorigen Primideale sind. Wir beschranken uns zunichst auf den Fall, daB
4 ein einziges minimales Primideal p besitzt. p @(4) := P ist dann das Prim-
ideal des Artinschen Ringes @(4), und es gilt P* = (0) fiir eine natiirliche
Zahl 5. P/P**! igt fiir alle natiirlichen Zahlen v endlichdimensionaler Vektor-
raum iiber dem Koérper @ (4)/P, da @(A) Artinsch ist. Es ist nach Satz 1.3.
Q(4)/P als A/p-Modul 2-Noethersch und damit auch als 4-Modul 2-Noethersch.
Nach 1.4. ist damit P’/P"*! 2-Noetherscher A-Modul. Da in der Kette

O)=PcPlc---cPc@Q(4)

alle Kompositionsfaktoren 2-Noethersche A-Moduln sind, folgt nach 1.4.,
| daB @(4) 2-Noetherscher A-Modul ist.
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Sei nun A ein eindimensionaler lokaler Ring, und seien py, . . ., py die mini-
malen Primideale desselben. Sei (0) = gq; N ... g, die Priméarzerlegung des
Nullideals, p; das zu q; gehorige Primideal. Dann ist Q(4)/@(4) q; ~ Q(4/q,)
nach dem bereits bewiesenen ein 2-Noetherscher 4-Modul, und daher ist nach
1.9. @(A) ein 2-Noetherscher A-Modul.

Aus 1.4. folgt direkt

2.3. Korollar. Jeder Oberring B von A ist 2-Noetherscher A-Modul und daher
auch als B-Modul 2-Noethersch.

2.4. Satz. Jeder Oberring B von A ist quasisemilokal.

Beweis. Es seien py, ..., p, die minimalen Primideale von 4. P, := p,Q(4)
sind dann die Primideale von Q(4). Setzt man p; = P, B, so sind im
Durchschnitt N p; nur nilpotente Elemente enthalten. Daher sind die Maximal-
ideale von B Elemente von U ¥V (p;). Fiir jedes i entspricht die Menge der
Maximalideale aus V (p;) gerade der Menge der Maximalideale von B/p;.
Dieser Ring ist aber als Oberring des primiren Integritétsbereiches A/p,
semilokal ([8]), womit die Behauptung bewiesen ist.

Besonderes Interesse verdient die Untersuchung der folgenden Frage: Welche
Oberringe von 4 sind wieder Noethersch ? Deshalb wollen wir uns jetzt mit der
endlichen Erzeugbarkeit der Ideale eines Oberringes B von A4 beschéftigen.

2.5. Satz. Jedes Ideal b eines Oberringes B ist modulo m b ein Noetherscher
A-Modul.

Beweis. Nach 2.3. ist B 2-Noetherscher A-Modul, nach 1.4. ist b/mb 2-
Noetherscher 4-Modul und damit 2-Noetherscher 4/m-Modul. Aus 1.5. folgt
die Richtigkeit des Satzes.

Als einfache Folgerung ergibt sich nach 2.4.:

2.6. Satz. Ist m” das Jacobson-Radikal von B, so wird jedes Ideal b aus B
modulo m” b endlich erzeugt. '

2.7. Satz. Sind die endlich erzeugten Ideale von B topologisch abgeschlossen,
so st B Noethersch.

Beweis. Nach 2.6. ist jedes Ideal!b bon Bvon der Form b= e -+ m’b, wobeie¢
ein endlich erzeugtes Ideal und m” das Jacobson-Radikal von B ist. Dann ist
b=e4+mb=e+m2=---=e dafe als topologisch abgeschlossen
vorausgesetzt wurde. '

2.8. Satz. Jedes Ideal aus B, in dem wenigstens ein Nichinullteiler enthalten
ist, ist endlich erzeugbar.
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Beweis. Seienp,,. . .,p,die minimalen Primideale von 4 undsei P; = p,Q (4),
p; = P;( B. Dannist n = p; N - - - N p, das Nilradikal von B. B/p] ist als
Oberring von A4/p; ein Noetherscher Ring (1.2.) und daher auch ein Noether-
scher B-Modul. Aus 1.9. folgt daher, da B/n ein Noetherscher B-Modul ist.
Sei nun b ein Ideal aus B, in dem wenigstens ein Nichtnullteiler enthalten

ist, d. h., fiir das b & J p; gilt. Dann ist das Jacobson-Radikal m” von B
=1

im Radikal von b enthalten, und daher gilt m’” S b + n fir eine natirliche
Zahl r. Sei n* = (0) (ein solches s gibt es, da n* < (Py... P,)" = (0) fir
geniigend grofe s ist). Da B/n Noethersch ist, ist b = e 4 1 fiir ein endlich
erzeugbares Ideal e von B, und es gilt daher
mPSGtn)=C+n=c+ent---4ent4+ncCe
Nach 2.6. gibt es aber endlich erzeugbare Ideale e, (i =1, 2,..., rs) mit
m'b = e;,, + m‘*1 b. Demzufolge ist
b=etes+--+e,+mbSe+--+e,+esh,
d.h, b=e¢ +---+4e,+ e ist ein endlich erzeugbares Ideal. Wie das
Beispiel 2.1. zeigt, 148t sich dieser Satz nicht mehr verschirfen. In diesem
Beispiel ist n = x R das Nilradikal. Jedes Ideal b, das einen Nichtnullteiler
enthélt, d. h. ein Element ¢ +xr, ¢c€ C, r € R mit ¢ = 0, enthédlt ganz n,
da far »" € R gilt 2" = m—Z— (¢ + x r). Demzufolge ist b =p* B =9'C +n

fiir eine gewisse natiirliche Zahl s. Dagegen hat 11 keine endliche Basis. Wire

niamlich z r, . . .,  r; eine endliche Basis von 1 = z R, so wire
tR=Bxr + -+ Bar,=Cxri+---+Caxr,
und daher 7y, ..., r; eine endliche Basis von R als C-Modul. Also wire R ein

Noetherscher C-Modul. Das steht aber im Widerspruch zu der Tatsache, da8

Cc (—;)— (o g—z < - -+ unendliche Teilerkette von R ist.

3. Der Ring der globalen Schnitte des punktierten Spektrums
eines lokalen Integrititsbereiches (4, m) der Dimension 2

B sei im fogenden immer der Ring der globalen Schnitte der Strukturgarbe
des punktierten Spektrums von A. Es ist bekannt, daB B =(m)~1A4 ist
({31, 7.3.3.). Wir werden jetzt die Ergebnisse des zweiten Abschnittes auf B
anwenden. Dazu bendtigen wir den folgenden Satz.

3.1. Satz. Ista ein Element von A, soist A := Aja B A ein eindimensionaler
lokaler Ring, dessen Mazimalideal m wenigstens einen Nichinullteiler besitzt.
Mit B = BJ/a B gilt A =< B = Q (4).
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Beweis. Da [4:m]y; = B ist, geniigt es zu zeigen, daB [4 NaB:m],
= A N a B, weil das bedeutet, daBB m nicht Primdivisor von 4 N a Bist und
damit jede Potenz von m in B regulire Elemente enthilt (hierbei sei m das
Maximalideal von 4). Mit Hilfe der folgenden beiden Beziehungen

a) ist ¢, € A4, so folgt%m‘g Bausa, m' S a B;

b) ist km! & B fiir k€ Q (A4), so ist k schon aus B, da km' ein endlicher
A-Untermodul des A-Moduls B ist,
kénnen wir schlieBen:

a)
[AnaB:ml,=[aB:mlzN ACS[B:mlyuan 4= Ban 4,

w.z. b. w.

3.2. Satz. B ist 2-Noethersch.

Beweis. Es sei by S b, S b3 & -+ eine aufsteigende Idealfolge in B und
0=+a€by N A. Nach 3.1. und 2.2. erhalten wir, daB B/a B 2-Noethersch
ist. Deshalb gibt es eine natiirliche Zahl r, so daB fiir alle j > r

b;,i/a B/b;ja B = bj+l/bj
Noethersch ist, w. z. b. w.

3.3. Satz. Jedes Ideal b aus B ist modulo m b ein Noetherscher A-Modul.

Beweis. Essei 0 3=a € mb ) 4. B/aB ist nach 3.1. Oberring des eindimen-
sionalen lokalen Ringes A/a B N A. Bezeichnen wir die Restklassenbildung
einheitlich mit ~, so ergibt sich nach 2.5., dal p/m b =~ b/m b ein endlicher
A-Modul ist.

3.4. Satz. Die Maximalideale von B sind endlich erzeugt.

Beweis. Sei m’ ein Maximalideal von B und 0 &= a € m’ | A. Wendet man
2.8. auf das Ideal m’/a B aus B/a B an, so erhalt man die Behauptung.

3.5. Sei P ein beliebiges Primideal aus B. Ist P N A4 = m das Maximalideal
von A, so ist fiir ein 0 =@ € m P = P/a B Oberideal von m = m/a 4 und
daher maximal, d. h., P ist maximal und daher endlich erzeugbar.

Ist PN A =p ein minimales Primideal aus A4, so ist, wie man durch eine
leichte Rechnung nachpriift, P = (m)~1p. Um zu zeigen, daB B Noethersch
ist, geniigt es daher zu zeigen, daf alle Primideale P = (m)~1p, p minimal in
A4, in B endlich erzeugbar sind. Der Beweis dieser Tatsache wurde zuerst
von T. ZINk [10] gegeben. Er verwendete dabei Methoden der lokalen Ko-
homologie. Wir geben im folgenden einen etwas vereinfachten Beweis dieser
Tatsache.
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3.6. Hilfssatz. Ist a ein Ideal aus A und ist M = A, + A, (fy, f2) sei ein
Paramelersystem von m, so gilt

(m)~ta/B a ~ Torj (4/a, M) ~ Torj (4/a, RY(m)~t 4).
Beweis. Nach [3], 2.1.12, gilt B=(m)14 =4, U 4y, Demzufolge gibt
es eine exakte Folge

0>B—A4, @4;,—M -0
(e(4y, as) = a; — ay), die, mit A/a tensoriert, die exakte Folge

0 — Tor (4/a, M)~ B/Ba-"+A4, /A, a + A,/A, a

ergibt (4, und 4;, sind flache Moduln). Ker § = 4, a N 4;,a/Ba ~m™! a/Ba
wiederum nach [3], 2.1.12.

Damit ist die erste Isomorphie bewiesen.

Zur zweiten Isomorphie bemerken wir, daBl nach [3], 7.4.3. b),

Rt(m)"14 = A, , /M
ist. Tensorieren wir die exakte Folge
0—>M—A4,;, ~ R(m™ 14 -0
mit A/a und beachten wir, dal Af1f2 flach ist, so erhalten wir die zweite
Isomorphie.
3.7. Sei I die injektive Hiille von 4/m und D der Funktor
D = Hom,(—, I).
D ist ein exakter Funktor der Kategorie der koendlichen A-Moduln in die

Kategorie der Noetherschen A-Moduln (4 sei die Komplettierung von A).
Aus der Isomorphie

Hom (M, DN) ~D(M ® N)
ergibt sich die Isomorphie
Ext% (M, D N) =~ D TorZ (M, N).
Da (m)=1p/B p (p sei ein minimales Primideal von 4) koendlich ist, ist
B = Ext} (4/p, D(R*(m)~14)) ~ D(Torf (A/p, Bi(m)~14))
ein Noetherscher A-Modul und daher ein Noetherscher 4/p A-Modul. Um zu

zeigen, daBl (m)~1p/Bp Noethersch ist, muBl man zeigen, daB F Artinsch ist,
d. h., man muB zeigen, daB

E®, A, = Ext}(4/p, D(RY(m) 14)) @, 4,=0
ist.
Sei 4 homomorphes Bild eines reguliaren lokalen Ringes B der Dimension r
(einen solchen Ring B gibt es nach den Cohenschen Struktursitzen iiber kom-
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plette lokale Ringe stets). Sei P das Urbild von p 4 in B. Dann ist A'p homo-
morphes Bild des (r — 1)-dimensionalen regularen lokalen Ringes C = B,
D=A4,=4,;, K=C/PC=~A4,/pA, Nach [3], 7.3.9., sowie GROTHEN-
pIECK und HARTSHORNE ([9], Seite 90, Lemma 6.5.) ist

Ri(m)~14 ~ H2,(4)
und

© D(RYm)~t4) &~ D(HZ%(A)) ~ Ext;2(4, B),

und da E ein A-Modul ist, gilt

E®,A4,~E®; 4, ~EBxt] (4,/pA,, Ext};?(4,,Bp))

=~ Ext} (K, Exty (D, 0)).

Da D ein C-Cohen-Macaulay-Modul der Kodimension 1 ist, gilt

Ext¢{(D,C)=0 fir g=r—2
(C ist (r — 1)-dimensionaler reguldrer lokaler Ring).
Betrachten wir die Spektralsequenz ([6], Ch. XVI, § 5)

E3* = Ext}(K, Ext{(D, 0)) = Exty(K, O)
und beachten wir, dal Ext}, (K, C) = 0 fir n == r — 1, so ergibt sich

Ext} (K, Exty2(D, C)) = 0.
Wir haben also gezeigt, daB (m)~1p/Bp Noethersch ist und dal daher (m)~1p
endlich erzeugbar ist. Nach 3.5. sind also alle Primideale aus B endlich erzeug-
bar, und es gilt daher:

3.8. Satz. Der Ring B = (m)~ 1A der globalen Schnitte des punktierten Spektrums
eineszweidimensionalen lokalen Integritdtsbereiches ist ein Noetherscher Ring.

3.9. Korollar ([10], 2.9.). Die fast-ganze Abschliefung von B stimmt mit der
ganzen Abschliefung von B iiberein.

Wir wollen zum AbschluB der Arbeit noch einige Bedingungen fiir B = 4
angeben, d.h. Charakterisierungen fiir lokale Ringe, bei denen sich jeder
Schnitt der Strukturgarbe iiber dem punktierten Spektrum von 4 zu einem
Schnitt auf ganz Spec 4 fortsetzen lafit. Ringe, die dieser Eigenschaft ge-
niigen, nennen wir in Erweiterung der Definition von KRULL (m)-einbettungsfrei.

4. Kriterien fiir die (m)-Einbettungsfreiheit von lokalen Integritiitshereichen

4.1. Hilfssatz. Seien a und b zwei Ideale eines Integritdtsbereiches A und
0 %= a € A. Dann gilt

%aﬂA=aa:b
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Ist a € b, so gilt ferner

aa:b = Aa genaudann,wenn —g—=~ A.
Beweis. —%a NnNA= (%amA = qa:b.Ista €b,s0istaa:b = A4 agenaudann,

wenn

=— =A.
a

a a a
—B—aﬂA——Aa', d.h. —b'—'b—ﬂ

4.2, Hilfssatz. Ist A ein lokaler Integrititsbereich, dessen Maxzimalideal m
nicht Hauptideal ist, so gilt

é Aa
a

m"l::é:mO::m
m m

und Aa:m=ma:mfirallea€ A.

Beweis. Wegen m S m™1 & A4 ist entweder m™1 = m? wenn m=m"!m
ist, oder m~tm = A4, d. h., m ist umkehrbar und damit projektiv. Da jeder
projektive Modul iiber einem lokalen Ring freiist,ist m frei und daher Haupt-
ideal. Die zweite Gleichheit folgt aus 4.1.

4.3. Satz. Hin lokaler Integrititsbereich A, dessen Maximalideal m von einer
Hohe grofer als 1 ist, ist genau dann m-einbettungsfrei, wenn eine der folgenden
Bedingungen erfillt ist:

a)'m_i =£=As
m

=2

ymo == — 4,
m

o

m

Aa:m= Aa fir alle a aus A

ma:m= Aa fir alle a aus 4,

Aa:m= Aa firallea aus A,

ma:m = Aa fir einaaus 4,
g Chyd = A4,

h) Cpyo0 4 = A.

Beweis. Wegen m~t = (m)~14 folgt aus der (m)-Einbettungsfreiheit a). Ist
(m)~14 = A, so gibt es ein k€ @(4)\4 und eine natiirliche Zahl r, so daB
km™'dC A und km" S A. Ist m € m"~'derart, daB km ¢ A4, so ist wegen
kmm S 4 m~t &= A nachgewiesen. Also ist a) dquivalent zur Einbettungs-
freiheit von 4. Nach 4.1. und 4.2. sind die Bedingungen a) bis f) alle zueinander
dquivalent.
Wegen Cyo A S Cfy A S m™14 folgt aus der (m)-Einbettungsfreiheit
g) und h). Ist g) oder h) erfiillt, so ist nach Definition der auftretenden Funk-
toren m® = A, und wir kénnen nach b) schlieBen.

)
d)
e)
f)
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44. Korollar (NagaTA). In einem lokalen Integritdtsbereich (A, m) ist m
zugehoriger Primieiler fiir alle Hauptideale genaw dann, wenn m zugehoriger
Primdivisor fiir ein Hauptideal ist.
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