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Uber den Verband aller Lineartopologien eines Noetherschen Ringes

LorHAR BUDACH

Fiir die Erweiterungstheorie von Ringen ist von Bedeutung, die Struktur des
Verbandes aller Lineartopologien eines Noetherschen kommutativen Ringes 4
mit Einselement zu iibersehen. Einen gewissen Einblick in diese Struktur gab
bereits mein auf dem Prager Kolloquium [2] mitgeteiltes Resultat. Inzwischen
ist es gelungen, ein Ergebnis zu finden, das die oben aufgeworfene Frage ab-
schlieBend beantwortet. In der vorliegenden Arbeit werden das Ergebnis und
sein einfacher Beweis mitgeteilt. Alle Bezeichnungen werden wie in [1, 2]
verwendet.

1. Seien G und H zwei Halbordnungen, 4 und g zwei Ordmingshomomorphis-
men von @ in H. A heilt feiner als 8, (1 < p) falls A(g) < B(g) fir alle g € G ist.
Bezuglich dieser Ordnungsrelation bildet die Menge aller Ordnungshomo-
morphismen eine Halbordnung.

2. Sei H eine Halbordnung. Jedem k € H sei eine Halbordnung X, zugeordnet,
und jedem Paar [h,g], h,g€ H, h < g sei ein Ordnungshomomorphismus
gn: X — X, zugeordnet, so daB fiir h < g < fgilt A = A, ° 4. Eine derartige
Zuordnung nennen wir ein Ordnungsspektrum iber H.

Eine Halbordnung X zusammen mit Ordnungshomomorphismen 4,: X — X,
heilt Ordnungslimes des Ordnungsspektrums [{X,}, {4,}], wenn
a) fiir b < g stets 4, < 4, ° 4, ist und

b) [X, {4,}] Lésung des durch a) definierten Universalproblems ist, d.h.
genauer: genigt [X”, {4,}] ebenfalls der Bedingung a), so gibt es genau einen
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Ordnungshomomorphismus
A: X" > X mit 4,0 A= 1, firalle g€ H.
X ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und heit der Ordnungslimes des

Ordnungsspektrums: X = Olim {X,; h € H}. X besteht aus allen Funktionen
x:h€ H — x, € X, fiir die x, < Ay, (x) fiir b < g ist; 1, (x) = @,

3. Sei 4 im folgenden stets ein Noetherscher kommutativer Ring mit Eins-
element, Spec A das Spektrum von A (die Halbordnung aller Primideale
von A). Ist p € Spec A4, so gibt es einen kanonischen Ringhomomorphismus
@p: A — A,. Sind p und q zwei Primideale und p < q, so gibt es einen kano-
nischen Ringhomomorphismus ¢,,: 4, — 4,, so da ¢, -9, = ¢, und fir
beasr

Pap © Prg = Py
gilt. Ist F eine A -Idealfilterbasis, so ist @g' (F) = {p;,'(f); f € F} eine A-
Idealfilterbasis. Ist F € Top (4, || (m,)), so setzen wir

qu (F) ot ‘pq—p1 &) + <mq>
Jqp (F) besteht also aus allen m,-priméren Idealen die eing,,' (f), f € F umfassen.
Offensichtlich ist firp S g S ¢

Aoy < Aeg© Agy,

und infolgedessen bildet [{Top (4, || (m,)}, {4,,}] ein Ordnungsspektrum tber
Spec 4.

Ist F eine A-Idealfilterbasis, so ist 4, F fiir p € Spec 4 eine 4,-Idealfilterbasis
und 4, (F) = 4, F + (m,) ein Element aus Top (4, || (m,)). 4,(F) besteht aus
allen m,-primiren Idealen, die ein 4, f, f € F umfassen. Die Abbildung

Ayt Top A — Top (4,1l (my)),

Fr A, F + (my)
ist offensichtlich ein Ordnungshomomorphismus, und es gilt

Ay < Ao Ay fir q Sp.

4. Hauptsatz. [Top 4, {4,}] ist der Ordnungslimes des Ordnungsspekirums
[{Top (4, || (my))}, {Ay,}] iiber Spec 4; d. k.

Top A4 = Olim {Top (4, || (m)); p € Spec 4}.

Da nach [2], Hauptsatz 8, Top (4, (m,)) zum Verband aller Ideale der Kom-
plettierung A, von A, isomorph ist, gibt Satz 4. eine vollstindige Charak-
terisierung von Top A.

Der Beweis wird in den Satzen 5., 6. und 7. gefiihrt.
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5. Satz. Seien F und G zwei A-Idealfilter, so ist F' < G genaw dann, wenn fiir
alle p € Spec A '

A (F) < A, (@)
ist.
Beweis. Die Richtung F <G = 4,(F) < 4,(G) ist offensichtlich. Sei um-
gekehrt firalle p 4, (F) < 4,(G), d. h. 4,(G) & A,(F). Sei p ein Primideal, q ein
p-priméres Ideal und q € @, so ist 4, q € 4,(G) S 4,(F), und es gibt daher ein
f(q) € F mit A,f(q) S 4,q. Also ist F 3f(q) S¢;'(4,9) =q und d.h.
qgEF. -

Sei nun g ein beliebiges Ideal aus @, g = q; N - q, eine Primérideal-
zerlegung, so sind nach dem soeben gezeigten alle g, € F und daher auch
g€ Fw.z. b.w.

6. Satz. Fir alle p € Spec 4 sei ein F, € Top (4, || (m,) gegeben, und fir

P S qsei Fy < 2, (F\); dann gibt es ein A-Idealfilter F mit A,(F) = F, fiir alle

p € Spec 4.

Beweis. Sei F| =g, !(F,) und F = inf F,. Da jedes Ideal aus 4, Erwei-
p

terungsideal seines Verengungsideals in 4 ist, gilt F, = A, F, und daher auch

Ay (F) = F,. Wegen F < F_ ist A,(F) < 4,(F,) = F, nach Satz 5. Es bleibt

also zu zeigen, daBl F, < A,(F) ist. Sei dazu q€ A4,(F), d. h., qsei ein m,-

priméres Ideal, in dem ein Ideal 4, {, { € F, enthalten ist.

Wegen | € F gibt es Ideale a, € Fy ,...,0, €F, mit

Po (@) NNy e,) STS o, (A ) Se (@) 50
Seio.B.d.A.py, ..., 0, Epundp,.,,....0, EP, soist, da q" p-primir ist,
o (@) N Nppr(a,) S " und daher 4,95 (a,) N - N 4,9, (a, )
S 4,q = q. Nun ist aber p; S p firi = 1, 2, ..., m und daher

b; = 05,1 (0y) = @, ° 9) 71(0,) = @5 (Ppi(6,))

Ay b= A, 9. (a,) = @gy (a,).

Da F, < Am (F”i) nach Voraussetzung gilt, ist fir alle i =1, 2, ..., m und
allep =1, 2, ...

4,5, +mg € F,
und daher auch

(4, B, +mg) N -+ N (4, b, + mE) € F,

Sei p die nach Satz 7. existierende natiirliche Zahl, fiir die

(Ayby +m)N - -N4yb, +m) S 4,0,N---Nb,)+a=4q

ist, so folgt g€ ¥, d. h. ,(F) S F,, w.z. b. w.
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7. Hilfssatz. Sei L ein Noetherscher lokaler Ring, m sein Maximalideal,
q ein m-primdres Ideal, und seien by, . . ., b, beliebige Ideale aus A. Dann gibt
es eine natirliche Zahl g mit

G+m)yn---NG,+m)ychn---Nb,+a

Beweis. Sei zunachst zusitzlich vorausgesetzt, dal (4, m) komplett sei.
Ist 59 = (b, + m9) N --- N (b,, + m?), so ist

nlb‘°’=(nlbl+m“)ﬂ---m(ﬂl(bm + m"))=bm-“ﬂbm,
e= o= o=

und daher gibt es zu jedem m-priméren Ideal geingmit b©® S b, N - - - N b, + q.
Damit ist Satz 7. fiir komplette lokale Ringe bewiesen. Sei nun A beliebig
gewihlt, 4 die Komplettierung, so gilt fiir geniigend grofes o:

by =m)N N +m) S (Ab+AmoN--N(db,+dm))N4
cdon---ndb,+Adggnd=40,n---Nb,+a)N4

8. Nach 5. ist die in 3. definierte Abbildung
A: Top A — Olim {Top (4, || (m,)); p € Spec 4}

injektiv und nach 6. surjektiv. Wiederum nach 5. ist 1 ein Ordnungshomo-
morphismus. Damit ist der Hauptsatz 4. bewiesen.
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