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Cohen-Macaulay-Punkte auf lokal geringten Riumen
und Anwendungen in der Schnittheorie?)

MANFRED HERRMANN und WoLFGANG VOGEL

In diesem Bericht geben wir Ubertragungsprinzipien fiir Cohen-Macaulay-
Punkte auf lokal geringten Ridumen an. Dazu werden Relationen (H) fiir die
Koeffizienten geeigneter Hilbert-Samuel-Funktionen herangezogen [10]. Diese
Betrachtungen erfolgen in gewisser Analogie zu Untersuchungen von Hiro-
NaKa [12], Kap. II, fiir reguldres Verhalten auf algebraischen Schemata, wobei
an die Stelle der ,,normalen Flachheit“ bei HIRoNakA unsere (H)-Bedingung
tritt. Dementsprechend weisen wir abschlieBend darauf hin, wie man die
(H-)Bedingung auf Grund des HironaxA-Isomorphismus ([7], Nr.32) aus
geeigneten Flachheitsforderungen herleiten kann [11]. Dies liefert ein Haupt-
ergebnis 9.3., wonach im wesentlichen die normale Flachheit gewihrleistet,
dal die Ergebnisse von [12], Kap.II, auch fiir Cohen-Macaulay-Punkte
bewiesen werden konnen.

Diese Untersuchungen sind insofern fiir die Multiplizitatstheorie von Be-
deutung, als sie u.a. ein kohomologisches ,Ma“ fiir die Abweichung der
»statischen“ Multiplizitdt der Idealtheorie von GROBNER [3] und der ,dy-
namischen Multiplizitdt im Sinne von SERRE [21] ergeben. Insbesondere
werden hier Ergebnisse zum Multiplizititsvergleich aus [9], [10] und [18]
unter einheitlichen Gesichtspunkten betrachtet.

1. Den Ausgangspunkt dieser Uberlegungen bildeten zunadchst Fragestel-
lungen zur Giiltigkeit des Bézoutschen Satzes. Der klassische Satz von BfzouT

1) Diese Note beruht auf einem Seminarbericht der Verfasser, der im Friihjahr
1970 in einem Forschungsseminar der Universitaten Berlin-Halle gehalten wurde.
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besagt, daB sich zwei ebene Kurven m-ter und ¢-ter Ordnung in hochstens
m q verschiedenen Punkten schneiden, sofern sie nicht unendlich viele gemein-
same Punkte haben. Beim eigentlichen Schnitt zweier beliebiger Mannig-
faltigkeiten M, N (algebraische Mengen), die durch zwei homogene Ideale
a, b aus dem Polynomring R =: K[z, 2|, ..., x,] uber einem beliebigen
Korper K gegeben sind, liegt dementsprechend folgender Sachverhalt vor:
Die Losungsanzahl wird als 3, - ho(p;) angesetzt, wobei ko (p,;) die Ordnung
einer Schnittkomponente C; — M N N (definiert durch p;) bezeichnet und
»; eine wohldefinierte Schnittmultiplizitit von C; in M N N ist, so dal

Zvi ko () = ho(a) - ko (D).
Beim idealtheoretischen Aufbau der algebraischen Geometrie verwendet man
als Schnittmultiplizitdt die Ideallinge y; ([3]), fir die diese Gleichheit im
allgemeinen nicht erfiillt ist; unter gewissen Voraussetzungen gilt nimlich:

3 i ho(9,) = ho(a, 0) = ko(a) - k(D) = 3] v; - ho(9,).
Im idealtheoretischen Rahmen besagt daher der Bézoutsche Satz, daB
ho(a, B) = hg(a) - ho(b) ist. In einem ersten Hilfssatz wollen wir zeigen, daBl

dieser Satz genau dann gilt, wenn g, = v, in jeder Schnittkomponente
C,c M N N ist.

In vorangegangenen Publikationen hatte sich das Interesse darauf gerichtet,
ein Korrekturglied K mit hy(a, b) = hy(a) y(b) + K anzugeben; siehe [19,
23]. In [2] wurde eine homologische Auswertung dieser Untersuchungen mit
Methoden von [21] in folgénder Weise gegeben: '

Es seien a und b beliebige homogene Ideale in R. Das Summenideal (a, b) habe
folgende Primérzerlegung

(aab)zmﬂ"’ﬂqsﬂ’?(a:b),

wobei q, p,-primar fir v =1, ..., sist und die q, die hochstdimensionalen
zu (a, b) gehorigen Primarkomponenten sind; t(a, b) bedeute den Durch-
schnitt der iibrigen Komponenten. A4, sei der regulidre lokale Ring Ry,; wir
setzen a,=: A,aund by=:4,-b firv=1,...,s ()" ist die Lange
von (- * *). 4 (M, N) bezeichne die Schnittmultiplizitit im Sinne von SERRE [21],
Kap.V, fir Moduln M und N vom endlichen Typ iiber einem regulédren lokalen
Ring A.Inunserer Situation liegt fiir 4, der charakteristikgleiche Fall vor.

Nach [2], Satz 1, haben wir:
1.1. Wenn dim 4, = dim a, + dim b, fiir alle »!), dann gilt:

K = i’{z (—‘-l)"“l l(Torfv(Av/a,,, Av/bv))} « ho(,)-

v=1 i=1

1) Man sagt dann nach [24], daB sich a und b lokal eigentlich schneiden. Sind a und b
pseudogemischt [3], so ist diese Eigenschaft dquivalent mit der Bedingung, dafl
sich a und b eigentlich schneiden, das bedeutet: dim (a, b) = dim a — rg b.
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Darauf beruht die folgende Aussage:
1.2. Hilfssatz. Wenn a und b sich lokal eigentlich schneiden, gilt

ZAU (Av/av’ Av/bv) = l(Av/(av’ bv))

fiir alle v genaw dann, wenn hy(a, b) = hy(a) - ko(b) ist.

Beweis. Furallev =1, ..., s gilt nach [21], C. V. — 20:
v, =: x4 (4,/a,, 4,/0,) = S (—1)l (Torfe (4,/a,, 4,/%,))
i=0

= l(Av/(azﬂ bv)) - va
mit
xie = 3 (—1)"*YTorj>(4,/a,, 4,/6,)) = 0;
izl
[(4,/(a,, b,)) ist die Multiplizitat u, von q,im Sinne von GROBNER [3]. Damit
ist u, = v, genau dann, wenn yi'* = 0 & K = O nach 1.1.; was gleichbedeutend
mit der Giiltigkeit des Bézoutschen Satzes ist.

1.3. Bemerkung. Nach AusLANDER und BucHsBAUM ist yiv = 0 © 4,/a,
und 4,/b, Cohen-Macaulay-Moduln sind (vgl. Abschnitt 3).

Dies liefert den Satz 2 aus [2]:

1.4. ho(a, b) = ho(a) - hy(b) & 4,/a, und A,/b, Cohen-Macaulay-Moduln fiir
alle v=1,...,s sind (vgl. 3.2.). Demnach konnen die Cohen-Macaulay-
Eigenschaften der Schnittkomponenten als geiegnetes Zwischenglied an-
gesehen werden, itber das der Bézoutsche Satz und der Multiplizitatsvergleich
im einzelnen (in jeder Komponente) zusammenhéngen.

1.5. Auf Grund dieses Zusammenhanges ergibt sich sofort, daB beim Schnitt
zweier (absoluter) k-Varietiten V, W die Multiplizitaten im Sinne von GROB-
NER und WEIL [27] nur in solchen eigentlichen Komponenten voneinander
abweichen kénnen, die auf V oder W singuldr sind. Andererseits kann der
Bézoutsche Satz auch im Fall singuldrer Schnittkomponenten gelten: Eine
solche Situation liegt z. B. vor, wenn sich zwei ebene Kurven in singuldren
Punkten schneiden. In solchen singuldren Schnittpunkten P muB die Multi-
plizitat des lokalen Ringes von V bzw. W in P nach 1.2. und 1.4. notwendig
grofer als eins sein (vgl. 3.4.). Allein aus der Existenz von Cohen-Macaulay-
Punkten!) auf V oder W ist daher iiber die Kompliziertheit irgendwelcher
singuldrer Punkte auf ¥V oder W und damit iiber die ,,Schichtung® der Singu-
laritéten im Sinne von ZARISKI (z. B. [29]) keine Aussage zu erwarten. Ent-
sprechendes gilt hinsichtlich der Beschaffenheit von Untervarietiten C in
sich und die Art ihrer Einbettung in ¥ oder W.

1) Siehe Definition 4.3.
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Um iiber die (idealtheoretische) Giiltigkeit des Bézoutschen Satzes bzw. um
zum Vergleich der verschiedenen Multiplizititen Aussagen zu machen, werden
wir im Hinblick auf 1.2., 1.4. und 1.5. im folgenden die Feinstruktur der
Schnittkomponenten C, — ¥V | W zunéchst in den Hintergrund treten lassen.
Fiir diese Untersuchungen ist ein Grundprinzip der Multiplizitidtstheorie von
VAN DER WAERDEN [25, 26] und WEIL [27] von Interesse: Hier kann unter
geeigneten ,glittenden” Bedingungen von der Multiplizitit einer Schnitt-
komponente oder einiger Schnittkomponenten C — V N W auf die Multi-
plizititen der anderen Komponenten geschlossen werden. Diese glittenden
Bedingungen betreffen einmal die Struktur der Komponente C' in sich und
zum anderen ihre Einbettungseigenschaften in ¥V und W. In der Weilschen
Auffassung 1Bt sich jedes Schnittproblem auf ein ,,geglattetes“ Problem zuriick-
fithren, aus dem dann das urspriingliche durch einen Spezialisierungsprozel3
zuriickgewonnen werden kann. Da nun die Cohen-Macaulay-Eigenschaft im
allgemeinen nicht spezialisierungsinvariant ist, wie wir im folgenden genauer
ausfiilhren werden, wird man in diesem Rahmen mit 1.2. und 1.4. eine Er-
klarung aus mehr geometrischer Sicht fiir die Abweichung der Multiplizitaten
von GROBNER und WEIL bzw. SERRE geben kénnen. Nach der von GROBNER
vorgeschlagenen Terminologie ([5], Vorwort und [4]) liefert dies eine Deutung
der Abweichung von ,statischer und ,,dynamischer” Multiplizitat (vgl. auch
KELLER [13]). In Analogie zu dem obigen Prinzip suchen wir zunéchst nach
Bedingungen, die die Struktur von V und W lings einer Schnittkomponente
C < VN W glitten und die (bei Beriicksichtigung geeigneter Einbettungs-
eigenschaften von C in ¥V und W) das Verhalten der anderen Schnittkompo-
nenten bzgl. der beiden Multiplizitdtsdefinitionen festlegen.

2. ZARISKI benutzte fir den Auflésungsprozef von Singularititen einer ana-
lytischen oder algebraischen Fliche in einer 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit
als glittende Bedingung fiir eine Varietat V lings einer Untervarietat C < V
die sogenannte Aquimultiplizitit von V lings C. Fiir die Auflésung von Sin-
gularitdten in beliebigen Dimensionen fithrte HiroNaka [12] die stérkere
Glattungsbedingung V normal flach lings C ein. Der folgende erste Vergleichs-
satz zeigt, daB diese Begriffsbildung auch fiir unsere Betrachtungsweise
geeignet ist.-Nach [12], S. 135, geben wir folgende Definition.

2.1. Definition. Sei V =(V, 0y) ein lokal geringter Raum und C = (C, O)
ein lokal geringter Unterraum mit der definierenden Idealgarbe J auf V. Es
sei gri(V) = J?/J?+! | Cfiir p = 0. V heiBt normal flach lings C in einem
Punkt z € C (V nf C), wenn fiir alle p = 0 der Halm

gré(V), ein freier Oy ,-Modul ist.

V heiBt normal flach lings C (V nf C), wenn ¥V normal flach lings C in jedem
Punkt von C ist.



Cohen-Macaulay-Punkte auf lokal geringten Réumen und Anwendungen 107

Sind die Halme Oy , noethersche Ringe, so ist die normale Flachheit von V
laings C aquivalent mit: gry(V) = Z'ng(V) ist O, -flach. Angewandt auf

k-Varietiaten V < C mit den deﬁmerenden Idealen p, — p, bedeutet V nf C,
daB J2/J%*! ein flacher O ,-Modul ist, wobei J, = (pg/py) * Oy ,.

2.2. Satz (1. Vergleichssatz). Seien V und W homogene (absolute) k-
Varietdten mit den zugehorigen Primidealen Py, und Py, iber einem algebraisch
abgeschlossenen Oberkorper von k, die sich eigentlich schneiden, d. h.

dim (py, Py) = dim p, — rang py,.
Seien Cy und C, nicht-singulire Schnittkomponenten von V N W1), die min-
destens einen einfachen Punkt auf V bzw. W enthalten. Gilt V nf C; und W nf C,,
dann stimmen die Schnittmultiplizititen von GROBNER und WEIL in jeder
Komponente von V (" W iiberein.

Beweis. Nach [12], Kap. II, Kor. 4, gilt auf Grund der Flachheitsforderung,
daB alle Punkte von C; (von C,) einfache Punkte von V (von W) sind. Da
V' N W nur homogene Komponenten besitzt, liegt der durch das Ideal
P = (%9, 2y, ..., x,) definierte Punkt P auf allen Schnittkomponenten C,,
v =1, ..., s. Damit sind die lokalen Ringe von V und W beziiglich P regulir.
Weil jede Lokalisierung eines reguliren Ringes wieder regulir ist ([21],
S.IV—41), ist C, einfach auf V und W fir allev =1, ..., s. Nach 1.2. und
1.4. folgt die Behauptung, q. e. d. (Siehe auch [9].)

2.3. Bemerkungen. Die Forderung der normalen Flachheit ist fiir diesen
Sachverhalt eine sehr starke Bedingung. Der Beweis des Satzes 2.2. zeigt
nimlich, daB es nur darauf ankommt, daB die lokalen Ringe von V und W
beziiglich C, Cohen-Macaulay-Ringe sind. Hinreichend fiir die Giiltigkeit
des Bézoutschen Satzes ist die Kenntnis der lokalen Strukturen von ¥V und W
in P (vgl. 3.2. und Beweis des 2. Vergleichssatzes 5.1.). Allerdings wird man
fir ein vorgelegtes Schnittproblem zunichst nur Informationen iiber die
lokalen Ringe von ¥V und W in allgemeinen Punkten gewisser Schnittkompo-
nenten C; und C, zur Verfiigung haben. Unsere Flachheitsforderungen be-
nutzen gerade derartige Informationen fir Strukturaussagen in speziellen
Punkten, die aber, wie gesagt, fiir unsere Fragestellung zu stark sind. Fiir den
idealtheoretischen Rahmen wollen wir daher die Forderung nach normaler
Flachheit abéndern, indem wir Folgerungen aus der normalen Flachheit und
aus gewissen Einbettungseigenschaften fir C,, C, beziiglich V, W zu For-
derungen an die Koeffizienten gewisser Hilbert-Samuel-Funktionen von V
bzw. W in Punkten auf C; bzw. C, verallgemeinern ((H)-Bedingung). Hierzu
stellen wir einige Begriffsbildungen voran.

!) Insbesondere kann C, = C, sein.
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3. Seien A ein noetherscher semi-lokaler Ring und M ein 4-Modul vom

endlichen Typ. Eine Folge a,,...,a, von Elementen aus dem dJacobson-
Radikal m von 4 heit M-Folge, wenn fiir alle j = 1, .. ., p das Element a;
kein Nullteiler in M/(ay, ..., a;_;) M ist, wobei (a;) das Nullideal bedeutet.

Kann diese M-Folge nicht durch weitere Elemente aus m verlangert werden,
dann sprechen wir von einer maximalen M-Folge. Da maximale M-Folgen
die gleiche Anzahl p von Elementen besitzen, nennt man p die homologische
Kodimension von M, codh ,M = p. Bezeichnet Ann (M) den Annulator von M,
dann ist die Dimension von M iiber A, dim, M, die idealtheoretische Di-
mension des Ringes R/Ann (M), und es gilt codh, M < dim M

3.1. Definition. M heiBt Cohen-Macaulay-Modul, wenn M = (0) oder
codh , M = dim M.

A heit Cohen-Macaulay-Ring, wenn A4 als A-Modul betrachtet ein Cohen-
Macaulay-Modul ist (vgl. z. B. [21], Kap. IV).

3.2. Bemerkung. Wir werden im folgenden stets die Cohen-Macaulay-
Eigenschaften von lokalen Ringen nachweisen, insbesondere von lokalen
Ringen von Varietdten beziiglich Untervarietdten. In 1.4. spielen jedoch die
A,-Moduln 4,/a, und 4,/b, eine Rolle. Hinsichtlich der Cohen-Macaulay-
Eigenschaft ist es nach [21], S.IV—18, Prop. 11, aber gleichwertig, 4,/a, und
A4,/b, als 4,-Moduln oder als lokale Ringe zu betrachten.

Lokale Cohen-Macaulay-Ringe konnen dadurch charakterisiert werden, dal
der Ungemischtheitssatz gilt (vgl. [15], S. 85). Damit erhilt man den folgenden
Hilfssatz

3.3. Hilfssatz [24]. Seien a und b perfekte Ideale in R im Sinne von GROBNER
[3], S. 176, mit dim(a, b) = dim a — rangb Dann gilt der Bézoutsche Sutz
ho(a, B) = ho(a) * Ao (D).

Beweis. a und b perfekt ist glelchbedeutend damit, daB in R/a und R/b
der Ungemischtheitssatz gilt. Nach [21], Cor. 1, S.IV—24, sind daher mit
der Bezeichnung von 1.4. 4,/a, und 4,/b, Cohen-Macaulay-Ringe, q. e. d.

3.4. Im folgenden soll kurz der Zusammenhang zwischen Cohen-Macaulay-
Moduln und Multiplizititen skizziert werden.

Seien 4, m und M wie in Abschnitt 3. Ein Ideal v — A heiBt Definitionsideal,
wenn eine natiirliche Zahl p > 1 existiert, so daB me S v & m ist. I(--*)
bezeichne stets die Linge des Moduls (---). I(M/v"*'M) ist fuar geniigend
groBe n ein Polynom in » vom Grad dim M = d, das Hilbert-Samuel-Polyrom:

Lo ) = (" T e (PTI T  p,

wobei die ¢; = ¢, (b, M) ganze rationale Zahlen mit ey > 0 sind. ey(b, M)

heit die Multiplizitit von v beziiglich M. Fiir v = m heiBt ¢, auch die Multi-
plizitdt von A beziiglich M.
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Wenn A = M ein lokaler Ring ist, dann ist b ein m-priméres Ideal q, wobei m
das maximale Ideal von A ist. Wir bemerken an dieser Stelle, dal 4 genau
dann ein regularer (lokaler) Ring ist, wenn A4 ein Cohen-Macaulay-Ring ist
und ey(m) = 1 gilt (z. B. [15], Satz (40.6)).

Ist dim 4 = d, so verstehen wir unter einem Parameterideal stets ein m-
priméres Ideal q mit d Basiselementen. Fiir Parameterideale q gilt

eo(q) < U(4/q).

Besitzt der Residuenkérper 4/m unendlich viele Elemente, so existiert zu
einem beliebigen m-priméren Ideal q” ein Parameterideal q S q” mit

eo(q) = €o(q”).
3.5. Satz ([28], S.400). Fiir einen lokalen Ring (4, m) sind die folgenden
Eigenschaften dquivalent:

1. A ist ein Cohen-Macaulay-Ring.
2. Fir alle Parameterideale q gilt e (q) = 1(A/q).
3. Fiiir alle Parameterideale ist der graduierte Ring G, (4) = 3] q"/q"** isomorph

n=0
zum Polynomring in dim A Variablen iiber A/q.

4. Im folgenden geben wir die (H)-Bedingung an (vgl. die Bemerkungen 2.3.).
Sei W ein irreduzibles, abgeschlossenes Unterschema eines algebraischen
Schemas V uber einem Korper k; bezeichne O, den lokalen Ring von z € W
beziiglich ¥ und Oy, den lokalen Ring des allgemeinen Punktes Z € W beziiglich
V. Wir betrachten fiir n = 0 die Funktionen

H,(n) = 2 Ua:/0:"),
wobei g, ein m,-primédres Ideal aus O, bedeutet und m, das maximale Ideal
in 0, ist.1)
Fir H,(n) schreiben wir Hy, (n).
(H) bedeute im folgenden stets die Bedingung:
o Hm= Y Hym- (1T,

o r—1

wobei n = 0 und r = dim Oy, ist.
4.2. Definition. Wir sagen, (H) gilt fiir x, Z€ W, wenn in O, und Oy, Para-
meterideale q, bzw. qy existieren, so daB 4.1. fiir q, und qy erfillt ist.

4.3. Definition ([7], No. 24, 5.7.1.). Ein Punkt x € W heilt Cohen-Macaulay-
Punkt beziiglich V (C M ,-Punkt), wenn O, ein Cohen-Macaulay-Ring ist.

1) Fir diese Funktion H,(n) wurde in [10] H(q,,n) geschrieben, um die Ab-
héngigkeit von (, zum Ausdruck zu bringen.
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4.4. Satz [10]. Es sei V ein algebraisches k-Schema und W ein irreduzibles,
abgeschlossenes Unterschema von V. Wenn der allgemeine Punkt T von W ein
C M - Punkt ist und (H) fiir T und einenweiteren Punktz€ W gilt, dann ist auch
x ein C M,-Punkt.

4.5. Bemerkungen.

4.5.1. Satz 4.4. wird in 7.1. auf gewisse lokal geringte Réume iibertragen.
Im Hinblick auf den 2. Vergleichssatz (vgl. 5.1.) wurde Satz 4.4. zunichst
nur fiir algebraische k-Schemata bewiesen.

4.5.2. HiroNakAs Ergebnis fiir regulare Punkte in [12], Kor. 4, S. 188, wird

durch Satz 4.4. auf Cohen-Macaulay-Punkte iibertragen, wobei unsere (H)-

Bedingung fiir die Flachheitsforderung V nf W und eine Einbettungseigen-
z

schaft (W ist nicht-singulér) steht.

4.5.3. Eine Charakterisierung (auch’ unter kohomologischen Aspekten) der
(H)-Bedingung wird in Abschnitt 8 gegeben. Die Aussage des Satzes 4.4. kann

in 9.3. auch aus Vnf W und zusitzlichen Voraussetzungen geschlossen
z

werden.

4.5.4. Das folgende Beispiel bestatigt, da die Cohen-Macaulay-Eigenschaft
des allgemeinen Punktes Z von W nicht ,,spezialisierungsinvariant® ist.

4.6. Lemma [10]. Di¢ Spitze des Kegels V im 4-dimensionalen projektiven
Raum mit dem zugehérigen Primideal

3 2 2 2 3
Py = (@ 23 — @3, T, T4 — @y X3, Ty T3 — T3 Ty, Ty X; — X3)

ist kein C M ,-Punkt.

Das Lemma zeigt, warum beim Schnitt von ¥ mit einem speziellen linearen
Raum durch die Spitze die idealtheoretische Multiplizitat von der ,,Spe-
zialisierungsmultiplizitat”“ von WEIL abweicht. Demnach liefert die Speziali-
sierungsinvarianz der Cohen-Macaulay-Eigenschaft der allgemeinen Punkte
auf den Komponenten eines Schnittproblems die Ubereinstimmung beider
Multiplizitaten. Dieser Aspekt wird im folgenden Satz beriicksichtigt.

5.1. Satz (2. Vergleichssatz, [10]). Seien V und W homogene k-Varieldten
wie im Satz 2.2. Die allgemeinen Punktez, und %, der beiden Schnittkomponenten
C,, Cy = VN W seien C M- Punkte bzw. C My,- Punkte. Mit x, bezeichnen wir
den durch

p =(x0’ Zy, S ’ xn)

definierten Punkt. Wenn (H) sowohl fiir 2y, Z, € C, als auch fir xy, Z, € C, gilt,
dann stimmen die Schniltmultiplizititen von GROBNER und WEIL in jeder
Komponente von V N W iiberein.
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Beweis. Nach Satz 4.4. sind die lokalen Ringe von ¥V und W in z, Cohen-
Macaulay-Ringe. Lokalisiert man diese Ringe nach den definierenden Prim-
idealen der Schnittkomponenten, so erhalt man nach 1.4. die Giiltigkeit des
Bézoutschen Satzes und somit nach 1.2. die Behauptung, q. e. d.

5.2. Folgerung. Unter den Voraussetzungen des Satzes 5.1. sind die zu-
gehorigen Primideale p;, und py; von V bzw. W perfekte Ideale.

Beweis. Nach dem Beweis des Satzes 5.1. sind die lokalen Ringe R,/py - R,
und R,/py - R, Cohen-Macaulay-Ringe, d. h. nach [2], Hilfssatz 1, sind

dhpy - B, =rangyp, - R, = 1
und
dhpy R, = rang py R, — 1.

Hieraus folgt nach [17] und [16], S. 8182, oder [24], Hilfssatz 1, die Be-
hauptung, q. e. d.

5.3. Bemerkung. (H) als glattende Bedingung fiir V und W lings C, bzw. C,
hat also — analog zur Weilschen Betrachtungsweise — eine Beeinflussung der
Gesamtstruktur von ¥V und W zur Folge. Eine weitere Méglichkeit, die Struktur
von V und W fir Fragestellungen im Sinne unserer Vergleichssitze (unmittel-
bar) auszunutzen, zeigt der folgende Satz.

5.4. Satz [18]. Seien V und W projektive Varietdten im Sinne von [20], deren
Komponenten alle von der Dimension d bzw. 6 sind. Der Schnitt V. N\ W sei
eigentlich. Sind die Kohomologiegruppen

H*(V,0p(—n)) =0 fir 0 <p=d
und
H*(W,Op(—n)) =0 fir 0<p=x4d

bei gendigend grofem n, dann bleibt die Aussage des zweiten Vergleichssatzes
erhalten.

5.5. Bemerkung. Die Voraussetzungen in Satz 5.1. und Satz 5.4. sind so
angelegt, dal jeweils die Halme in allen Punkten von ¥, W Cohen-Macaulay-
Ringe sind. Fiir unsere Fragestellung wird aber nur die kolale Perfektheit in
den Schnittkomponenten (im Sinne von 1.4.) bendtigt. Demgeméf formulieren
wir den folgenden Satz: ‘

5.6. Satz [18]). Seien V und W wie in Satz 5.1. oder Satz 5.4. (aber micht
notwendig ungemischt). Die hdochstdimensionalen Schnittkomponenten seien
Ci,...,C,c VN W. Die allgemeinen Punkte der Komponenten werden mit
;€ O, bezeichnet. Wir setzen voraus, daf ein T, ein C M,-Punkt ist, etwa fiir
t = 1. Wenn nun fiir jedes 8 = 1, ..., 8 — 1 ein Punkt z;€ C, N C;,, existiert,
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so daf (H) fir x; und Z; gilt, und wenn Entsprechendes fiir W erfullt ist, dann
gilt die Aussage des zweiten Vergleichssatzes.

6. Fiir Praschemata V ist firallez € V
S, =:{y € V | y Generalisierung von x} = Spec O,, [14].

Diese affine Eigenschaft unterscheidet Prischemata von den meisten lokal
geringten Rdumen. Im Hinblick auf die ¢ M ,-Eigenschaft von x und seinen
Generalisierungen scheint uns die (H)-Bedingung ein affines Verhalten fur
eine gewisse Klasse lokal geringter Rdume zu beschreiben; sieche Abschnitt 7.
Wir schicken einige Bemerkungen voraus: Im folgenden seien V = (V, Oy)
und W = (W, Oy;) lokal geringte Rdéume mit W & V, deren Halme noethersche
Ringe sind. Ferner sei W ein abgeschlossener, irreduzibler Unterraum von V,
der genau einen allgemeinen Punkt Z besitzt ([7], No. 4).

6.1. Definition. Seien V und W lokal geringte Rédume im obigen Sinne.
V heiflt katenér langs W in einem Punkt x € W, wenn

dim OV,:E = dim OW,IE + dim OV,.'E'

V heiBlt katenér langs W, wenn V katenér lings W in jedem Punkt von W ist.
Fiir Schemata (wo dim O ; = codim (W, V)) steht diese Begriffsbildung in
engem Zusammenhang mit einem entsprechenden Begriff in [7], No. 20:

6.2. Lemma. Ist V ein affines Schema mit noetherschem Ring A, dann sind
die folgenden Bedingungen dquivalent:

(1) A ist katendr und A, ist equidimensional fir allep < A.
(2) V ist katendr, lings W fiir alle W < V.

Beweis. Aus (1) folgt nach [7], No. 20, 14.2. und 14.3., fiir zwei Primideale
qgCpc A:
codim (V¥ (p - 4,), Spec 4,) = codim (V(p - 4,), V(g 4,))
’ + codim (V(q - Ap), Spec A,‘,),

wobei V(--*) die durch (---) definierte abgeschlossene Menge in Spec 4,
bedeutet. Nach [7], No. 20, 16.1.3.2., erhalt man damit

dim 4, = dim A4,/ - 4, + dim 4,.

Dies bedeutet (2). . :

Man rechnet nach, daB aus (2) die Equidimensionalitit von 4, folgt. Da A
noethersch ist, sind alle auftretenden Kodimensionen in Spec A endlich,
woraus sich nach [7], No. 20, 14.3.2., die katenire Eigenschaft fir A ergibt,
q.e.d.
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7. Satz [10]. Seien V und W lokal geringte Rdume wie oben. Sei x € W ein
C M,-Punkt, in dem V lings W katendr ist. Wenn (H) fiir x und den allgemeinen
Punkt z € W gilt, dann ist auch T ein C M ,- Punkt.

7.1. Korollar. Seien V und W wie im Satz 7. Sei z€ W ein C M ,-Punkt.
Gilt (H) fiir  und Z, dann ist « ein C M ,-Punkt.

7.1.2. Bemerkung. Die Dimensionsbetrachtungen in den Beweisen von
Satz 4.4. und Satz 7. zeigen, daB die Forderungen (H) und Z ein C M ,-Punkt
nur fiir solche Punkte x € W sinnvoll sind, in denen V lings W katenar ist.

7.2. Eine Analyse des Beweises von Satz 7. zeigt, daB man mit Hilfe einer
modifizierten (H)-Bedingung (wo Z durch einen speziellen Punkt 2" %= x
ersetzt ist) aus der Existenz eines C M ,-Punktes x nicht schliefen kann,
daB 2" ein C M,-Punkt ist. Um die Cohen-Macaulay-Eigenschaft fir z° in
diesem Rahmen zu erhalten, kann man wie folgt itber die Cohen-Macaulay-
Eigenschaft des allgemeinen Punktes # € W schliefen:

7.2.1. Korollar. Seien V und W wie im Satz 7. Sei V katendr lings W in
@ und ’. Wenn 2 ein C M ,-Punkt ist und (H) sowohl fiir  und Z als auch fiir
2" und Z gilt, dann ist " ein C M ,-Punkt.

Beweis. Satz 7. und Korollar 7.1.

7.3. Bemerkung. Fiir derartige Ubertragungen von Cohen-Macaulay-Eigen-
schaften auf lokal geringten Rdumen kann man versuchen, flache Morphismen
zwischen Spec O, , und Spec Oy , heranzuziehen. Solche flachen Morphismen
y erzwingen zusammen mit der Cohen-Macaulay-Eigenschaft einer geeigneten
Lokalisierung von Oy, , und der Faser von y die Cohen-Macaulay-Eigenschaft
von Oy ;. Besitzt das maximale Ideal von Oy, , bei y ein Urbild p,, so daB die
Lokalisierung von Oy ; nach p; ein Cohen-Macaulay-Ring ist, dann liefert die
Flachheit von y die Cohen-Macaulay-Eigenschaft von Oy , und der Faser y
(vgl. [7], No. 24, 6.3.5.). In unserem Rahmen ist aber fir Multiplizitats-
betrachtungen jeweils die Cohen-Macaulay-Struktur des ganzen Ringes von
Interesse. Dementsprechend ist die (H)-Bedingung angesetzt.

Im Fall von (lokal noetherschen) Prischemata ¥V > W sind solche Morphis-
men yp stets flach ([7], No. 24, 2.1.); sie liefern jedoch keine Informationen.

8. Charakterisierung der (H)-Bedingung (vgl. [10]).

Ist V ein algebraisches Schema und W ein nicht-singuléres, irreduzibles und
abgeschlossenes Unterschema von ¥V, dann liefert die normale Flachheit von
V langs W die Aquimultiplizitdt von ¥ in allen Punkten von W (vgl. [12], Cor.
3, 8. 187). Analog hierzu beweisen wir den folgenden

8 Beitriige z. Algebra und Geometrie 2
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8.1. Satz. Seien V und W lokal geringte Rdume wie im Ssatz 7. Ist (H) fiir
einen Punkt x € W und den allgemeinen Punkt Z € W erfillt, dann gilt

€ (q,) = €o(aw)-

Beweis. Fiir geniigend groBes » betrachten wir das Polynom

n -+ 8

8

Hy(m) = eolaw) - (" T°) + -+ e, (o),

mit § = dim Oy ;.
Ferner sei fiir geniigend groBes n Hj(n) das durch die (H)-Bedingung gegebene
Polynom

r—1
mm= 5 gy (T
. p+g=n
Die Differenz

Hy(m) — 3] Hy(p)- (q The 1) =:P,_,

p¥a=n r—1

ist ein Polynom vom Grad < r — 1. Unter Benutzung von

P L iy Sl

ptg=n

erhalten wir daher

230 = eotan) (" TIF) 4 et (") + P

d. h. e(q,) = en(q!,_,,), q.e.d.
Diese ,schwache Aquimultiplizitat” liefert zusammen mit Korollar 7.1. eine
Charakterisierung der (H)-Bedingung.

8.2. Korollar. Seien ¥V und W wie in Satz 8.1. Sei V katenéarlangs Winxz € W.
Ist der allgemeine Punkt Z € W ein CM ,-Punkt, dann haben wir: (H) gilt fir
z und Z genau dann, wenn x ein CM ,-Punkt ist und ey(q,) = €y (qp)-

Korollar 8.2. liefert eine idealtheoretische Charakterisierung von (H). In dem
folgenden Abschnitt geben wir eine kohomologische Beschreibung von (H).

8.3. Seien V, =: Spec O, und W, =: Spec0,/q,. Mit Hy, (V,, 0,) bezeichnen
wir die zur Antifiltrierung der abgeschlossenen Mengen von W, gehérige Koho-
mologie ([6], 3.2.). AuBlerdem betrachten wir den Koszulkomplex von O,
beziiglich g, und die zugehdrige Homologie H. (q,,0,) sowie Kohomologie
H- (q,,0,). Fur' das Parameterideal q, = (fy,...,f;) bezeichnen wir die
Familie (f7, . .., f7) =: ¢2. Dann gilt nach [8], Th. 2.3.:

Hyy (V,, 0,) =1lim H'(g}, 0,).

n
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Da H%(q,,0,) = 0 mit d = dim O, nach [21], 8. IV—21, die Cohen-Macau-
lay-Struktur von O, charakterisiert, ist zu erwarten, dal die (H)-Bedingung
durch das Verschwinden lokaler Kohomologiegruppen beschrieben werden
kann.

8.4. Korollar. Unter den Voraussetzungen des Korollars 8.2. haben wir: (H)
gilt fir  und Z genau dann, wenn H{'VI(V,,, 0,) =0firi<d—1und

eo(az) = €o(qw)-

Beweis [10]. Die Kohomologiegarbe H fyz (0,)ist diezum O,-Modul H ;:yz (¥, 0,)
assoziierte Garbe (vgl. [8], Prop. 2.2.). Das Verschwinden dieser Garben cha-
rakterisiert nach [8], Th. 3.8., die kohomologische Dimension von 0, beziiglich
W,. In unserem Fall ist W, = {m,}; damit gilt codhy, 0, = codh O, und nach
(8], Prop. 2.2.

H(imz) (Va:’ Oxr = H{mz)(ox)'
Nach [8, Cor. 3.10. ((i), (iv))] folgt die Behauptung, q. e. d.

8.5. Bemerkung. Satz 5.1. (2. Vergleichssatz) und Korollar 8.4. zeigen, dafl
das Verschwinden von lokalen Kohomologiegruppen — abgesehen von einer
schwachen Aquimultiplizitit — als ObstruktionsmaB fiir die Gleichheit der
Multiplizititen von GROBNER und WEIL angesehen werden kann. Allerdings
hiingt es von den zugrunde gelegten Priméaridealen ab.

9. Bemerkungen zur Anwendung des Hironake-Isomorphismus auf Unter-
suchungen von Cohen-Macaulay-Punkten.

Der Hironaka-Isomorphismus (siehe [12], S. 184 und 9.1.) ist ein wesentliches
technisches Hilfsmittel der Auflosungstheorie von Singularititen [12]. Gro-
THENDIECK hat nun in [7], No. 32, diesen Isomorphismus verallgemeinert. Wir
weisen in diesem Abschnitt darauf hin, daB diese von HIRONAKA benutzte
Technik auch fiir unsere Problematik iiber Cohen-Macaulay-Punkte heran-
gezogen werden kann. Insbesondere 148t sich unsere (H)-Bedingung unter
einigen zusdtzlichen Voraussetzungen aus dem Grothendieck-Hironaka-Iso-
morphismus herleiten. Diese Voraussetzungen ergeben sich fiir die analogen
Betrachtungen iiber regulire Punkte bereits aus gewissen Flachheitsforderungen
Der in der Auflésungstheorie von HIRONAKA verwandte Isomorphismus reicht
fiir unsere Untersuchungen nicht aus.

9.1. Satz. (Grothendieck-Hironaka-Isomorphismus) ([7], No. 32, (19.7.1)).
Sei A ein Ring mit einem Ideal &, f = (fi, . - ., f,) eine 4/R-reguldre Folge von
Elementen aus A. Ferner sei S=fiA+ - +f,4 und S=J+ R M
bezeichne einen A-Modul. Ist die Graduierung gry(M) ein flacher A/R-Modul,

8
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dann ist grg (M) ein flacher A/Q-Modul, und es existiert ein (kanonisch definierter)
Isomorphismus

v ((grg (M) @, A/Q) [Ty, ..., T,] — gri(M).

Im folgenden geben wir den Isomorphismus so an, wie wir ihn fiir unsere Unter-
suchungen benétigen.

9.2. Korollar. Sei O ein lokaler (noetherscher) Ring mit dem maximalen
Ideal m. Sei p ein Primideal in O und q ein m-priméres Ideal mit q o p, so daB
q =:q/p in0/p =: Oein Parameterideal ergibt. Wenn 0 ein Cohen-Macaulay-Ring
und gr; (0) ein flacher 0-Modul ist, dann existieren Isomorphismen
v § 85 (853(0)) ®oyy 817 (0) — g1 (0).

Beweis. Wir wihlen zunichst Elemente f,, . . ., f, € g, so daB ihre Restklassen
modulo p eine Minimalbasis von q — O bilden. Da 0 ein Cohen-Macaulay-Ring
und q = (fi, ..., f,) ein Parameterideal ist, bilden f,, ..., f, eine O-regulire
Folge. Ferner gilt q =f;-0 + --- 4 f,- O 4+ p. Nach 9.1. besteht ein Iso-
morphismus

v: ((gr3(0)) ®00/q) [Ty, ..., T,] — gr; (O).
Nach [1], II, § 3, 7, Cor. 2 von Prop. 6, ist die linke Seite isomorph zu
gr; (0) Qo O/a[Ty,...,T,)) = gr, (0) Qo 85 (0).

da O ein Cohen-Macaulay-Ring ist.
Nach [1], ITI, § 1, S. 8, 148t sich nunmehr y in der folgenden Form schreiben :

y: grg (gr,;, (0)) ®o/q &5 (0~) — gr; 0), q.e. d.

AbschlieBend stellen wir ein Hauptergebnis mit einigen Bemerkungen zur
Diskussion, das dariiber Auskunft gibt, wie man aus der normalen Flachheit
unter zusétzlichen Voraussetzungen die Spezialisierungsinvarianz von Cohen-
Macaulay-Punkten erhalten kann. Fiir die Beweise verweisen wir auf die Note
[11], die demnéchst erscheinen wird.

9.3. Satz. Seien V, W lokal geringste Raume wie in Satz 7. Mit p bezeichnen wir

eine definierende Idealgarbe von W. Seien T € W der allgemeine Punkt und x € W

ein beliebiger Punkt. Es gelten die folgenden Bedingungen :

(1) 7 ist ein CM ;- Punkt.

(2) 0 = :0,/p, ist ein Cohen-Macaulay-Ring.

(3) l(oz/Qa;) : lo,/p, (grg, (Oz)/ﬁz gl‘f,, (Oz)) = lofqu (grqpi(oi))’ wobei Qx -2 ‘pz und
q; Parameterideale in O,, O, sind, m, = m,/p,.

Wenn V normal flach lings W in x ist, dann ist x ein CM - Punkt.
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9.4. Bemerkungen

1. Zum Beweis dieses Satzes wollen wir an dieser Stelle erwihnen, da man
aus den Voraussetzungen (2), (3) und der normalen Flachheit mit Hilfe des
Korollars 9.2. die (H)-Bedingung herleiten kann. Aus den friiheren Betrach-
tungen folgt dann die Behauptung.

2. Die Langenbedingung in Voraussetzung (3) ergibt in dem von HIRONAKA
betrachteten Fall fiir reguldre Punkte (d. h. q, = m, und q,; = m;) die Dimen-
sionsbedingung ([12], S. 186)

dimg_ . (812, (0;)) = dimg,_, (812 (gr2.0,)),

die dann bereits aus der normalen Flachheit folgt.

Da fiir die Betrachtung von Cohen-Macaulay-Punkten die jeweiligen gra-
duierten Moduln keine Vektorraume sind, macht sich eine derartige Voraus-
setzung (3) iiber das Verhalten von Langen erforderlich.
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