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Zur Kohomologie von projektiven Hyperflichen

PETER BRUCKMANN

Herrn Prof. O.-H. Keller zum 65. Geburtstag gewidmet

In der vorliegenden Arbeit werden mit rein algebraischen Mitteln die Kohomo-
logiegruppen von glatten, projektiven Hyperflichen X — Pi*!(d = dim X)
mit Koeffizienten in den kohéarenten, algebraischen Garben 2" (p) = % (p E) g) o

bestimmt (siehe (1)). Wir verwenden die induktive Methode (vgl.[3]), d. h.,
wir untersuchen exakte Sequenzen von kohédrenten, algebraischen Garben.
Es wird gezeigt, daB bei fixiertem Grundkorper k die Dimension

dim;, HY(X, Q2 (p)) (p, ¢, 7€ Z; q,7=0)
nur abhéangt vondim X, deg X, p, ¢, 7. Vorallem aber wird die Abhangigkeit dieser
Dimensionen vom Grundkorper kselbst geklért (siehe Satze 2und 3). Insbesondere
wird gezeigt,daB A?" = dim, H*(X, ") und damit die verallgemeinerten Bettischen
Zahlen B,= J] h*"(vgl.z. B.[2], Teil 1, § 2, No. 41) unabhéngig von k sind.

qtr=8

Es sei noch bemerkt, daB wir mit der Berechnung von dim,H’(X, 2'(p))
eine Vielzahl birationaler Invarianter der glatten, projektiven Hyperfliche X
bestimmt haben. Wie man leicht zeigen kann, ist niamlich

dim, HO(X, (2% %Q’)
birationale Invariante von X (vgl. [1], Teil III, § 4, No. 1) und
(@ ® Q@ =2(fK) ® Q" =0(f(deg X — d — 2)) Cg &

= Q" (f-(deg X — d — 2)),
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wobei K = (deg X — d — 2) - E der kanonische Divisor der glatten Hyper-

fliche X ist (vgl. [1], Teil III, § 4, No. 3). Im Fall Char ¥ = 0 ist (in der Ter-

minologie von [7]) (2°)Y ® Q" = 7%/ eine Garbe von Keimen von
0 s

Tensor-Differentialformen vom Grad r +d-f mit gewissen Symmetrie-
eigenschaften. Diese Symmetrie ist gegeben durch das Diagramm 7', das aus
einem Rechteck mit d Zeilen und f Spalten und einer weiteren Spalte mit
r Maschen besteht, beziehungsweise durch den zugehorigen Jungschen Sym-
metrisator ¢, (vgl. [7], Theorem 4).

Bezeichnungen. Es sei X & P" eine glatte, projektive Mannigfaltigkeiti,
© die Garbe ihrer lokalen Ringe, E der Divisor des hyperebenen Schnittes
auf X. Wir setzen

f(pE)%%=8(P) (1)

fir V¥ p € Z und fir jede algebraische Garbe & auf X. Der Funktor § — & (p)
ist exakt, und die Garben ¥ und & (p) sind lokal isomorph fiur Vp€ Z
(vgl. [2], Teil I11, § 2, No. 54, und [3], § 6). Es sei schlieflich 2" die Garbe der
Keime der (schiefsymmetrischen) Differentialformen vom Grad r auf X.

§ 1. Der projektive Raum P},

Zunéchst bestimmen wir die Kohomologiegruppen von P, mit Koeffizienten
in der Garbe 27, (p). Es wird sich erweisen, dal ihre Dimensionen unabhingig
sind von k. (Im komplexen Fall ¥ = C lassen sich diese Dimensionen mit
Hilfe des Satzes von R. BoTT berechnen; vgl. [5].)

Nach allgemeinen Séatzen, die z. B. in [2] oder auch in [3] bewiesen sind, ist
A. HY(P", 2 (p)) = 0 fiir g€ {1, ..., n} und fiir geniigend groBes p € Z.

B. HY(P", Q& (—p)) = 0fiirg € {0, ...,n — 1} und fiir geniigend grofes p € Z.
Es sei jetzt P"~! — P" die Hyperebene mitder Gleichung z, = 0. Folgende
Sequenzen sind exakt : '

0— Q (—1) 0, Ls9 o, 2)

0 @t (—1) LU 20, 0, (3)
w‘

0— Upn(—l)—+ OP”——->0P”_1—>0 (4)

(vgl. [7], Lemma 10 und 15).
Dabei ist A' = O, _, C’;).Q;m unddo f=g* : @7, — 2

pn-1
pn

der Differentialformen auf P*-! — P*.

die Beschriankung
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Lemma 1.

W =0 (—1)@L,,_, (vel (3)). (5)
Beweis. Es geniigt, eine solche Untergarbe B’ von A" zu finden, daB
6:B"— 07, _, isomorph ist.

Wir definieren zunéchst ein entsprechendes Garbendatum: Sei U; = P* die
affine offene Untermenge z; =0 (i€ {0,...,n —1}) und V S P*'N U,

eine offene Untermenge von P"~! (beziiglich der Zariskischen Topologie).
Mit Bj(V) bezeichnen wir denjenigen Untermodul des I'(V, @, _,)-Moduls

I'(v, o), der erzeugt.wird von den Schnitten (d . A+ Ad E'L)E rwv,uan
i Z;

mto< i< <4, <n—1,i, =i

Wenn V S U; N U, N P*, so ist ebenso Bj(V) definiert.

Aber aus d % = Zi.g 2 B0 g% gy W€ {0,. .., n— 1}folgtsofort
xi :I:, X; x, x;

B; (V) = Bj (V). Weil der Homomorphismus é: B}(V) — I'(V, .Q;m_l) iso-
morph ist, erfillt die durch die B}(V) definierte Garbe B" unsere Forderung,
und Lemma 1 ist bewiesen.

Lemma 2.
Sei C(n;p) = (p;l; n) fir YVp,n€ Z, n = 1. Dann ist

dim H*(P", O(p)) = {(n, p),
dim HY(P", O(p)) =0 fir g€ {1,...,n — 1}, (8)
dim H*(P", O(p)) = {(n, —p — n — 1),
dim HO(P",Q"(p)) =¢(n, p — n — 1),
dim HY(P", 2" (p)) =0 fir q€{1,...,n — 1), (7)
dim H" (P",2"(p)) = {(n, —p).

Beweis. (6) ist gut bekannt und folgt leicht aus (4). (7) f‘olgt aus (6) wegen
Q=0 (—n—1).

Satz 1. Sei
p—1) (p+n—r
y;(n,r,p):( , )( "—r ) und 1<r<n-—1. (8)
Dann ist
dim HO (P, & (p)) = y(n, r, p), 9)

dim H? (P, @ (p)) = 8,," 0,0 fir g€ {1,...,n— 1},
dim H" (P", 2 (p)) = p(n, n — r, — p). (10)
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Folgerungen.
l-x(P",Q'(p))=—;-!'(’:)'(p—r)--'(p— ) (p+1):--(p+n—r).

(Diese Formel erhilt man einfacher iiber den Satz von RIEMANN-ROCH.)

2. Wenn 0 < r < m, so ist H(P", Q" (p)) =0&p <.

3. Wenn —n+r<p<0 oder 0<p<r, so ist H(P", Q" (p)) =0 fir
Vg€ {0,...,n}; vgl [5]

4. Fiir feste n, r, p kann hichstens eine der Gruppen HY(P", Q"(p)), € {0, . . ., n},
von Null verschieden sein.

Beweis von Satz 1. Nach dem Serreschen Dualititssatz ist
dim H?(P", & (p)) = dim H"~?(P", Q""" (— p)). (11)
Lemma 3. Es sein = 2, P*~! — P" die Hyperebene x, = 0 und
g*: HY(P", 2',,(p)) — HY(P" ', 2, (p))
die Beschrinkung. Dann ist
HO(P", @ (p) = Kerg* @ H(P"~', 2., _,(p))
fir Y p € Z und fir Vr = 0.

Beweis. Sei PE€ P\ P*! ein beliebiger Punkt, und sei U = P"\{P}.
Sei wp: U — P"! die Projektion aus P und

ap: H(PY 2, (p)— I'(U, 2,.(p)
die entsprechende Einbettung der globalen Schnitte von €7, ,(p). Es ist
@* o np = 1. AuBerdem ist

I(U, 2,,(p)) = T(P", @,(p) = HY(P", 2,,,(P)),
weil der Divisor eines beliebigen Schnittes aus I'(U, 27,,(p)) bereits effektiv
ist. Damit ist Lemma 3 bewiesen.

Es ist leicht zu zeigen, daB Ker ¢* genau aus den Differentialformen besteht,
die die Darstellung

= g'tl . . MR s r
» =z, Qi A=A AD
0<i) <-+-<ipsn-1 Tn n
gestatten, wobei
Qq ,,,,, S Qtl ..... i; (270, ey xn) € k[x('h wheiy Zu]

Formen vom Grad p — r — 1 sind. Deshalb ist
dim, Kerg* = (7:) (n TPp—r— 1). (12)

n
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Wir beweisen jetzt (9) durch Induktion nach n — r:
Fiir n = rist

dim H(P, @) =2, p—r— ) = (P TY) =y 7, )
Es sei nach Induktionsvoraussetzung

dim HO(P*~Y, 2, _,(p)) = p(n — 1,7, p).
Dann folgt aus Lemma 3 und aus (12):
dim H(P", 27,(p)) = p(n — 1,7, p) + (':) . (n+p;'— 1) = y(n, r, p),
wie leicht zu zeigen ist. Damit ist (9) bewiesen.
Nach (11) folgt hieraus (10).

Es sei nach Induktionsvoraussetzung Satz 1 richtig fiir n — 1 statt n. Dann
folgt nach Lemma 1:

dim HO(P" 1, A (p)) =ypm — 1, r— 1, p—1)+6,,°8,, + p(n— 1,r,p),
dim Hq(P"_l, A (p)) = 860y 0+ 6q+1,r N (13)

firg€ {1,...,n — 2}.
Weil (9) bereits bewiesen ist, folgt weiter

dim HO(P", 2, (p — 1)) + dim Ho(p"1, A%, (p)) — dim HO (P, 2", (p))
=y, p— )y — 11— 1L,p— 1)+ 8,0, +p(n—1,7,) = p(n,7,p)
=0,,°0,,
Hiermit und mittels (2) berechnen wir zunédchst dim H1(P", L2,88 (p)):
a) Wenn r > 1, so folgt aus A und der exakten Sequenz

0— H\(P", 2,(p— 1)) - H(P", Q,(p) fir VpEZ,

H\(P", 2, (p)) =0 fur Vp€EZ.
b) Wenn r = 1, so ist dieselbe Sequenz exakt fiir p 4 1. Nach A folgt
Hi(P", .Q;m(p)) =0 fir Vp>o0. (14)

«) Wenn r = 1 und » = 3, so ist die Sequenz
HU(P", Qi(p — 1)) — H'(P", Q4(p)) — HL(P""', A(p))
exakt und dim HY(P""!, A(p)) = 6, , (siehe (13)). Nach B folgt
H{(P", Q1(p)) =0 fir Vp <O.
B) Wenn r = 1 und » = 2, so folgt aus (14) und (11)
H1i(P?, .Q;z(p)) =0 fir Vp<o.
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Damit ist gezeigt H!(P", .Q;m(p)) =0firp 40 (n = 2).
Nach (9) ist die Sequenz

0 — HO(P* 1, A1(1)) - HY(P", Q) — 0
exakt. Folglich ist

dim H'(P", 2, (p)) = 0, 6,, fir n=2.
Nach (11) folgt

dim H*"!(P", QD) =0, 10y fir n > 2.

Es sei jetzt ¢ € {2,...,n — 2}, 7€ {1, ..., n — 1}. Dann folgt aus (13), A, B
und aus der exakten Sequenz

HO L (P*Y, o (p)) = HY(P", &, (p — 1)) —
> HI(P", 2, (p)) > HY(P"~%, W (p))

leicht H?( P*, .Q;m(p)) = 0 fiir ¥ p € Z, wenn nur ¢q == r oder p == 0.
Damit ist die Sequenz

0 — HY(P* 1, A%(1)) — HU(P", 2,) — 0
exakt fiir ¢ € {2, .. .,n — 2}. Wegen (13) ergibt sich also dim H?(P", .prn) =1,
und Satz 1 ist bewiesen. /
Im besonderen behaupten Satz 1 und Lemma 2

dim H"(P", @) = 1 fix VrE€{0,.. ,n}.
Wir geben jetzt einen erzeugenden Kozyklus an:

Lemma 4. Es sei W = {U}c o, ..., die Uberdeckungvon P" durch die affinen
Untermengen U; = {x € P* | x; = 0}. Dann ist die Kokette o™ € C" (U1, 27,,) mit
iy 3‘:'2. Z;

ol ,___EQ.d ANd=A---Ad

Ureens iy ;

r

)

r 0 iy

Kozyklus und nicht kohomolog zu Null.

Beweis. Essei 0 < r < n. Nach (2) und Satz 1 ist die Sequenz
0L B (Pt (1)) L HY(P, 27,) 50

exakt. Auflerdem folgt aus (3), (5) und Satz 1, daB der Homomorphismus
ys HOHPE, QUL ) — HPZL(PL, AT(1)
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isomorph ist. Folglich ist der Homomorphismus
doy: H-Y (P!, Q;;,,‘_l) - H"(P", 2°,)

isomorph.
Mit Hilfe dieses Isomorphismus und durch Induktion nach r werden die
Kozyklen o™ definiert. Wenn namlich P"~' — P* die Hyperebene mit der
Gleichung z, = 0 ist, wird

(@°9) (@) = (= 1 - o,

wie leicht gezeigt werden kann.

§ 2. Hyperflichen

Es sei in diesem Paragraphen X — P} glatte projektive Hyperfliche vom
Grade deg X = m und der Dimension dim X =d =n — 1. Wie bereits
bemerkt, ist K = (m — d — 2) - K der kanonische Divisor von X.

Nach [7], Lemma 10 und 15, sind folgende Sequenzen exakt:

0= O, (—m) — 0,20 — 0, (15)
0 @, (— m) 2, LA 0, (16)
0 — @4 (— m) LA 202y 0. (17)

Dabei ist A = Ox® £, und
: Opn
bop=g*: O, > &
die Beschrinkung der Differentialformen von P" auf X.

Lemma 5. Wir sefzen

x(d, m,ﬁ): (p+d+1)_ (p+d+1—m) .und deg K =m—d—2. (18)

d+1 v d+1
Dann ist
dim HY(X, O(p)) = x(d, m, p),
dim HY(X, O(p)) =0 fir q€{1,...,d — 1}, (19)

dim HY(X, O(p)) = z(d, m, deg K — p),
dim HY(X, 2%(p)) = x(d, m, deg K + p),
dim H(X,2(p)) = 0 fir q€(1,...,d — 1}, (20)
dim HY( X, 2*(p)) = x(d, m, —p).
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Beweis. Die Behauptungen von Lemma 5 sind gut bekannt, aber auch leicht
zu zeigen. (19) folgt aus (15) und (6). (20) folgt aus (19), weil

Q% =5 (K) = Ox(deg K)
ist.

Mit Hilfe von (16) und Satz 1 berechnen wir jetzt die Kohomologiegruppen
von X mit Koeffizienten in den Garben A’(p). Es erweist sich, daB ihre Di-
mensionen unabhéngig sind vom Grundkoérper k.

Lemma 6. Fiir 1 <r < d ist

dim H(X, W (p)) = p(n, r,p) —p(n, 7, p —m) +8,,° 6, ,,, (21)

dim HYX, W(p)) = 8,," 0p 0+ 04srr Opms 4€E{1,...,d—1}. (22)
Etwas genauer: Die Homomorphismen

p: HU(P", %) =» H'(X, A (23)
und

d: H(X, A (m))—=> H"'(P", .Qgp’;f (24)
sind Isomorphismen fir g€ {1,...,d — 1}.
dim HY(X, %' (p)) = p(n, n — r,m — p) —p(n, n—r,— p) +06,_; "8, . (25)
Beweis. Wir untersuchen den Homomorphismus

«: HY(P", &, (p — m)) — H'(P", 2, (p)) fur g€ {1,...,d}.

Nach Satz 1 und Lemma 2 ist entweder HY(P”, .Q;m(p — m)) = 0 oder
HY(P", 7, (p)) = 0,d. h. Im « = 0.

Deshalb sind folgende Sequenzen exakt (siehe (16)):
0 — HO(P", 2", (p — m)) = H(P", &, (p))

ﬁ ) , (26)
— HO(X, A'(p)) — HI(P", 27, (p—m)) —0,
0 — HI(P", @7, (p) > HY(X, % () 2>
—"—»H““(P", ,Q;m(p — m)) 250 (27)
farg€ {1,...,d — 1},
0 — HY(P", 2, (p)) 2+ HY(X, W () -
(28)

s HY(P", @, (p — m)) <> HP", 2, (p)) —»0.
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Aus (26) folgt (21). Aus (27) folgen (22), (23) und (24). (25) ergibt sich
aus (28).

Bevor wir die Kohomologiegruppen von X mit Koeffizienten in Q%(p) be-
rechnen, geben wir die zahlentheoretischen Funktionen an, die wir dabei
verwenden wollen.

Seid, m,r,p€EZ;d,m>0;0<r<d.

Wir setzen
=) 11
+ S ear (312 )40 )
() = ;\j e (dﬁ ) (7P (”d_+1)1. =0}, )
0 , wenn d gerade,

8 d+1n » wenn d ungerade und 2 r < d,
ed,m,r,p) =47 (r— ?)m

é ( d—l) , wenn d ungerade und 2 r > d.
p\r- ) m

Dann kann leicht gezeigt werden:
2(d, m, p) = @(d, m, 0, p) + 6,,, (siehe (18)), (30)
@(d, m, r, p) =y9d+1,rp)—ypd+1,7r,p—m)—

: (31)

—o(d, m,r — 1, p — m) (siehe (9)),
@(d, 1, r, p) = p(d, r, p), (32)
a(d, m, p) = y(d, m,m —d — 2 — p) — @(d, m, d, —p), (33)
e(d, 1,p) =0, (34)

ad,m,p)=0,wennp=m —d — 1
oder p < —(d 4 1) (m — 1), - (35)
e(d,m,d —r, —p) = e(d, m, r, p), (36)

ed,m,r,p) =¢e(d,m,r—1,p—m) 4+ 059, 1 (0, m — 0p0)-  (37)
Satz 2. Sei Char k kein Teiler von m = deg X und 1 < r < d — 1. Dann ist

dim H(X, 2'(p)) = ¢(d, m, 7, p), (38)
dim HY(X, Q" (p)) = 6,, 6,0 firq€{1,...,d — 1}, g+ r==d, (39)
dim H*"(X, Q' (p)) = o(d, m,p — r - m) + 0a,2r " Op,0 -(40)

=o(d,m, —p—(d—1) m)+ 6346, (41)

(siehe (35)),
dim HY(X, 2" (p)) = ¢(d, m, d —r, —p). (42)



96 PETER BRUCKMANN

Satz 3. Sei Char k Teiler von m = deg X und 1 < r < d — 1. Dann ist

p(d, m, r, p), wenn r ungerade,
(43)

dim H° (X, &' (p)) = o(d, m,r,p) +06 , ,wenn rgerade.
P,?'m

Firl <q<d—1undq+r+dwird

8 froqery swenn 1 < g < min(r,d —r — 1),
”’[——2—""

dim HY(X, & (p)) = 6_

2[5 =
0

, wennmax (r,d —r+1)<Lqg<d — 1, (44)

in allen anderen Fillen.

Im besonderen ist

dim H' (X, & (p)) = 6,0, wenn nurd %= 27, (45)
dim H'(X, Q") =4, ,, wenn nur d = q + r. (46)
Weiter ist

dim H*"(X, & (p)) = o(d, m, p — 7+ m) + 844, 0, + &(d, m, r, D) (47)

== O'(‘d"m” —P— (d—r) m) + 5d,2r. 6p,0 + S(d,m, r,p) (48)
(siehe (35)),

p(d, m,d — r, —p), wenn d — r ungerade,
dim Hd(X’ 2(p) = 'lqa(d, m,d —r, —p) 4+ 6_1, i-y swennd — rgerade. o)

3
Bemerkungen.

1. Mit [%—] wurde die grofite-der ganzen rationalen Zahlen ¢ < %bezeichnet

(@, b€ Z; b == 0; siehe (44)).

2. Wenn m =deg X = 1, so ist X = P"!, und Satz 1 folgt aus Satz 2
(vgl. (32) und (34)).

3. Nach dem Serreschen Dualitétssatz ist

dim HY(X, 2 (p)) = dim H*-¢(X, *~"(— p)). (50)

Folgerungen aus den Sitzen 2 und 3:

1. H(X, ) =0 fir r € {1,..., d — 1}. Das ist der Satz von Naxar
(siehe [6]).
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2. h*" = dim HY(X, ') ist unabhingig von k (g, r € {0, ..., d}); h*' =
wenn g+ r+d (g, r€{0,...,d});

) i d+ 2) ((r+1—m- (deg X — 1) +r)

d-r,r __ —1)4. o

e = 3= (U o + b3
(r€{0,...,d}),

htr = hne, RO-0A-T = 30T fir q,r€{0,...,d}.

Diese Formeln wurden im komplexen Fall £k = C von F.HIRZEBRUCH be-

wiesen (siehe [4]).

3. dim HY(X, Q!(p)) und dim HY(X, 2°~'(p)) sind unabhingigvon k, wenn d

gerade ist.

4. dim HY(X, Q' (p)) ist unabhingig von k fir beliebige q, r, p € Z, wenn X
glatte ebene Kurve oder glatte Fliche im P3 ist.

5. dim HY(X, &' (p)) ist unabhingig von k, wenn nur m kein Teiler von p ist.

Beweis der Satze 2 und 3. 1. Zunéchst berechnen wir mittels (17) und

Lemma 6 dim H( X, £'(p)) mit ¢ + r < d durch Induktion nach r. (Fiir r = 0
siche Lemma 5.)

Dann ist nach Induktionsvoraussetzung (vgl. (39) und (44)) im Fall, da8
Char k den Grad von X, deg X = m, nicht teilt (kurz: Char kt m),

dim HY(X, Q(p)) = 8, , 6,0 fiir 0 <p<r; ¢>0; ¢+ o<d (51)
und im Fall, daB8 Char k£ den Grad von X teilt (kurz: Char & | m),
HY(X,Q2(p))=0 fir 0<po<r; 0<q; ¢+ po<d. (52)

Lemma 7. Bs sei 0 <p<r;0<q;q-+o0<d. Dann gilt fiir den Homo-
morphismus

' v: H(X, Q*(p — m)) - HY(X, A (p))
firVp€ Z

Ker y =0, wenn Charktm, (53)
Imy =0, wenn Chark |m. (54)

Beweis. Es sei zunichst Char &t m. Wegen (51) ist (53) richtig, wenn nur
q == p oder ¢ = m.
Es sei jetzt Char k | m. Nach Lemma 6 ist

9Fe ¢+1,
dim HY(X, A*'(p)) =0 fiir }g =90+ 1, p =0,
4= P Fm,

7 Beitriige z. Algebra und Geometrie 2
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Weiter ist firg=90+ 1,p =0

HetY(X, Q¢(—m)) =0
(siehe (52)). D. h., (54) ist richtig, wenn ¢ = ¢ oder p % m. Wir untersuchen
jetzt den Homomorphismus (fiir ¢ = ¢ und p = m)

y: H(X, 99 — H(X, A (m)),
wobei 0 < 2¢ < d.
Unter den Homomorphismen

He(P",Q2,)~2> He(X, W)~ He(X, 04)

s He(X, Aot (m)) ——> Hew (P, Qe
sind § und d nach Lemma 6 Isomorphismen. Aus der exakten Sequenz
He(X, Q51 (—m)) — HY(X, AY) —— HY(X, Q%) —>

— He (X, 0% (— m)

und aus (51) und (52) folgt auBerdem, da auch 6 Isomorphismus ist (in
beiden Fillen: Char k teilt m oder teilt m nicht). Die erzeugenden Kozyklen
von H¢(P", 2¢,) und H L .Q‘;:;,‘) sind uns nach Lemma 4 bekannt, und es

ist leicht zu zeigen
: (do yo do ﬂ) (w(e)) — (_1)o+1 m - w9+1.
Damit ist Lemma 7 bewiesen.

Wir berechnen jetzt dim HY(X, 2’ (p)) fir ¢ <d — r. Es sei zundchst Cﬁar ktm.
Nach Lemma 7 ist fiir 0 < ¢ < d — r die Sequenz

0 — H (X, 2! (p — m)) —> H{(X, % (p)) —>
— HY(X, & (p)) —0
exakt. Also ist
dim HO(X, .Q'(p)) =yn,r,p)—ypn,r,p—m)+ 6’,1 : 6;,»;
—od,mr—1,p—m)—4, - T
= ¢(d, m, r, p)
(siehe (83), (21), (38), (19), (30)),
dim Hq(X’ Q’(p)) = 6q,r * 611,0 + 6q+1,r : 6:p,m - 6q,r—1 Ky , M
= 6],' * 6?,0
fiir 0 < ¢ < d — r (siehe (22), (39)) in Ubereinstimmung mit Satz 2.
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Es sei jetzt Char k | m. Nach Lemma 7 ist fir 0 < ¢ < d — r die Sequenz
0 — HY(X, % (p) — HY(X, 2 (p)) —
—*H““(X, Q- (p — m)) <50
exakt. Wenn ¢ == r und r — 1 ist, folgt
dim HY(X, 2 (p)) = dim H""!(X, Q"‘(p — m))

B e

0 fir ¢ > .

fir g <r—2,

AuBerdem ist firg =r — 1
 dim H (X, 2**'(p)) =6, ,(2¢ + 1 < d)
und fir ¢ = 7
dim H(X, 2(p)) = 3, ,(2 ¢ < d)

in Ubereinstimmung mit (44).
SchlieBlich ist bei Char k | m nach Lemma 7 die Sequenz

0 — HO(X, & ~!(p — m)) — HO(X, " (p)) —
S HO(X, @ (p)) — HA(X, Q4 (p — m)) =0

exakt fir Vr€ {1,...,d — 1}. Daraus folgt (43), wie leicht zu zeigen ist.
Damit. haben wir dim H? (X, Q" (p)) fiir ¢ + r < d berechnet.

2. Nach dem Dualitétsgesetz (50) ergeben sich die Dimensionen
dim H* (X, ' (p)) mit ¢+ r>d.
(39), (42), (44), (45), (46) und (49) sind leicht zu priifen.

3. SchlieBlich berechnen wir noch dim H®™" (X, Q" (p)) fir r € {1, ...,d — 1}
durch Induktion nach r.
Zunéachst fir r = 1: Folgende Sequenz ist nach (17) und (19) exakt:

0 — H*1 (X, U1 (p)) — H-1 (X, Q1(p)) —
~5> HY (X, Oy (p — m)) — (X, (p) — H4 (X, 2!(p)) —>0.
Daraus folgt

dim H*"' (X, Q4(p)) = 8,568, + 2(d, m, deg K + m — p)
—ym,n—1,m—p)+ymn—1,—p)
+od, md—1, —p)=28;,"0,,
+ z(d,m,deg K +m — p)—o (d, m, d, m — p)

= 084300+ a(d, m, p —m),
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wenn Char k1 m oder wenn d gerade ist. AuBerdem folgt
dim H*-' (X, QU(p)) =od, m,p —m)+ 6 ,., ,
= '_2. -m
wenn Char k | m und d ungerade (siehe (42), (49), (31), (33) und Lemma 6).
Wir untersuchen jetzt den Homomorphismus
S5 Hd—r+1(X, ?I'(p)) o Hd-r+1(X’ Q'(p))

firr€ {2,...,d — 1}. Da wir dim H?(X, 2'(p)) mit ¢ 4 r > d bereits kennen,
ist leicht zu zeigen, dal3

Coker 6 = 0, wenn Char kt m,
Im 6 = 0, wenn Char k | m.

Deswegen und nach Lemma 7 sind fiir r € {2, . . ., d — 1} folgende Sequenzen
exakt:
Im Fall Char kt m:

0 — B (X, 271 (p — m) — BT (X, (p) —
— (X, @ (p) —HT (X, 27 (p—m)
s HO-rH L (X, 97 (p)) —— HE-T1 (X, @ (p)) —0.
Im Fall Char k | m:
0— B (X, W (p)) — H' (X, & (p) —
Ly B (X, 0 (p — m)) —HETH (X, U (p)) ——0,
Die Induktion nach r ergibt also im Fall Char kt m:
dim H*-"(X,Q"(p)) = o (d,m,p—m — (r — 1)~ m) + 0424_1)" Op m
+ 04,20 0,0 T Oa2r-1 " Opm — O 2p-1 " Op,m
— Og.0p1"0p0 — Oa0r 2" Opm 1+ 04901 " Oy
=o(d, m,p—rm)+ 855, 6,

(siehe (39), (40) und Lemma 6).
Und im Fall Char & | m:

dim H*-"(X, & (p)) = o(d, m,p —m —(r — 1) m) + 050,_1," Op s
+e(d,m,r— 1,0 —m)+ 04 2,0y 0+ g 2,1 0p
— 04,201 0p0 — Oz 9,2 Op

= ad,m,p—171-m)40;5,°0,,+ ¢ (d, m, 7, p)

(siehe (47), (37) und Lemma 6).
Damit sind (40) und (47) bewiesen. SchlieBlich erhilt man noch aus dem
Dualitétssatz (50) den zweiten Ausdruck fir dim H® " (X, Q" (p)); siehe (41)
und (48).
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Insbesondere ergibt sich die Funktionalgleichung
a(d, m, p) =0c(d,m, —p — d-m),

die man natiirlich auch direkt aus der Definition (29) der Funktion o(d, m, p)
herleiten kann (siehe auch (36)). Damit sind die Sdtze 2 und 3 bewiesen.
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