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Verallgemeinerung eines Satzes von Kulikov

REINER FRITZSCHE

Ein Satz von L. J. KuLikov [4] besagt, daB eine primire abelsche Gruppe eine
direkte Summe zyklischer Gruppen ist, wenn sie die Vereinigung einer abzahl-
baren Kette héhenbeschrinkter Untergruppen ist. Ein verbandstheoretisches
Analogon zu diesem Satz laBt sich fiir eine Klasse algebraischer modularer
Verbinde, die die Klasse der Untergruppenverbinde der priméren abelschen
Gruppen umfaBt, beweisen. Die vorliegende Mitteilung schlieBt sich eng an [1]
an, die iibernommenen Begriffsbildungen, Bezeichnungsweisen und Ergebnisse
sollen jedoch zunachst kurz wiedergegeben werden.

1. Es sei P ein algebraischer modularer Verband, 0 € P sei das Nullelement,
1€ P das Einselement von P. Ein Element z € P heiBe genau dann ein aus-
gezeichnetes Element, wenn z kompakt ist und wenn z/0 (d. h. die Menge aller
€ P mit 0 < x < 2) eine endliche Kette ist. Die Lange dieser Kette heifle
die Ordnung des Elementes z und werde mit O (z) bezeichnet. Ist Z die Menge
der ausgezeichneten Elemente von P und z € Z, so ist 2’ durch 2’ < z und
0() =0(z) — 1 im Fall z > 0 bzw. 0 Lo eindeutig definiert. Fiir jedes
beliebige Element a € P werde gesetzt

o= Uz?z (z€2),

zza
a® = @y (a2 1),

def
a®=aqa
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Die direkte Vereinigung von Elementen b,€ P (»€ N, N beliebige Index-

menge) werde stets mit 3’ b, bezeichnet. Eine Untermenge@ & P heifle genau
vEN
dann unabhingig, wenn die direkte Vereinigung der Elemente von  existiert,

und maximal unabhéngig in der Untermenge R, wenn unter der Voraussetzung

Q S R < P auBerdem fiir jedes Element ¢ € R die Relation ¢ (Y d)> 0
d€Q
besteht. Ferner heiBle eine unabhingige Menge kompakter Elemente des Ver-

bandes P genau dann eine Basis von P, wenn deren direkte Vereinigung das
Einselement von P ist (siehe [3]). Bilden insbesondere ausgezeichnete Elemente
von P eine Basis, so werde diese eine ausgezeichnete Basis genannt.

Besitzt P die Eigenschaften
Ma€EP=>a= |2, 2€Z,
YEN

Mz Ub=>=< b :€2,b, €P),

vEN vEN
wobei N jeweils eine geeignete Indexmenge bezeichnet, so folgt

a€P=a <a, (1)

a< UbbeP)sa< Jb, (2)
vyEN YEN

(U 2)" = | a™ fir beliebige Elemente a,€ P (v€ N) (3)

vEN vyEN

und alle natiirlichen Zahlen n > 1
(siehe [1], Hilfssatze 1, 2, 3). Ferner gilt der folgende Hilfssatz.
Hilfssatz 1. Ks sei

def
n=w= )z

v=1

mit 2,€Z (»=0,1,...,n), O(z)=k (»=1,...,n) und O(z)) =k — s
(1 £ s< k). Dann existieren ein Element y, € P und eine ganze Zahl j mit
0<j<k—s, sodaB '

yO g w’ z((ji) ._S_ y(().+j) .
gilt.
Der Beweis hierfiir befindet sich in [1] (Beweis der dort mit (A) bezeichneten
Aussage).

2. Ist z ein ausgezeichnetes Element des algebraischen modularen Verbandes
P und existiert eine groBte nichtnegative ganze rationale Zahl m, so dal die
Gleichung

o™ =z
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mit « € Z losbar ist, so heifle
Hiz) Em

die Hohe des Elementes z. Falls fiir z == 0 eine solche Zahl nicht existiert, werde
H (z) = oo gesetzt. Der zu beweisende Satz kann dann folgendermaBen formu-
liert werden.

Satz. Hin algebraischer modularer Verband P mit den Eigenschaften (I), (II)
(siehe oben) sowie

() 2, <z, Uaundz, £ 2, Ja
2 <z Ua(2,2€2Z,a€ P),
AV) a™ < 8™ Y cund a® " L™V e
= es existiert ein Element 2 € Z mit
z<alUb, 2™ <ec VL g,
a” £b™ yd=>2"£d(a,b,c,d€E P,n=1)

besitzt eine ausgezeichnete Basis, wenn

1= lja,t.
i1

mit gy << <La, < und 250, HR) S h<oo(i=1,2,...)
gilt.

DaB diese Bedingung auch notwendig ist, wird in einer Mitteilung bewiesen,
die demnéchst in diesen Beitrigen erscheinen wird (Anm. bei der Korr.).
- Es sei noch bemerkt, daB die Eigenschaft (IV) in [1] ein Spezialfall von (IV’)
| st (¢ = 0).

' 3. Zum Beweis des Satzes soll zundchst eine maximale unabhingige Menge
ausgezeichneter Elemente von P konstruiert werden. Ohne Einschrankung der
Allgemeinheit kann angenommen werden, da8 fiir alle i Elemente z < @; mit
H (z) = h, existieren und daB %;_, < h; gilt. Es sei W », €ine maximale unab-
héingige Menge von ausgezeichneten Elementen z mit z < a4, H(z) = ky, die
auf Grund der Definition der Unabhingigkeit sicher existiert (siehe [1]). Diese
kann zu einer maximalen unabhingigen Menge W, s,-1von Elementen z mit
2€Z,z<ay, H(z) = by — 1 erginzt werden. Die Fortsetzung dieses Ver-
fahrens liefert nach insgesamt r, < h, Schritten eine maximale unabhingige
Menge W, ¥ Wing-r, 2 Winopsr 2... 2 W, ausgezeichneter Ele-
mente z mit z < a,. Ist die Menge W,_, (i > 1) definiert, so kann diese durch
ausgezeichnete Elemente z mit z < a;, H(z) = k; zu einer maximalen unab-
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hingigen Menge W,, erginzt werden. Analog wie oben ergibt sich nach
r; < h; Schritten eine maximale unabhangige Menge

def

wWEW,, . 2W

Lhi-ry = §,hi—r;+1 =

2 W 2 W,

1

ausgezeichneter Elemente z mit z < a;,. W, ist damit firr alle natiirlichen
Zahlen i definiert. und nach Konstruktion ist '

we (J w,

i=1
eine maximale unabhingige Menge ausgezeichneter Elemente von P (welche
samtlich die Ordnung 1 besitzen).

4. Eine wichtige Eigenschaft der Menge W kommt in dem folgenden Hilfssatz
zum Ausdruck.

Hilfssatz 2. Gilt unter den Voraussetzungen des zu beweisenden Satzes

n n-1
2= )2 und z£ }) 2,
y=1 i=1
mitz€ Z,0@)=1,2z,CWfirv=1,...,n,1 <y, <nfiri=1,...,n— 1,
so folgt

H(z)<H(,) fir v=1,...,n.
Beweis. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann
ZaaSa=>z,<a, fir v=1,...,n—1

vorausgesetzt werden (A= 1,...). Es sei v =2" (1 < n” < n) der grofite
Index, fiir welchen die Behauptung des Hilfssatzes nicht richtig ist. Dann gilt
H(z,) <h % H(z) und, falls n" <n, H(z) = h fir v=n"+ 1,...,n. Sind
die Elemente y€ Z und y,€ Z durch y® =z, y®» =2 v =n"+1,...,n)
definiert, so gilt unter Beriicksichtigung von (3)

n’ n . n’ n (h
w=3au 3T = Snu( 3w
* r=1

y=1 y=n'+1 y=n"+1

aber

n’ n h-1)
y* VL Yo, U( S y.)
P y=1

y=n’+1

(wegen (2), (3) und O(z,) =1 fiir »=1,.. ., n wiirde sonst z=y¥ < 3] 2,
y=n’+1

folgen im Widerspruch zur Voraussetzung des Hilfssatzes). AuBerdem gilt

55 5 )"

n
y=1 vy=x'+1
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(Im Fall n” = n ist der letzte Bestandteil jeweils 0 zu setzen.) Auf Grund der
Eigenschaft (IV”) des Verbandes P existiert daher ein Element z, € Z mit den
Eigenschaften

Z=yU )Y v,
r=n"+1 (4)

n -1

:
def
S ES IR
y= y=

woraus H (zg) = h sowie O(z) = 1 und damit die Existenz der direkten Ver-

einigung der Elemente z,, 7/, ..., z, _, folgt. Wegen (III) gilt ferner
n -1
2w = 2 2.
r=0
m
Wire 2o < 3/ 2, mitz, € W, p==n" firi = 1,..., m, so ergibe sich hieraus
i=1
m n -1
- g%’z#’,u le,, piEn fur i=1,....m
i= P

im Widerspruch zur Unabhéangigkeit von W. Demnach ist
k
20 m 2 & = 0
=1

fir beliebige (paarweise verschiedene) Elemente z,€ W mit z, &z, fir
% =1, ..., kund alle natiirlichen Zahlen k, was wegen H (z,) = k, also 2y = 2.,
insbesondere 2z, € W sowie die Unabhangigkeit der Menge (W — {z,.}) U {zo}
zur Folge hat. Ist A die kleinste natiirliche Zahl mit der Eigenschaft z,, < a,,
so gilt nach Annahme z, < a, fur v =1, ..., n’, also nach (4) auch 2, < a,.
Ferner enthalt die Menge W, ., (siehe Abschnitt 3) wegen H (z,.) < H(z)
weder das Element z,., so dal auch W, 5. U {20} unabhéngig ist, noch das
Element z, (wegen 2, € W), was der Konstruktion von W, 5, widerspricht.
Daher existiert keine natiirliche Zahl n” mit den angenommenen Eigenschaften,
und der Hilfssatz ist bewiesen.

5. Zu jedem Element z € W bezeichne y € Z ein fest gewihltes Element mit
der Eigenschaft y#® = z, und Y sei die Menge aller auf diese Weise definierten
Elemente y. Sie wird sich als Basis des Verbandes P erweisen. In diesem Ab-
schnitt soll zundchst ihre Unabhingigkeit gezeigt werden.

Nimmt man an, daB ¥ nicht unabhingig ist, so folgt die Existenz eines Ele-
mentes y, € ¥ mit der Eigenschaft y, N (U y) > 0, wobei die Vereinigung iiber
alle y € ¥ mit y 3 y, zu erstrecken ist. Hieraus folgt wegen O(z,) = 1 weiter

n
Y = 2 < U v, und da z, kompakt ist, gilt sogar zo < |J #, mit 9, € Y,
v+ v=1
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Y, == yo fiir v =1, . . ., » und einer geeigneten natiirlichen Zahl n. Mittels voll-
stindiger Induktion 1Bt sich jedoch zeigen, daB eine solche Relation nicht
moglich ist, was einen Widerspruch zur Annahme bedeutet.

Im Fall n = 1 miiBte 2y < y, gelten, woraus z, = z; und damit y, = y, folgen
wiirde, was gerade auszuschlieBen war. Es werde daher angenommen, da8 fiir

beliebige paarweise verschiedene Elemente y,€ ¥ (v = 0,1,...,n — 1) stets
n-1

20 £ U v, gilt, und es seien y,€ Y (v =0, 1, ..., n) paarweise verschiedene
y=1

Elemente mit

n
20 ;; LJ Y,

v=1

Da W unabhéngig ist, gilt
so daB fiir » =— ) P ; natiirliche Zahlen r, mit 0 < r, < H(z,) und
20 < (nl—J1 u ) Ugm?,
i

20_$:(U yi'"’) Uy

v=1

existieren. Auf Grund der Eigenschaft (III) des Verbandes P gilt dann

-1
Y9 < ("U ys'») Uty

v=1

woraus nach (2) und (3)

n-1 1 n-1
< Uy <U v

=1 =1

folgt. Wegen z, < y ist damit auch
n-1
z=U 9
was nach Induktionsannahme nicht méglich ist. Daher gilt
n
zO:E L{&h»
und die Unabhéngigkeit der Menge Y ist bewiesen.

6. Um zu beweisen, daB Y eine Basis des Verbandes P ist, bleibt zu zeigen, daf3
die direkte Vereinigung aller Elemente y € Y das Einselement von P ist. Es sei

x‘gz,’y

yeEY
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Dann gilt nach Voraussetzung
e < a(=1).
i1

Da jedes Element a; (i = 1,...) Vereinigung ausgezeichneter Elemente ist
(Eigenschaft (I) des Verbandes P), geniigt es zu zeigen, daB fiir ein beliebiges
Element z € Z stets z < x gilt. Dies ist mittels vollstandiger Induktion nach
0(z) moglich. Da W maximale unabhangige Untermenge von P ist, gilt fir
ein beliebiges Element z,€ Z stets zo ) z > 0, woraus im FallO(z) = 1

ZEW
20 = ) z und wegen der Kompaktheit von 2
ZEW
n n
zoézzvézyvgx
v=1 v=1
mit geeigneten Eiementen z,€ W (v = 1, ..., n) folgt. Es werde nunmehr an-

genommen, daf fir jedes Element z€ Z mit O(z) < k — 1 (k> 1) z < « gilt,
und 2, sei ein Element mit O (z)) = k, 2, & . Ist erstensz{f~1 € W, so existiert
ein Element y, € Y mit

def  z_
z,=2f V=gylHC) H(z)=k— 1.

Setzt man ¥ i y Bk g0 jgt 2D = F*-1, g0 daB wegen zo £ z, also
20 £ 7 (£ y, < ) eine natiirliche Zahl s mit s < k — 1 und

(TN S (5)

existiert. Auf Grund der Eigenschaft (IV’) des Verbandes P folgt daraus die
Existenz eines Elementes zZ € Z mit

z<zUg 20=0, <y, (6)

so daBB O(zZ) = s < k — 1, also Z < = nach Induktionsvoraussetzung gilt. Ist
2 £ 25 U 7, so folgt aus der Eigenschaft (III) des Verbandes P

w=zUj==

im Widerspruch zur Annahme iiber z,. Ist jedoch Z < 2z, U #, so ergibt sich
nach (2), (3) und (5)

56-1) < z((]‘) U :,7(0—1) < g(B-l),

was im Widerspruch zu (6) steht. _
Gilt zweitens z~¥ & W,so existieren eine natiirliche Zahl ! > 1 und Elemente
€ W (A= 1,...,1) mit den Eigenschaften

i -1
4 Fa AVE T 5,
A=1 =1
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(1<islfuri=1,...,1— 1). Nach Hilfssatz 2 ist dabei
Hez)=HEFY)Y=k—1 fur 1=1,...,1,

also gilt

: I
2 V< Yy, mit O(y)=k(>1) fur A=1,...,1,

=
so daB die Voraussetzungen des Hilfssatzes 1 erfiillt sind. Es existiert daher ein
Element y, € P mit den Eigenschaften

l
Yo=Y y(Z2), 2F V<9l (7
i1
Wegen z, == « gibt es also eine natiirliche Zahl 2 mit 1 < k < k und
2F D < g bl L goho) (8)
Aus (IV’) folgt dann die Existenz eines Elementes 2 € Z mit
2 <yoUzp, 2EM =0, z¢-3-DLyk-a-1) (9)

Insbesondere ist O (%) = k — h < k, so daB nach Induktionsvoraussetzung
i< (10)

gilt. Nimmt man an, daB die Relation 2 < y, U z, besteht, so folgt wegen (2),
(3) und (8)

Al —h — e =B il
z(k h l)éy(()kh l)Uz(()k )gy(()kh 1)

im Widerspruch zu (9). Demnach gilt 2 £ y, U 2, also &egen (ILI), (7) und
(10)

zOéyOU:géx’

was der Annahme iiber z, widerspricht. Diese fithrt also in jedem Fall zu einem
Widerspruch. Infolgedessen muB} z < « fur alle z € Z gelten, was zu beweisen
war. Die Menge Y ist also eine Basis des Verbandes P. Der im Abschnitt 2
formulierte Satz ist damit vollstindig bewiesen.

7. Wie in [4] ergeben sich als Folgerungen aus dem Satz das verbandstheoreti-
sche Analogon zum Satz von PRUFER [5] iiber abzéhlbare primére abelsche
Gruppen, die kein Element unendlicher Hohe enthalten, sowie das Analogon
zum Satz von PRUFER und BAER (siehe [1]).

Folgerung 1. Ein algebraischer modularer Verband P mit den Eigenschaften
(I), (IT), (I11), (IV’), welcher hochstens abzéhlbar viele ausgezeichnete Ele-
mente enthilt, besitzt eine ausgezeichnete Basis, wenn H (z) fiirallez € P (2 == 0)
endlich ist.
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Beweis. Ist Z = {z;,2,,...} & P die Menge der ausgezeichneten Elemente
von P, so sind die Voraussetzungen des Satzes mit

def v .
o, = Ulz,(1,= 1,2,..))

erfiillt.

Hinsichtlich der Umkehrung dieses Satzes beachte man die entsprechende Be-
merkung in Abschnitt 2.

Folgerung 2. Ein é,lgebraischer modularer Verband P mit den Eigenschaften
(I), (II), (III), (IV”) besitzt eine ausgezeichnete Basis, wenn O (z) < n fur alle
ausgezeichneten Elemente z € P mit einer natiirlichen Zahl » gilt.

Beweis. Aus O(z) < n fur alle z € P folgt nach Definition der Héhe
H(z)<n—1 furalle z€ P,

so daB das Einselement von P selbst die bei der Formulierung des Satzes iiber
die Elemente a; (i = 1, . . .) gemachten Voraussetzungen erfiillt.

Die Anregung zu den Untersuchungen iiber den in dieser Mitteilung und in [1]
behandelten Problemkreis verdankt der Verfasser Herrn Professor A. KERTESZ
(siehe auch [2] und [3]).
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