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Rechtsteilweise geordnete Halbgruppen

HEeinz MiTscH

Es sei M eine beziglich der Relation ,,<“ teilweise geordnete Menge. Die Ge-
samtheit aller Transformationen (= eindeutigen Abbildungen) von M, T (M),
istdurch f < g f(2) <g) V€ M, Vf, g€ T(M)teilweise geordnet und
bildet beziiglich der Funktionenkomposition ,»“ : (f- g) (x) = flg(x)] V2 € M,
V f, g € T (M) eine Halbgruppe. Die Operation ,,»“ ist beziiglich der Ordnungs-
relation ,,<*“ auf 7T'(M) rechtsisoton: f < g=>f-h < gohV hE T(M). (Die
Linksisotonie' gilt in der Unterhalbgruppe der ordnungstreuen Transfor-
mationen, im besonderen in der Untergruppe der monotonen Permutationen
von M.)

Diese Halbgruppe der Transformationen einer teilweise geordneten Menge
bildet mit der Ordnungsrelation ,,<“ eine Struktur, die eine Verallgemeinerung
des Begriffes der teilweise geordneten Halbgruppe darstellt. Wir wollen sie
kurz ,rtwg. Halbgruppen“ nennen. In dieser Richtung wurden — soweit
uns bekannt ist — bisher noch keine Untersuchungen durchgefiihrt: CLIFFORD
[4] und KEMEL [7] betrachteten Halbgruppen, die mit einer teilweisen Ord-
nung versehen sind und in denen eine Ungleichung zweier Elemente bei Multi-
plikation entweder aufrechterhalten oder umgekehrt wird; dabei ist stets ein
Zusammenhang zwischen der Multiplikation auf der rechten und der linken
Seite fiir mindestens ein Element als bekannt vorausgesetzt. »

In § 1 geben wir die grundlegenden Definitionen. § 2 enthélt einen Satz iiber
die Darstellbarkeit jeder rtwg. Halbgruppe mit Einselement als Unterhalb-
gruppe der rtwg. Halbgruppe aller Transformationen einer rtwg. Halbgruppe
und ein analoges Ergebnis fiir rtwg. Gruppen; weiter den Satz, daB jede
Halbgruppe ohne assoziierte Elemente rechtsteilweise geordnet werden kann,
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und eine Bedingung, wann eine rtwg. Halbgruppe auch die Linksisotonie
erfiillt (d. h. eine teilweise geordnete Halbgruppe ist). In § 3 untersuchen wir
spezielle Elemente, wie positive, negative, prime, maximale und unzerlegbare,
und deren Zusammenhang. § 4 enthilt ein Kriterium iiber die Existenz einer
teilweise geordneten Gruppe als ordnungshomomorphes Bild einer gegebenen
rtwg. Halbgruppe. In § 5 betrachten wir ordinale Summen rtwg. Halbgruppen:
Wir zeigen, daB sich gewisse rechts-angeordnete Halbgruppen eindeutig als
ordinale Summe ordinal irreduzibler Halbgruppen desselben Typus darstellen
lagsen; weiter untersuchen wir die Moglichkeit der Zerlegung einer rtwg.
Halbgruppe in eine ordinale Summe von rtwg. Halbgruppen mit Kiirzungs-
regel oder in eine ordinale Summe von rtwg. Gruppen.

§ 1. Definitionen

GeméaB FucHs [6] verstehen wir unter einer ,teilweise geordneten Halbgruppe®
(kurz: twg.) eine Halbgruppe (H, °), die beziiglich der Relation ,,<* eine teil-
weise geordnete Menge ist und in der das Monotoniegesetz (d. h. Rechts- und
Linksisotonie der Operation ,,o“) gilt:

a<b=>coa<ceb und acc<boc firalle c€ H.
Wir untersuchen im weiteren folgende Verallgemeinerung:

Definition. Eine ,rechtsteilweise geordnete Halbgruppe“ (kurz: rtwg.) sei
eine Halbgruppe (H, o), die beziiglich der bindren Relation ,,<“ eine teilweise
geordnete Menge ist und die Rechtsisotonie der Operation ,,o“ erfiillt:

a<b=>a0c<boc firalle c€ H.

— Ist die Ordnungsrelation eine Totalordnung, so nennen wir H ,rrechtsange-
ordnet” (kurz: r-ang.).

Im Fall, daB die rtwg. Halbgruppe eine Gruppe @ bildet, sprechen wir von einer
»rechtsteilweise geordneten Gruppe®; ist die Relation ,,<“ eine Totalordnung,
so nennen wir G ,rechtsangeordnete Gruppe“ (siche CoNrAD [5]: ,right-
ordered group“). —

§ 2. Grundlegende Eigenschatten

Nach dem Vorhergehenden bildet die Menge der Transformationen einer
teilweise geordneten Menge mit der Funktionenkomposition ,,»“ und mit der
Ordnungsrelation ,,<“ eine rtwg. Halbgruppe; die Teilmenge der Auto-
morphismen bildet darin eine rtwg. Gruppe. Umgekehrt gilt (fiur twg. Halb-
gruppen: KrisHNAN [8]) folgender
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Satz 1. Jede rtwg. Halbgruppe H mit Einselement e (beziiglich ,,0“) ist zu einer
Unterhalbgruppe der rtwg. Halbgruppe aller Tmzzsformationen einer teilweise
geordneten. Menge ordnungsisomorph.

Beweis. Wir wihlen als teilweise geordnete Menge die Menge H selbst; es sei
S = {f.}.cr die Menge aller Transformationen von H der Form:

fil@) =a-axVa€ H, afestgewihlt.
Fiir alle «, b € H gilt:

(fao fy) @) = folf,(@)] = f(bo @) = (@eb) o @ = fo 0 (2) Y 2 € H,

also ist S Unterhalbgruppe von 7' (H), der Menge aller Transformationen von
H. Die Abbildung 8 : H — 8, definiert durch g(a) = f, V @ € H, ist umkehrbar
eindeutig (¢ &= b = f,(e) = a 3= b = fy(e) V a, b€ H), und es gilt:

ﬂ(a’c’b) =faob:fa°fb :ﬂ(a)°ﬂ(b)va9b€H,
also ist f Isomorphismus. § ist ordnungstreue Abbildung:
a<b=>acx<boxVat€ H,

d.h. f,(x) < f,(x) Y2 € H, also f, < f, und f(a) =< f(b); ist umgekehrt fiir
e, b€E H: B(a) < B(b), so acx <boxVx€ H, also auch fir x =e, d. h.,
esgilte <bin H. —

Korollar. Jede rtwg. Gruppe G ist isomorph enthalten in der rtwg. Gruppe aller
Permutationen einer teilweise geordneten Menge.

Beweis. Es sei wieder @ selbst die teilweise geordnete Menge; nach dem
Satz von CAYLEY (siehe z. B. [9]) ist die Gruppe G isomorph zur Gruppe S
aller Transformationen von G der Form: f,(x) =a- 2V 2€ G, a € G; also ist
S Untergruppe der Gruppe aller Permutationen von @, daher rechtsteilweise
geordnet und analog zum obigen Satz ordnungsisomorph zu G. —

Die Frage, wann eine Halbgruppe H rechtsteilweise geordnet werden kann,
kénnen wir im Fall, daB H keine assoziierten Elemente besitzt, positiv be-
antworten ; dabei heilen zwei Elemente a, b € H ,assoziiert, wenn

a=+b, a=x°b b=ycoa furein z,y€ H.

Satz 2. Jede Halbgruppe H ohne assoziierte Elemente kamn rechis-teilweise
geordnet werden.

Beweis. Wir definieren eine binire Relation ,,<“ in Hdurch: e <b<a b
und b = co a fiir mindestens ein ¢ € H. Diese Relation ist eine Ordnungs-
relation: sei @ < b und b<a, also a ==b, a =x-b, b =yoa fir z,y€ H,
d. h., @ und b wiren assoziierte Elemente; sei a < b, b < ¢, also a = b, b == ¢,
b=2zoca,c=yob fir xz, y€ H, daher ¢ = (y > ) > @: wire ¢ = a, so hitten
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wira < b, b < a, was nach dem soeben Beweisenen nicht moglich ist; also ¢ F=a
und ¢ = z0 @ mit 2 € H, d. h. a < c. Die Halbgruppenoperation ,,o“ ist rechts-
isoton beziiglich der Ordnunésrelation S :seia< b aundbaus H =>b =coa
fircEH=box=co(agox)firallex€E H= firbox Facx:acx<box
Vz€ H; also insgesamt:a < b=>acx <boaxVa€ H —

Eine zu dieser Relation ,,<“ dhnliche ,,Teilbarkeitsordnung® auf einer Halb-
gruppe H bedingt die Linksisotonie der Operation ,,o“ in H:

a<b=>zca<z-bVa€H:

?

Satz 3. Eine rtwg. Halbgruppe H ist eine twg. Halbgruppe, wenn fir die
Ordnungsrelation ,,<“ in H gilt: a <b<a =b,b =a-d fireind € H.

Beweis. Es seien a, b€ H mit @ < b; dann ist b = a - d mit d € H, also gilt
Zob=(xoa)edVx€ H; fir xoa 3= 2 b erhalten wir xoa < x- b, also
insgesamt: a < b=>zca <2 bVzCH —

AuBer im trivialen Fall der Kommutativitdt ist also im besonderen jede
rtwg. Halbgruppe, die natiirlich geordnet ist (im Sinne von FucHs [6], Seite
217), eine twg. Halbgruppe.

§ 3. Spezielle Elemente

In einer rtwg. Halbgruppe H bezeichnen wir mit e das Einselement beziiglich
der Operation ,,o“, mit 0 das kleinste (d.h. 0 < V€ H) und mit ¢ das
groBte Element (d. h. « < i V o € H), falls solche existieren.

Lemma 1. In einer rtwg. Halbgruppe H mit e ist 0 bzw. i idempotent. Ist e = 0
bzw. e = 4, so folgt aus a°b=e: a=>b=c¢e fir a,b € H. In H mit e und i
(bzw. e und 0) und rechier Kiirzungsregel gilt: e = i (bzw. e = 0).

Beweis. Aus 0<e folgt 0:0<0, also 000=0. Ist e=0 und a-b=e, 80
e<b=acb=c¢c(dae=xa)alsob=cund a =e In H mit ¢ und 0 folgt
aus 0o 0 = e 0 = 0 wegen der rechten Kiirzungsregel, dal e = 0.

Korollar. Es gibt keine beschrinkten (d.h. mit 0 und i) rtwg. Halbgruppen
mit e und rechter (bzw. linker) Kiirzungsregel. Eine rtwg. Gruppe kann kein
kleinstes (bzw. griftes) Element besitzen (aufer der trivialen).

Analog Fucas [6] nennen wir ein Element a einer rtwg. Halbgruppe H
»rechtspositiv®, wenn xoa =z V « € H, ,linkspositiv®, wenna - x =« Vx € H,
und ,,positiv®, wenn beides gilt. Die ,rechtsnegativen®, ,linksnegativen® und
»negativen” Elemente werden durch die dualen Ungleichungen definiert. —
Besitzt H ein Einselement, das zugleich kleinstes bzw. groBtes Element von H
ist, dann ist jedes Element von H linkspositiv bzw. linksnegativ.
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Bezeichnung. Wir verstehen unter 4 > B, wobei 4, B Mengen sind, daB
fur alle a € A und b€ B gilt: @ = b; A > B bedeutet daher a > b fiir alle
a€ A, bE B. — A\ B sei die Menge aller e € A mit a ¢ B.

Lemma 2. Es sei H rtwg. Halbgruppe, L, die Menge aller linkspositiven, L,
aller linksnegativen, R, aller rechtspositiven und R, aller rechtsnegativen Elemente
von H. Dann sind L, und L, Unterhalbgruppen und obere bzw. untere Klassen
von H; die Mengen I = R, N L, bzw. J = L, N R, bestehen aus hichstens
einem (und dann idempotenten) Element a bzw. b, und es gilt:

R,\Na>a>L,\a, L,\b>b>R, \b

Beweis. Sinda,baus L,,s0 (acb)cx =box =xVa€ H,alsoa- baus L,
Ist m >a mit a€ L,, s0o mox = a-x =z, also m€ L, Sind a,b€ I, 8o
acx<z<=zcaVrx€Hasoasa-b<b<bea<adha=5,I={a}
und @ idempotent. Sindnun c€ L,,d € R, beliebig, soced = dundc-d < c,
alsod < ¢;ist d = c¢,s0d € J, daher L, \ b >b > R, \ b. —

Neben den obigen Mengen / und J sind auch K = L, N L,und M = R, N R,
Mengen von Idempotenten aus H: a € K > acx =z, acx < a2V 2 € H, also
acx=xzVz€ H;daher: 2 <y=>acx<a-yVYatc K.

Korollar. In einer r-ang. Halbgruppe H gilt: L,> L, \ K(L,\ K > L,)
fir K = L, N L,. Dasselbe ist auch in rtwg. Halbgruppen richtig, die die Be-
dingung erfillen: L, ist Teilmenge von R,

Beweis. Angenommen, es existiert ein 2 € L, \ K mit > a, wo a € Lp;
dann gilt x€ L, und 2 € K, d. h. z € L, \ K. Wiirde umgekehrt einy € L,
existieren mit y < b, wo b€ L, \ K, s0 b€ L,, also b€ K und b ¢ L, \ K.
Da H r-ang. ist, haben wir L, > L, \ K;fira € L,undb€ L,\ Kunda =b
wire b € K, Wid. Die Beziehung L, \ K > L, folgt analog aus der Eigenschaft
von L,, untere Klasse von H zu sein. — Ist H rtwg. mit L, & R,, so wiirde
ausa € L,und xz € L, \ K mitz ||afolgen,daBx < a-x < a,da firx € L, \ K
folgt, daB x € R,. Also kann nur « < a gelten, und mit dem obigen Fall
ergibt sich analog L, > L,\ K . — )
Korollar. Besitzt eine rtwg. Halbgruppe H ein neutrales Element e, dann gilt :
I=J=K=M={¢} und L,\e>e>L,\e, R,\e>e>R, e,
L,\e>e>R,\ eund R,\e>e>L,\ e

Beweis. Ist a€ 1, s0 gilt acx <z, xoa =2V, also fir x =e: a = e;
ebenso fiir J, K, M. Ist a € L,,soacx>2Vwx dh a=e;firb€ L, gilt
box < =, also b < e; daher gilt L, \ e >e¢ > L, \ ¢ (wegen K = {e}). —

Im folgenden untersuchen wir ,unzerlegbare“, ,prime“ und ,maximale“
Elemente (siehe etwa BIRKHOFF [3], Seite 334). — Wir sagen, eine rtwg.
Halbgruppe H geniigt der ,,Maximalbedingung“, wenn jede ihrer nichtleeren
i Teilnmngen ein maximales Element besitzt. Im weiteren werden wir rtwg.
5 Beitriige z, Algebra und Geometrie 2
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Halbgruppen H voraussetzen, die ein Einselement e besitzen, welches zugleich
das grof3te Element in H ist; wir schreiben: ,H mit e = 1. |

Definition. Ein Element a einer rtwg. Halbgruppe H mit e = i heiBt
»unzerlegbar”, wenn aus @ = bo ¢, mit b, c € H, folgt: b = a oder ¢ = a.

Nach Lemma 1 ist das Element e = i unzerlegbar; ebenso das Element e=0.
Also hat in einer rtwg. Halbgruppe H mit e = i (bzw. e = 0) kein Element
a = e ein Rechts- oder Linksinverses.

Lemma 3. Jedes Element a (== e) einer rtwg. Halbgruppe H, die der Maximal-
bedingung geniigt und in der jedes Element megativ ist, lift sich als Produkt
unzerlegbarer Elemente aus H darstellen.

Beweis. Angenommen, die Behauptung ist falsch; dann besitzt die Menge M
aller € H, die nicht so darstellbar sind, ein maximales Element c¢; dieses ¢
ist sicher zerlegbar: wiire ¢ = a - b mit @ = ¢ oder b = ¢, so wiire wegen ¢ < a
und ¢ < b das Element ¢ Produkt unzerlegbarer Elemente, d. h., ¢ wire nicht
in M. Also folgt aus ¢ =2-y, daB c<z und ¢<y, d.h. z, y ¢ M und
T=P1°Pa°  °Pp Y =q1°ga°**"°g, wobei die p; und g; unzerleghare
Elemente sind. Also ¢ = x oy =pjo--+ op,oq o---ogq,,d. h,cist Produkt
unzerlegbarer Elemente, Wid. —

Definition. Ein Element p < e einer rtwg. Halbgruppe H mit e = i heiBt
»prim“, wenn aus a > b < p (a, b € H) folgt: @ < p oder b < p.

Lemma 4. Un einer rtwg. Halbgruppe H mit e = i ist jedes negative prime
Element unzerlegbar.

Beweis. Sei p negatives primes Element und -y = p fiir 2, y € H; also
muB z < p oder y < p gelten; wegen p=xoy <,y folgt = p oder
y=2p -

Lemma 5. Ist p primes Element einer rtwg. Halbgruppe mit e = i, so Sfolgt aus
2" < p,daf x < p. ’

Beweis. Angenommen z £ p; dann sei r > 1 die kleinste Zahl, fiir die noch
a" < p gilt (r < n); also 2"~ 1o 2 < p, wobei "1 < p, also muB z <p —

Definition. Ein Element m < e einer rtwg. Halbgruppe mit e¢ = i heiBt
»maximal®, wenn aus m < z < e (x € H) folgt: x = e.

Lemma 6. In einer rtwg. Halbgruppe H mit e — i ist jedes maximale Element
auch unzerlegbar.

Beweis. Sei m maximales Element mit m = a<b, a,b€ H; wegen a g e
gilt m =acb <b. Ist m=2b, so ist m unzerlegbar; ist m < b < e, 80 folgt
b = e und daher m = a, also ist m auch in diesem Fall unzerlegbar. —
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§ 4. Ordnungsepimorphe Bilder, die Gruppen sind

BicArD [1] hat notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir angegeben,
daB eine twg. Halbgruppe als ordnungsepimorphes Bild eine twg. Gruppe
besitzt. Es zeigt sich, dal diese Bedingungen auch fiir rtwg. Halbgruppen H
hinreichend sind und daB die ordnungsepimorphe Gruppe sogar eine twg.
Gruppe ist. Dies hat zur Folge, dal die angegebenen Bedlngungen iber H
auch notwendig sind.

Satz. Es sei H eine riwg. Halbgruppe mit Einselement e und T eine nichtleere
Teilmenge von H. Es gibt dann und nur dann einen Ordnungsepimorphismus
von H auf eine passende teilweise geordnete Gruppe G mit positivem Kegel P
derart, daf T das inverse Bild von P~1 = {¢ € Q | x < E}, wo E das Einselement
von G ist, wenn folgende Bedingungen gelten:
T ist Unterhalbgruppe von H mit e€ T';
T ist untere Klasse von H,d. h.,a € T,0€E Hmitb < a=>b€c T;

=€ H|a~2cT}=T, ={g€cH|z-aET})+=8Va€E H;
zu jedem a € H existiert ein t € ,T,s0daf T, ,=T;
5. es gilt T, = T, genau dann, wenn 8(a) = B (b).

ol

Beweis. Nach Brecarp [1] sind die Bedingungen 1. bis 5. notwendig, wenn
das ordnungsepimorphe Bild von H eine teiiweise geordnete Gruppe ist. —
Es sei nun H eine rtwg. Halbgruppe, die den Bedingungen 1. bis 4. geniigt;
wir definieren durch 5. eine bindre Relation § in H, d. h., es gelte a = b(f)
genau dann, wenn , 7' = ,7 ist. § ist eine Aquivalenzrelation, die Klasse von a
sei f(a); B ist auch Kongruenzrelation auf H:

a=b)=>,T=T=>VeeH:, T=,T,

da :
I ={x€EH|accoz€ET}={yEH|c-y€ T}

={yEH|coyc T}={xc H|bocor€ET}=,,T
ebenso gilt Vc€ H: T, ,= T, ,, da nach 3. T =T,=T,=,T; also
gcc=boc(f)undcea=cob(f)VY cE H. DieFaktorstruktur ist daher eine
Halbgruppe; sie bildet sogar eine Gruppe: Zu jedem a € H gibt es ein t € T',,
sodaB T, ,,=T =T, (nach 4.); also gilt foa =e(f), d. h., es ist f(¢- a)
= B(t) > B(a) = B(e), WObel B(e) das Einselement von H/f ist; daher besitzt
jedes Element f(a) von H/B ein Linksinverses, also ist H/B eine Gruppe G.
Wir setzen in G: f(a) < B(b) genau dann, wenn ,7 2 ,T'; diese Relation ist
eine Ordnungsrelation, d.h., ,,<“ definiert auf G eine teilweise Ordnung.
Aus B(a) < B(b) folgt B(a) - B(c) < B(D) - B(c) fiir alle B(c) € @, denn

el ={z€EH|coz€E T} 2{€EH|co2€ T} =,,T,

be



68 Hrinz MiTscH

also f(a - c) < B(b- c); genauso folgt fiir alle f(c) € G:
 B(c) = B(a) < Blc) - B(B),

da wegen 3.
T...={x€H|xccET}2@CH|z-cET)}=T,,,;

daher ist G eine teilweise geordnete Gruppe, die homomorphes Bild von H
ist — unter dem zur Kongruenz f§ gehorigen natiirlichen Homomorphismus 4;
h ist eine ordnungstreue Abbildung: ist a < bin H,s0 ac2 < boaxVz€ H,
also folgt aus # € ,T',d. h. ausbo 2 € T, daB a-x € T, wegen 2., also z € ,T';
daher gilt ,7 2 ,T und k(a) < h(b). — Wir zeigen noch, daB 7' das inverse
Bild von P-! unter dem Homomorphismus 4 ist: Ist » € 7' festgewahlt, so gilt
fir alle x € T, wegen 1., daBB uo x € T, also « € ,T'; daher ist 7' =,T7 = ,T
V4 € T und wir haben g(u) < f(e) = E, also ()€ Pt = {x€EQG |z < E}
fir jedes w € 7T, Ist umgekehrt B(a) € P! fir a € H, also f(a) < B(e), d. h.
g 2,T =T, s0folgt wegene€ T:e€ T,d.h.ace=a€T. —

§ 5. Ordinale Summen von rtwg. Halbgruppen

Es sei A eine totalgeordnete Menge, (H,),., eine Familie von paarweise dis-
junkten Halbgruppen. Die mengentheoretische Vereinigung H = (J H,, A€ 4
wird zu einer Halbgruppe, wenn man definiert: acb =boa =5bVa€ H,,
b€ H, mit A < u. Diese Halbgruppe wird die ,ordinale Summe der Halb-
gruppen H,, 1€ A“ genannt (siche Bicarp [2]). Sind die H,, 1€ A rtwg.
Halbgruppen, so definieren wir ihre ordinale Summe folgendermaBen (fir
twg. Halbgruppen siehe BicarD [2]):

Definition. Ist (H,),c, eine Familie paarweiser disjunkter rtwg. Halb-
gruppen, dann nennen wir ,ordinale Summe der H,, 1 € A“ die rtwg. Halb-
gruppe H = (J H,, die man erhalt, indem man definiert:
1.acb=boa=>bunda<bfiralea€ H,, b€ H, mit 2 < u;

2. die Ordnungsrelation und die Halbgruppenoperation innerhalb eines jeden
H bleibt ungeéndert.

Man sieht sogleich, da die ordinale Summe H der H,, A€ A genau dann
positiv, negativ bzw. r-angeordnet ist, wenn dasselbe fiir jeden der Summanden
H gilt. ‘

Definition. Wir nennen eine rtwg. Halbgruppe ,,ordinal irreduzibel“, wenn
sie nicht als ordinale Summe zweier oder mehrerer ihrer Unterhalbgruppen
dargébtellt werden kann.

]3;.1: folgende Satz fithrt den allgemeinen Fall (reduzibler) r-angeordneter
Halbgruppen auf ordinal irreduzible zuriick:
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Satz 1. Jede r-angeordnete Halbgruppe aus l-positiven Elementen lift sich
eindeutig als ordinale Summe einer angeordneten Menge ordinal irreduzibler,
l-positiv r-angeordneter Halbgruppen darstellen.

Beweis. Der Nachweis verlauft analog zum entsprechenden Satz fiir an-
geordnete Halbgruppen; siehe FucHs [6], Seite 236. —

Von besonderem Interesse sind natiirlich Zerlegungen einer rtwg. Halbgruppe
in ordinal irreduzible Unterhalbgruppen eines speziellen Typs (fiir twg. Halb-
gruppen: BIGARD [2]):

Satz 2. Eine rtwg. Halbgruppe aus positiven Elementen, H, ist genau dann
ordinale Summe ordinal irreduzibler positiv rtwg. Halbgruppen mit Kiirzungs-
regeln, wenn H folgenden Bedingungen geniigt: a b = a - c (bzw. bo a = co a)
=>b=codera-b=a (bzw. bo a = a).

Beweis. Essei zuerst H ordinale Summe der H,, A € A, dieordinal irreduzible,
positiv rtwg. Halbgruppen sind. Seiena € H,;,b€ H,,c€ H,unda-b =a- c:
ist u< A, s0oacb=a;ist u=2,80a-b€ H,, also auch a-c€ H,, daher
muB gelten » < 4 (da in H a- ¢ = ¢ und aus » > 4 folgen wiirde:.c > a - ¢);
fir » <A haben wir acb=acc=a, fir =1 gilt a, b, c€ H,, wo die
Kiirzungsregeln gelten, also b = c; ist u > 4, so bleibt der Fall » > 4, d. h,, es
istacb =>bund @- ¢ = ¢, daher b = c.

Umgekehrt erfiille die positiv rtwg. Halbgruppe H die angegebenen Be-
dingungen; dann betrachten wir folgende binire Relation in H:

a=bf)a=> oder {a,b} N {a-b,boa} =0.

i) f ist eine Kongruenzrelation:

B ist ersichtlich reflexiv und symmetrisch; sie ist auch transitiv: es seien
a,b, c€ H alle verschieden mit @ = b (8), b = ¢ (f); (sind zwei davon gleich,
so folgt sofort @ = ¢ (B) trivial); da @ = c, so ist zu zeigen, daB

{a,c}N{acc,coa} =0,
wireac ¢ =c,80bcacc="boc,alsobca=>boderboc = c; wireao-c = a,
80 acb=accob, also b =cob oder a-b =a; die Fille cca =a und
‘¢co a = c fithren analog auf einen Widerspruch, da a % b, 3 ¢ und sonst
a == b oder b == ¢ wire. — Wir zeigen, daB

a=bB)=>acc=boc()VYcE H:

aus a = b folgt acc="boc,also acc=boc(f)YcE H; es sei nun a = b:
istacc=(acc)o(boc),80a =a-cobodera-c= c;imersten Fall ist dann
a<a-b=<(acc)ob=a,also a =a-b, was nicht moglich ist; im zweiten
Fall haben wir acc=c < boc und a-c = boc (aus der Annahme), also
acc=0bec,d. h.acc=boc(f); ist boc=(acc)o(boc),80b=accod
oder bo ¢ = c¢; im ersten Fallist b < a-b < (@cc)ob =0>,alsob =a-bund
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a = b (B); im zweiten Fall haben wirbec=c¢ <a-cundacc=bo- c(aus
der Annahme); also gilt analog acc =bo-c(f)Vc€ H. — Die beiden rest-
lichen Méglichkeiten sowie die Linksregularitit der Relation f# zeigt man auf
ghnliche Weise; d. h., § ist Kongruenz.

ii) Die Kongruenzklassen nach g sind Unterhalbgruppen von H:

Es sei f(a) die Kongruenzklasse, die a € H enthilt; sind z, y € f(a), so geniigt
es zu zeigen, daBac a = a(f) (daz- y = a- a(p) gilt); ist a = a - a, so fertig;
ist @ &= a- a,so gilt a < a- a; es ist also zu zeigen, daBl

{a,aca} N {a-a-a} =0:

wire ¢ = acaca, 80 a<aca<a-a-a=a,was nicht moglich ist; wire
Goa=aocaca,80ac(@ca)=a-a, doheraoa =a odera-a-a = a; also
ergibt sich in beiden Fillen a - a = a: Widerspruch.

iiiy)aca=b=>boa=0>0((bzw.acb=a=>b-a =a):
Ausac-b = bfolgtbob=>boa-b,daherb =boaoderbo b =b;furbob=1>
folgtb < boca < boacb=0bo-b==0,alsobo-a=20.

iv) H/f ist ein Halbverband mit Totalordnung:

H/B ist idempotente Halbgruppe, da nach ii): f(a) - f(a) = B(a- a) = f(a),
und ist kommutativ; denn: ist 8(a) == $(b), so gilt @ ==b(B), also @ &= b und
{a,b} N {a-b,boa} 3 0; istacb =a,s0bea = anach iii)alsoa-b=>b-a;
ist acb=2>, so boa=2>b und a-b="b-a; die beiden iibrigen Fille sind
ahnlich; also bildet H/f einen Halbverband beziiglich ,“. Seine Ordnungs-
relation sei: f(a) < B(b) < f(a) - B(b) = B(b); sie ist eine Totalordnung, denn:
sind B (a), B(b) € H/B, so gilt fiir B(a) == f(b), daB a == b und

aob=(beca=)=a oder acb=(boa=)=0b, da azx=b(f),

also ao b = a(B) oder a- b = b(f), d. h. f(a~b) = B(a) oder = B(b), und wir
haben 8(a) < B(5) oder f(a) < B(b).

v) die Halbgruppe H ist ordinale Summe ihrer Kongruenzklassen:

Die Menge aller Kongruenzklassen H,, 4, ist nach iv) eine totalgeordnete
Menge; die H, sind nach ii) positiv rtwg. Halbgruppen; esgilt H, N H, = 0
fird==pund H= U H,;, A€ A4, nachi); ista € H;,b€ H, mit A & u, so gilt
azxb(p), also a =b und aocb = (boa)=>boderach = (boa=)=a; fir
A< p haben wir H; = f(a) < f(b) = H,, also B(a-b) = f(b), daher muBl
aob=>bea=> (sonsta =b(f))unda<b,dadb=a-b=aunda=b; fir
¢ < A haben wir f(a - b) = f(a), dahera - b = b @ = a und b < « auf analoge
Weise.

vi) in H,, A€ A, gelten die Kiirzungsregeln:
Esseien a,b,c€ H, mitaoc=bo- c;alsogilt b = codera- b = a; im zweiten
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Fall muB wegen a = b(f) folgen, daBB a = b; ebenso folgt wegen a = c(f) aus
acc=(achb=)=a,daBa =c, alsob =c.

vii) die H, sind ordinal irreduzibel:

Wire H, = H! U H? mit Hi N H? = 0 (A€ A) ordinale Summe von H} und
H2, so ware fir a € H;,b€E H}:a b und a>b =b-a = b, also wiirde fiir
a, b € H, gelten, daB a == b(p), Widerspruch. —

Fiir die Zerlegbarkeit einer twg. Halbgruppe in eine ordinale Summe von twg.
Gruppen hat Bicarp [2], Satz 3 und Korollar, ein Kriterium hergeleitet. Wir
konnen diesen Satz ohne Einschrinkung auf rtwg. Halbgruppen iibertragen:

Satz 3. Eine rtwg. Halbgruppe H ist genau dann als ordinale Summe von rtwg.
Gruppen darstellbar, wenn H folgende Bedingungen erfullt :

1. zu jedem Element a € H existiert ein x € H mita = a- x- a;

2. acb=acc=>b=coderacb=>boa=a;
.acb=b>a<bodera€C Hob={x€CH|x=~hobmith€ H}.

Beweis. Es sei zuerst H ordinale Summe der rtwg. Gruppen G,, A€ A : nach
Satz 3 aus B1caRD [2] sind fiir die Zerlegung der Halbgruppe H in eine ordinale
Summe von Gruppen die Bedingung 1 und 2 notwendig; ad 3.: esseia- b =b
mit a € G,,b6€ G ,; ist A<pu, s0 a<b;ist A>u, s0a°b=>boa=a, also
a=b;ist A =u,s0a,b€ G;,undausa-b = e, - b (¢, Einselement der Gruppe
@) folgt @ = ¢; = b” - b (b’ Inverses von b in G,), also a € H - b.

Gelten umgekehrt in H die Bedingungen 1. bis 3., so ist nach Satz 3 aus [2] H
ordinale Summe von Gruppen G;, 1€ A. Da H rtwg. Halbgruppe ist, so auch
jedes G, rtwg.; es bleibt also nur noch zu zeigen, daB fir a € G;, b€ G, und
A< pugilt: a <b; da H ordinale Summe der G, ist, gilt ac b = (bea =) = b;
nach 3. folgt daher: @ < b oder a € H - b; im ersten Fall folgt wegen a == b die
Behauptung; der zweite Fall kann aber nicht eintreten: denn wire a = ho b
fir ein A€ H, etwa k€ @G,, so hiatten wirfirv <u:a =hob =>boh =Db, fur
v=p:a=h-b€@G, firv>u:a=hob=>boh=hr€QG, was in keinem
Fall méglich ist.
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