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Reguliire Polynome iiber endlichen Korpern

Ruporr LipL

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, I ein Ideal von R. Ein Poly-
nomvektor § = (fi(xy, ..., 2,),..., fi(®, ..., ,)) aus Rlxz,,..., z,]" heilt
Permutationspolynomvektor mod I, wenn die durch % induzierte Abbildung
von (R/I)" in sich eine Permutation ist (vgl. dazu [2], [6]). Die Komponenten
eines solchen Polynomvektors heilen Permutationspolynome mod I. H. LAUscH
und W. NOBAUER zeigen in [7] die beiden folgenden Sitze:

Sei @ Primdrideal von R mit zugehérigem Primideal P, so daf3 R/Q endlich ist,
Q &= P. Ein Polynomvektor ¥ iiber R ist genau dann ein Permutations-
polynomvektor mod @, wenn F Permutationspolynomvektor mod P ist und fiir
seine Funktionaldeterminante oF gilt: 0F = 0 mod P hat keine Losung in R.

Das Polynom f(xy, . . ., z,) ist genau dann Permutationspolynom mod @, wenn
es Permutationspolynom mod P ist und keine der Kongruenzen

O f(xy, ...,2,)=0mod P, 1=1,2,...,n,

eine Losung in R besitzt.

In [4] wurden fiir den Fall » = 1 und R = Integrititsbereich der ganzen
rationalen Zahlen einige in der Literatur behandelte Typen von Permutations-
polynomen in einer Unbestimmten daraufhin untersucht, ob sie Permuta-
tionspolynome fiir alle Potenzen einer Primzahl p sind. In dieser Arbeit werden
fir den Fall daB R ein endlicher Korper K = G F(q) ist, ¢ = p°, p prim, e > 1
natiirlich, einige Klassen von Polynomvektoren betrachtet.
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Definition. Ein Polynomvektor ¥ itber K heifit reguldr, wenn seine Funk-
tionaldeterminante o == 0 fiiralle (ay, . . ., @,) € K". Ein Polynom f(z, . . ., ,)
itber K heit regulir, wenn sein Gradient von O verschieden ist fiir alle
(ay, ..., a,) € K"

Auf Grund der Kettenregel erhalten wir sofort: Die Menge der reguldren
Polynomvektoren von K[zy,...,2,]" bildet eine Teilhalbgruppe der Halb-
gruppe der Polynomvektoren. Ebenso unmittelbar einzusehen ist das Folgende:
Die Menge der linearen Polynomvektoren iiber K ist eine Teilhalbgruppe der
Halbgruppe der Polynomvektoren. Die Menge der linearen Permutations-
polynomuvektoren bildet eine Untergruppe davon, deren Elemente requldre Polynom-
vektoren sind.

Ist die Char. K = 2, so wird in [2] gezeigt, daBl alle quadratischen Permu-
tationspolynome bis auf lineare Aquivalenz von der Form z; 4 by 2% + - -
+ b, 22,b,€ K, sind. Daraus folgt: Jedes quadratische Permutationspolynom
ist ein reguldres Polynom. Weiter gilt: Der Potenzpolynomvektor (a*1, . . ., a*n)
1t ein reguldrer Polynomvektor genaw dann, wenn k; = 1,4 =1,2,..., n.
Nun untersuchen wir die verallgemeinerten Tschebyscheffpolynome (vgl.
dazu [3]) in zwei Unbestimmten auf Regularitdt. Dazu betrachten wir das
Polynom r(z) = 23 — w224+ vz — b, u, vE K.

Dieses Polynom hat drei nicht notwendig verschiedene Wurzeln in G F (g°).

Diese seien z, y, ;:b—?; ,dann gilt:

b b b
r(z)=z3—~(a: +y+ @)ﬁ—}—(xy%——; +?)z —b=0.
Sei k eine positive ganze Zahl, dann setzen wir
™ (2) = 23 — (x"—l— y"—{—b—k)zz—l—(x"y"—i— b—k+?—f)z—b‘=0
2k yF ok | yE :

Die k-ten Potenzsummen der Wurzeln von r(z) kann man mit Hilfe der
Waringschen Formel durch die Koeffizienten von r(z) ausdriicken und erhilt
somit fiir die Tschebyscheffpolynome g¢¥(u, v, b), g%(w, v, b) die folgenden
Gleichungen:

& (u,0,b) = 2* + gt +

bt bE
o (w0, 0) =t of + S+ 5

dabei gilt
b
u—*“"*‘?/*i‘ﬁ

b b
”=x?/+;+y

(1)

, 2, Y€ G F(¢%); u,v,b€ K. (2)
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Neben der expliziten Darstellung von g% und g% wird in [3] das folgende Kri-
terium gezeigt (fiir n = 1 siehe [5]):

Die Abbildung (u, v) — (g% (u, v, b), g%(u, v, b)) ist genau dann
eine Permutation von K2, wenn gilt: (k, ¢ — 1) =1, (3)
s=1,2,3fiirb+0unds=1,2firdb=0.

Wir beweisen nun den

Satz. Der Polynomvektor (g5 (u, v, b), g%(u, v,b)) ist genaw dann ein reguldrer
Permutationspolynomvektor iber K, wenn gilt: b <0, (k, p(g®— 1)) =1,
s=1,2,3.

Beweis. Mit Hilfe der Formel (1) berechnen wir zundchst die Funktional-
determinante von (g% , g%).

% %91| |91 %] |ou ou

ox oy u ov 6_:15@ '
P | T || | o0

ox oy ou ov | |ox oy

kZ(xk_yk)

= e (@ Yy — Bty @ o)+ B,

Wegen (2) folgt:
. k2 (x" — yk) (xak yak — bk x"yk (a:k + yb) + b2k)
- x2<k-1>y2<k-l> =GP —beylety) 1)

b-1 g
z2(k 1) 2 (k— 1)29:" 1-4 (2 x3(k—l)—20y3(k—1)—21 b'g)x""y’
+2 ol 4 p2E-1- JZxJ aya)

8=0

k2
= xg(k_i) yg(k_l) k(x’ ?/)- (4)

Daraus folgt 22®-1) 4> ®-1 . D — k2 h(z, y). Da auf beiden Seiten ein Polynom

steht, gilt diese Gleichung fiir jedes x = 0, y & 0 aus einem Erweiterungs-
korper von K. Ist (g%, g¥) ein regularer Permutationspolynomvektor von K2,
dann folgt aus (3) (k, ¢ — 1) = 1 und aus obiger Gleichung (k, p) = 1.

Ist umgekehrt (k, p(¢® — 1)) = 1, dann st (g%, g%) wegen (3) ein Permutations-
polynomvektor. Es bleibt noch zu zeigen, daB dieser Polynomvektor auch
regulir ist. Angenommen, es gibe u,v€ K, so daB D = 0. Dann gibt es
x, y € G F(gb), so daB (2) und %(x, y) = 0 erfiillt sind. Es folgt also

@—9) (@Y —bayx+y) + %) hiz,y)
= (@ — o) (P y* — Py +yh) +0*) =0
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Ist ¥ — ¥ = 0, dann gilt x = y wegen (k, ¢ — 1) = 1, und aus (4) folgt

(5 i s@-1-9 ¥
D = 4(1‘1)10:8" (Sb:v( >).

=0

Aus 26 — 2b 23 + b2 folgt aber 23 = b, also gilt h(z, y) = k2b*1 £ 0. Aus
o g BE ok of (k- o) 4 b2 — 0

folgt daB z, y einer der beiden Gleichungen 2’ y* = b* oder x"y” = it

geniigen miissen, d. h., es gilt 2y = b oder x y2 = b. Da h(z, y) symmetrisch
in , y ist, gilt

A b k b2E-1 Y se-1-9 b 3
2] = P

i=0
fir y = - und eine analoge Formel fiir x = Ll . In beiden Fillen ist wegen
a? 2

(k, p) = 1 h(z, y) == 0 im Widerspruch zur Annahme.

Wie in [4] gezeigt wird, sind fiir n = 1 sowohl die Tschebyscheffpolynome als
auch die in [8] untersuchten Rédei-Funktionen regulire Polynome. Wir geben
zum AbschluB einen einfachen Zusammenhang zwischen diesen beiden Klassen
von regulidren Polynomen an. Sei Char. K &= 2. Wir setzen

+ Ya) = r,(2) + 8, () Ja, :” é:)) ist die Rédei-Funktion;
(@ — Yoy =r,(2) — s,(2) Va.
Durch Addition erhalten wir

e o (T e o 252 ) pania

Das heil3t, das Tschebyscheffpolynom in der Variablen 2 2 und mit ,,Absolut-
glied“ 22 — a ist identisch mit dem doppelten Zahlerpolynom der Rédei-
Funktion.

Ein offenes Problem ist, auf Grund eines analogen Zusammenhanges die den
bekannten verallgemeinerten . Tschebyscheffpolynomen in mehreren Un-
bestimmten entsprechenden verallgemeinerten Polynome zu finden, welche
Zahlerpolynome von verallgemeinerten Rédei-Funktionen in mehreren Un-
bestimmten sind.
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