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Zur Losung des Isotopieproblems der Rosettenknoten

O1rT0 KROTENHEERDT

Herrn Prof. Dr. O.-H. Keller zum 65. Geburtstag gewidmet

1. Einleitung und Resultate

Jeder Knoten k im 3-dimensionalen euklidischen Raum R? ist ein topologisches Bild
eines Kreises mit einer gegebenen Orientierung. Zwei Knoten %, und k, werden ¢sofop
genannt, wenn es einen orientierungserhaltenden Homéomorphismus des R3 auf sich
gibt, der k, in k, iberfiihrt. In [3] wurde eine Klasse von Knoten betrachtet, die als
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Rosettenknoten n-ter Ordnung R,™ bezeichnet wurden. Diese Knoten kénnen als ge-
schlossene Zopfe n-ter Ordnung angesehen werden, und als solche besitzen sie in der
euklidischen Ebene R? eine normierte reguliire Projekiton mit zentralsymmetrischer
rosettenartiger Gestalt (vgl. Abb. 1); normiert und regulir wird jede Projektion ge-
nannt, in der es nur einfache Punkte und Doppelpunkte gibt und in der an jedem
Doppelpunkt Uberkreuzung und Unterkreuzung gekennzeichnet sind. Unter Ver-
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wendung der Artinschen Zopfschreibweise gestatten die Rosettenknoten n-ter Ord-
nung R,™ die Darstellung

R,™ = (8,857L, ..., 8;%,87%)™, mundn >1, (m,n) =1

und e = +1 oder —1, je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist; im Fall m =1
liegt ein unverknoteter Kreis vor, im Fall nicht teilerfremder m und = ist R,™ eine
Verkettung von mindestens zwei Kreisen. Aus jedem Rosettenknoten R,™ entsteht
offensichtlich bei Umorientierung der Durchlaufrichtung ein isotoper Knoten.

Wird in der normierten reguldren Projektion K eines beliebigen Knotens k£ an jedem
Doppelpunkt die Unterkreuzung zur Uberkreuzung und damit auch die Uberkreuzung
zur Unterkreuzung abgeéindert, so entsteht die normierte reguliire Projektion K eines
Knotens k; der Knoten k wird der spiegelbildliche Knoten von & genannt. Jeder Kno-
ten k, der zu k isotop ist, heiBt amphicheiral. Mit den Arbeiten [3] und [6] wurde be-
wiesen, daB jeder Rosettenknoten ungerader Ordnung amphicheiral ist und daB jeder
Rosettenknoten gerader Ordnung nicht amphicheiral ist.

Die Isotopie zweier Knoten %, und %, kann bewiesen werden, wenn es gelingt, einen
orientierungserhaltenden Homéomorphismus des R? auf sich anzugeben, der k, in k,
iiberfiihrt. Fiir den Nachweis der Nichtisotopie zweier Knoten &, und &, werden isoto-
pieinvariante Knoteneigenschaften gesucht, welche sich aus den Knoten &, und &, oder
aus normierten regulidren Projektionen dieser Knoten bestimmen lassen. Es ist leicht,
solche isotopieinvariante Knoteneigenschaften aufzuzéhlen; solch eine Eigenschaft
aber fiir gegebene Knoten zu bestimmen bereitet im allgemeinen grofle, haufig sogar
uniiberwindliche Schwierigkeiten.

Isotope Knoten haben isomorphe Knotengruppen, d.h. isomorphe 1-dimensionale
Homotopiegruppen der KnotenauBenrdume; sind also fir zwei Knoten &, und k,
die Knotengruppen nicht isomorph, so sind %; und %, nicht isotop; aus der Isomor-
phie der Gruppen zweier Knoten kann die Isotopie der Knoten nicht gefolgert werden,
denn es besitzen z. B. alle nichtisotopen spiegelbildlichen Knoten isomorphe Knoten-
gruppen. Etwas leichter zu tibersehen, aber weniger tiefliegend als die Gruppe eines
Knotens ist die daraus ableitbare Kette der Elementarideale ; gehoren zu zwei Knoten-
gruppen verschiedene Ketten von Elementaridealen, so sind die Knotengruppen nicht
isomorph, und folglich sind die zugehorigen Knoten nicht isotop; aus der Gleichheit
der Ketten der Elementarideale zweier Knotengruppen kann die Isomorphie der
Knotengruppen nicht gefolgert werden. Wiederum leichter zu tibersehen, aber eben-
falls weniger tiefliegend als die Kette der Elementarideale ist das daraus ableitbare
Alexander-Polynom A (t); gehoren zu zwei Ketten von Elementaridealen verschiedene
Alexander-Polynome, so sind die Ketten der Elementarideale verschieden; folglich
sind die Knotengruppen nicht isomorph, und die zugehérigen Knoten sind nicht iso-
top; aus der Gleichheit der Alexander-Polynome zweier Ketten von Elementaridealen
kann die Gleichheit der Ketten der Elementarideale nicht gefolgert werden.

In der vorliegenden Arbeit wird mit Hilfe der Alexander-Polynome bewiesen, daB je
zwei Rosettenknoten gleicher Ordnung R,™ und R,™ mit m == m’ und je zwei Roset-
tenknoten unterschiedlicher Ordnung R,™ und R,™ mit n == n' nicht isotepsind. Die
durchgefiihrten Untersuchungen, die sich wesentlich auf die Arbeit [4] von MURASUGI
stiitzen, zeigen, da die Kraft der Alexander-Polynome ausreicht, firr alle Rosetten-
knoten die genannten Isotopieentscheidungen zu treffen; es ist noch nicht einmal die
Kenntnis des gesamten Alexander-Polynoms 4 (¢) fiir jeden Rosettenknoten R,™ erfor-
derlich, sondern esggeniigt bereits, den Grad und den Koeffizienten vor der zweit-
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hochsten ¢-Potenz von A4 (t) fir jeden Rosettenknoten R,™ zu kennen; entweder der
Grad oder der Koeffizient vor der zweithochsten ¢-Potenz von A4 (t) reichen fiir die
Entscheidungen nicht aus. Damit ist in Verbindung mit den Arbeiten [3] und [6]

eine Losung des Isotopieproblems fiir alle Rosettenknoten und ihre spiegelbildlichen
Knoten gegeben.

2. Begriffshildungen und Bezeichnungen

Um zu gewissen Aussagen iiber die Alexander-Polynome aller Rosettenknoten n-ter
Ordnung R,™ fir alle » und m = 2 mit (m, n) =1 zu gelangen, bedienen wir uns
der Begriffsbildungen und Bezeichnungen, die von MuRAsvatI in [4] fiir alternierende
Knoten und Verkettungen verwendet wurden; Knoten und Verkettungen heiflen
alternierend, wenn sie normierte reguldre Projektionen besitzen, bei deren Durchlau-
fen abwechselnd Unterkreuzungen und Uberkreuzungen auftreten. Rosettenknoten
sind alternierende Knoten.

In jedem Doppelpunkt D einer normierten regulidren Projektion K jedes alternieren-
den Knotens oder jeder alternierenden Verkettung k stoBen vier Gebiete G, ..., G,
zusammen ; Doppelpunkte, bei denen nicht alle vier Gebiete paarweise verschieden
sind, koénnen durch einfache isotope Veranderungen von k beseitigt werden und seien
im folgenden ausgeschlossen. An jedem Doppelpunkt D werden zwei der vier zusam-
menstoBenden Gebietsecken mit einem Markierungspunkt versehen, und zwar die-
jenigen, die beim positiven Durchlaufen von K bei D links vom unterkreuzenden
Bogen liegen.

Aus der normierten regularen Projektion K entstehen ein oder mehrere geschlossene
Kurvenziige, wenn beim positiven Durchlaufen von K beim Erreichen jedes Doppel-
punktes D zum kreuzenden Bogen in positiver Durchlaufrichtung iibergewechselt
wird. Jeder solche geschlossene Kurvenzug L heilt Standard-Schleife 1. Art, wenn L
der Rand genau eines derjenigen Gebiete ist, in die die Projektionsebene R? durch K
zerlegt wird ; andernfalls hei3t L Standard-Schleife 2. Art. Standard-Schleifen besitzen
keine Schnittpunkte, aber sie konnen sich in Doppelpunkten von K beriithren. Jeder
alternierende Knoten und jede alternierende Verkettung % hei3t spezial-alternierend,
wenn K keine Standard-Schleife 2. Art besitzt.

Fir jedes &, welches nicht spezial-alternierend ist, werden in R2 mit K durch die Stan-
dard Schleifen 2. Art Cy, ..., Cy (g = 1) g + 1 Gebietsvereinigungen E,, ..., By, so
festgelegt, dal die Rander E; der E;,7 =1, ...,¢9 + 1, aus Standard-Schleifen 2. Art
bestehen. Die Numerierung der C; und E;, ¢ =1,...,9, kann so erfolgen, daB in
B, = CiuCiu--- v, stets g =1 und 4y, ...,5 <t fir ¢ =1,...,g gilt; das
verbleibende AuBengebiet wird mit E,,; bezeichnet. Zur Abkiirzung wird K; fiir
(E; u E;) n K verwendet. Jeder Doppelpunkt von K ist Doppelpunkt von genau ei-
nem K;, und jedes K; kann als normierte regulire Projektion eines spezialalternieren-
den Knotens bzw. einer spezial alternierenden Verkettung k; angesehen werden. Fiir
jedes © =1,...,9 + 1 gestatten die Gebiete, in die die Projektionsebene R2durch K;
zerlegt wird, eine Schwarz-WeiB-Fiarbung derart, daB lings jedes Bogens zwischen
zwei benachbarten Doppelpunkten von K; ein schwarzes und ein weiBes Gebiet zu-
sammenstoBen, daB jedes Gebiet aus E;, welches einen auf E; gelgenen Randbogen
besitzt, weill gefirbt ist und daB jedes schwarze Gebiet von einer Standard-Schleife
1. Art begrenzt wird. Die zu K; gehorenden weilen Gebiete mégen mit W;,, ..., W;,
bezeichnet sein. Ist K selbst spezial-alternierend, so wird eine Schwarz-WeiB-Firbung
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der durch K in der Projektionsebene bestimmten Gebiete in entsprechender Weise
vorgenommen ; damit gelten die oben genannten Bezeichnungen auch fiir den Fall
=0.

Jedem spezial-alternierenden Knoten und jeder spezial-alternierenden Verkettung
k; wird unter Verwendung von K; eine Matrix M; = (ay), kund! =1, ..., p;, zuge-
ordnet, firr die jedes ay, gleich der halben Anzahl der Doppelpunkte von W, ist und
fir die —ay, k=1, gleich der Anzahl der mit Markierungspunkten versehenen
Gebietsecken von W, an allen Doppelpunkten von Wy n W, ist.

Jedem alternierenden Knoten und jeder alternierenden Verkettung % wird unter Ver-
wendung von K und K;,t =1,...,9 + 1, eine Matrix M = (M;;),sund j=1,...,
g + 1, zugeordnet. In dieser Matrix ist jede Teilmatrix M ; gleich der Matrix M; des
spezial-alternierenden Knotens k;. Fiir die Matrizen M;; = (by,), % 5 j, ist M;; = Mj;
gleich der Nullmatrix 0, falls £ ; n E; leer ist oder nur aus Doppelpunkten von K
besteht; ist E; n E; = O, dabe1 moge f = min(s,§) sein, so ist M;; =0, falls E;
beim positiven Durchlaufen von C; rechts von C; liegt, und liegt E; links von O, so
ist b,y = u — v, wobei u die Anzahl der mit Markierungspunkten und » die Anzahl
der mcht mit Marklerungspunkten versehenen Gebietsecken von W;, an allen Doppel-
punkten von W; ig 0 W jr ist. M}; sei die transponierte Matrix von M ;, und M7 sei die
Matrix

’ 4 ’
Mn —M; e '“Ma+1.1
’ ’ 4
—Mlz Mzz v “‘Mg+1.2
’ 4 ’
_—Mn gH 42 g1 e Mn+1.g+l

Es sei auBBerdem

1<=p, i1 p+p -\
mt o+ 1SS pt o+ Py

Streicht man in M und in M7 die s;-te, sy-te, ..., sp45-te Zeile und die s;-te, s,-te, ...,
sy+1-te Spalte, so mogen die dadurch entstehenden Matrizen mit (M, (s;, 53, .- o Sg+1)
bzw. M7 (sy, 8, ..., 8y+1) bezeichnet sein.

Murasuer zelgte in [4], daB die Determinante der Matrix

M (81, 89, oy Sgr1) — b+ MT (84, S35 -, Sg41)

die in der beschriebenen Weise jedem alternierenden Knoten und jeder alternierenden
Verkettung k zugeordnet werden kann, immer dann, wenn % ein Knoten ist, gleich
dem Alexander-Polynom 4 (t) von £ ist.

3. Ein Satz iiber die geschlossenen Zipfe R,
Wir wollen im folgenden die Bezeichnung R,™, n und m > 1, sowohl fiir die in Frage

kommenden geschlossenen Zopfe n-ter Ordnung als auch fir deren normierte regu-
lire Projektionen verwenden; im Fall (n, m) = 1 ist R,™ ein alternierender Knoten,
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andernfalls eine alternierende Verkettung von mindestens zwei Kreisen. Bei geeigne-
ter ~Ubertragung des Verfahrens zur Konstruktion der Matrix M (815 s Spr1) —
t- MT(sy, ..., Sp44) fiir die geschlossenen Zopfe R,™ zeigt sich, dafl es moglich ist, fiir
jedes n = 2 und jedes m = 2 diese Matrix, fiir die wir zur Abkiirzung die Bezeich-
nung M,™(¢) verwenden wollen, in einer Form anzugeben, aus der fiir jeden Rosetten-
knoten R,™ wichtige Eigenschaften des Alexander-Polynoms 4 (¢) von R,™ zu erken-
sind. ,

Wir denken uns R,™, n» und m > 1, in der zentralsymmetrischen rosettenartigen
Gestalt der normierten regulidren Projektion gegeben (vgl. Abb. 1 fir (m,n) = 1);
die Orientierung von R,™ sei vom Mittelpunkt aus gesehen im Uhrzeigersinn fest-
gelegt, und an jedem Doppelpunkt D von R,™ seien zwei der vier zusammenstoBenden
Gebietsecken mit Markierungspunkten versehen, und zwar diejenigen, die beim posi-
tiven Durchlaufen von B,™ bei D links vom unterkreuzenden Bogen liegen. R,™ zerfillt
in zwei Standard-Schleifen 1. Art und ¢ = # — 2 Standard-Schleifen 2. Art; alle
Standard-Schleifen besitzen m-zéhlige Zentralsymmetrie mit dem Zentrum im Mittel-
punkt von R,™. Die Standard-Schleifen 2. Art werden vom Mittelpunkt von R,™ aus
beginnend, nach auBen fortschreitend, der Reihe nach mit C,, ..., C,_, bezeichnet;
in der gleichen Weise werden vom Zentrum von R,™ aus beginnend die durch O}, ...,
C,—, bestimmten Gebietsvereinigungen E, ..., E,_; und die dadurch festgelegten
spezial-alternierenden Knoten bzw. Verkettungen Kj, ..., K,_; numeriert; im Fall
n = 2 gibt es keine Standard-Schleifen 2. Art, das heifit, B,™ ist spezial-alternierend.
Mit den Standard-Schleifen 1. und 2. Art besitzen auch alle ; und K;, 1 =1, ...,

Abb. 2

n— 1, m-zahlige Zentralsymmetrie; jedes K; erweist sich als B,™ mit p; = m weiflen
Gebieten W, ..., W;pund zwei schwarzen Gebieten, von denen das eine den Mittel-
punkt von K; enthilt, wihrend sich das andere ins Unendliche der Projektionsebene
erstreckt. Fir die Numerierung der Wy, ..., W;, denken wir uns einen Strahl vom
Mittelpunkt von R,™ aus in der Projektionsebene, der durch keinen Doppelpunkt von
R,™ verlauft. Das fiir jedes ¢ von diesem Strahl getroffene weiBe Gebiet von K; wird
mit W;; bezeichnet. Fiir jedes ungeradzahlige : numerieren wir die iibrigen weiBen
Gebiete von K; der Reihe nach entgegen dem Uhrzeigersinn von W;; aus, und fiir
jedes geradzahlige ¢ erfolgt die Numerierung der iibrigen weilen Geblete von K; der
Reihe nach im Uhrzeigersinn von W;, aus. Abb. 2 zeigt den geschlossenen Zopf 4.
Ordnung R, mit den zwei Markierungspunkten an jedem Doppelpunkt und mit der
Bezeichnung der Gebiete Wy, ..., Wi, ¢ =1,2,3.
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Mit den angegebenen Bezeichnungen erhalten wir bei jedem geschlossenen Zopf
R,™, nund m > 1, die quadratischen m-reihigen Matrizen

! —1 0 B
0 1 —1
.7 S O P Cfe,an— 1,
0 —1
—1 1
und B -
M —1 0 17]
0 0 =1
Pl 50w abma hiam s 4D s £ 5 X h s i 6 =g A L = Ly = 2.
0 1 —1 —
| —1 0 0|

Alle Matrizen M;, sund j =1,...,m — 1, mit ¢ <j oder 1 > j 4+ 1 sind quadra-
tische m-reihige Nullmatrizen 0. Wihlen wir nun beim Ubergang zur Matrix
M) = M (3y, ..., Speq) — £~ MET(y, ..., Spy)

die Zahlen 8, =1,8, =m + 1, ...,8,-y = (n — 1) - m + 1, so erhalten wir mit den
(m — 1)-reihigen quadratischen Matrizen

M —1 0 0] 0 e 0 1 A7
6 1 — 0 0 1 —1 0

) und” @ = | .« ,
—1 1 0 0 0

K 1 | 1 0 0 0

die im Fall m =2 die Gestalt F = [1] und G = [—1] annehmen, schlieBlich die
(n — 1) - (m — 1)-reihige quadratische Matrix M,™(t) =

F—t.F  t.G 0 0 0 0
@ F—t.-F t.¢ .. 0 0
0 @ F—t.F 0 0
0 F—t.F (.G 0
¢ F—t.F (.G
L 0 ¢ F—t-F_
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die im Fall n = 2 die Gestalt M,m(t) = [F — ¢ - F'] besitzt. Es ist zum Beispiel

Mts(t)=
1 —t —1 0 0 t —t ]
¢t 1 —t —1 ¢ —t
0
0 t 11—t —1| ¢ —t
0 ¢ 01—t —t 0
0 1 1t -t —1 0 0 0 ¢ —t
1 -1 0 t 11—t —1 ¢ —t
1 —1 i 1 —f —1 ¢ —t 0
—1 0 0 0 i1 —t —t 0
0 1 11—t —1 0 0
1 —1 0 t 11—t —1
0
1 o | 0 t 11—t —1
| | 0 0 0 t 11—t

Satz 1. Bezeichnet man mit D,™(t) die Determinante von M,™(t), m und n =2, so
8t

D) = (=)= =D 4 ((n —2) - m 4 1) (=)= m=D=1 4 Oy (
wobei C,™ (t) ein Polynom in t von einem Grad < (n — 1) - (m — 1) —2 bedeutet.

Beweis. Die hochste {-Potenz von D,™ () sei mit 4,™(t), die zweithchste ¢-Potenz
von D,™ (t) mit B,™(t) bezeichnet. A,™ (¢) entsteht aus dem Produkt der Elemente der
Hauptdiagonale von M,™(t),d. h. aus (1 — ¢)»—D-0m=1) und somit ist 4,™(t) =
= (=t)n—1m—D fijrallenund m =2. Umdie Gultigkeit von B,™(t) = ((n —2)-
-m + 1) (=)= - (m=1-1 fijr glle nund m = 2 nachzuweisen, empfiehlt es sich
in drei Schritten zunichst B,™(j), dann By™ (¢) und schlieBlich B,™(t) durch vollstan-
dige Induktion nach » zu bestimmen.

1. Schritt. Nachweis der Behauptung
Bm(t) =((2 —2):m + 1) ()20 - tm=1-1 — (_p)m3 1y > 2.

Aus Mp2(t) =[1 —t] folgt B,Xt) =1 = (—¢)°; und wenn wir annehmen,
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BP-Y(t) = (—t)™? sei bereits fiir m = 3 gezeigt, so folgt aus der (m — 1)-reihigen
quadratischen Matrix

M) = [F —t- F]

1=t =1 0 0

t 1—t -1

0 t L=t =1

0 0 0 0 1—t -1
| O 0 0 0 t 11—t

bei der Berechnung der Determinante D,™ (t) durch Entwicklung nach den Elementen
der 1. Zeile

Bym(8) =1-A™1(t) — ¢ By™ 1 (t) + Lt A2 () = (=2 + (=) — (—t)™2,
By (t) = (—tym2
und damit die Giiltigkeit von B,™(t) = (—¢)™-2 fir alle m = 2.

2. Schritt. Nachweis der Behauptung
Bym (1) =((8 —2) - m + 1)« (—)@-D=D-1 = (m 4 1) - (—t)*™3, m = 2.

Es ist im Fall m = 2 die Matrix
F—t.F t-G 1 —t —t
Msm(¢)= = ’
G F—t.F —1 1 —t

und daraus folgt Bg%(t) = 3. (—t)!; im Fall m = 3 ist M,m(t) die (2m — 2)-reihige
quadratische Matrix '

1 —¢t —1 0 0 0 ¢ —t ]
t 11—t —1 t —t 0
0 1—t —1 t —t 0
0 0 t 1 —t| —t 0 0
0 0 0 1 —1(t—¢t —1 o 0

0 —1 0 t 1—¢t —1 0
1 —1 1—t —1
| —1 0 0 t 1 —t]



Zur Loésung des Isotopieproblems der Rosettenknoten 27

Aus dieser Matrix entsteht durch Addition
der (2m — 2)-ten Zeile zur (2m — 3)-ten Zeile,
der (2m — 3)-ten Zeile zur (2m — 4)-ten Zeile,
der (m + 1)-ten Zeile zur m-ten Zeile,
der (m — 1)-ten Zeile zur (m — 2)-ten Zeile,
der (m — 2)-ten Zeile zur (m — 3)-ten Zeile,
der 2. Zeile zur 1. Zeile,
der (m — 2)-ten Spalte zur m-ten Spalte,
der (m — 3)-ten Spalte zur (m + 1)-ten Spalte,

........................................

der 1. Spalte zur (2m — 3)-ten Spalte
schlieBlich die Matrix
-1 0 0 --- 0 —t| O e 0 0 1 —t ]
t 1 —t
0o ¢ —t 1 0
1 —t| 1 0 0
t 1 —¢ 0 0 0
0o 0 o 0 —1| 1 0 0 0 —t
0 0 —1 0 |t—1 1 0 —t
0 -1 0 0 0 t—1 1 —t
0 —1 0 1 —t
| -1 0 0 0 t—1 1 —1t

Zur Bestimmung von Bg™(t) fiir m = 3 denken wir uns die Determinante D der vor-
stehenden Matrix nach den (m — 1)-reihigen Unterdeterminanten D,, der ersten m — 1

(2m—2

Zeilen entwickelt, w =1,2, ..., . In der somit fiir D entstehenden Summe

m — 1
von (2m 12) Produkten D, - D, (D, moge die komplementare Determinante

von D,, bedeuten) interessieren uns nur diejenigen Produkte, in denen einer der bei-
den Faktoren vom Grad m — 1 in ¢ und der andere vom Grad m — 2 in ¢ ist. Offen-
sichtlich gibt es nur eine Determinante D, welche in ¢ vom Grad m — 1 ist; sie sei
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mit D, bezeichnet. Das Produkt aus der hochsten ¢-Potenz von D, mit der zweithéch-
sten £-Potenz von D, ist

((_l)m < (—t) - tm—z) . (1 (=)™ (—t) - tm—a) = (—t)2m-3,

wobei wir uns D, nach den Elementen der 1. Zeile entwickelt denken; das Produkt aus
der héchsten ¢-Potenz von D, mit der zweithéchsten ¢-Potenz von D, ist

((—1)m - () £72) (L (=)™t e (—t) - 72 4 (—1)" - (=) (— (m —2))-¢7-9)
= (m —1) - (—t)m=3,

wobei wir uns D, nach den Elementen der 1. Zeile entwickelt denken. Jede Unterdeter-
minante D, w % 1, mit einer {-Potenz vom Grad m — 1 mull m — 2 von den
m — 1 Spalten von D, in der durch D, gegebenen Reihenfolge enthalten, und die
letzte Spalte jeder solchen Unterdeterminante D, besteht aus der oberen Halfte der
letzten Spalte von D. Es gibt m — 1 derartige Unterdeterminanten, die ‘wir mit
D,, w =2, ..., m, bezeichnen wollen, und dabei moge in D,, die (w — 1)-te Spalte von
D, nicht vorkommen. Von den komplementiren Unterdeterminanten Dy, w =2, ...,
m, ist fiir unsere Untersuchungen lediglich D,, von Interesse, weil fiir alle iibrigen der
Grad der hochsten t-Potenz kleiner als m — 2 ist. Aus D, - D,, erhalten wir als
Produkt der hochsten t-Potenz von D,, mit der hochsten ¢-Potenz von D,,

(=10 (=) 172) - (1) - £72) = (— )™ - (—tpms.

Fiir die Berechnung von B;™(t), m = 3, ist noch entsprechend der Vorzeichenregeln
fiir die Entwicklung einer Determinante nach Unterdeterminanten zu beachten, daf3
der aus D,, + D,, stammende Bestandteil mit

IV +2 4+ (m=1) , (_1\V+2+ -+ (m—2) + Cm—2) — (__1\m-1
(—1) (1) (=1

und der aus D, - D, stammende Bestandteil mit
(=142 + -+ =D ()42 + -+ (m—1) = |
zu multiplizieren ist. Folglich ist auch fiir jedes m = 3
Byn(t) = (m + 1) - (—tm=>.
3. Schritt. Nachweis der Behauptung
B,m(t) = ((n —2)-m + 1) - (=)@~ 0e=D, ;> 2 und 7 = 4.

Wir nehmen an, es wire BP(t) = ((n — 3) - m + 1) - (—t)®@=2 n=D—1 fiir . > 2
und » =4 bereits gezeigt. Zur Bestimmung von B,™(t) denken wir uns die Deter-
minante von M,™(t) nach den (m — 1)-reihigen Unterdeterminanten der letzten m — 1
Zeilen entwickelt. Einen Beitrag zu B,™ (t) erhalten wir durch das Produkt aus der héch-
sten ¢-Potenz der Unterdetermmante |F —¢- F'| mitder zwelthochsten t-Potenz der
komplementéren Unterdeterminante, d.h. durch das Produkt 4,™(t) - B™ , (¢). Wei-
tere Beitrige zu B,™(t), » = 4, konnen nur noch durch Produkte aus (m — 1)-reihigen
Unterdeterminanten der Matrix [G F — ¢ - F'] mit den entsprechenden komplemen-
tiren Unterdeterminanten entstehen. Solche (m — 1)-reihigen Unterdeterminanten
von [G F —t- F'] miissen vom Grad m — 2 in ¢, und die entsprechenden komple-
mentdren Unterdeterminanten miissen vom Grad (n —2).(m — 1) in ¢ sein. Mit
Hilfe einer gedachten Entwicklung der Determinante von M,™(¢) nach den Elementen
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L)

der (m — 1)-ten, (m — 2)-ten,...,1., (2m — 2)-ten, (2m — 3)-ten, ..., m-ten, ...,
((m —3): (m — 1))-ten, ((n — 3) - (m — 1)—1)-ten, ..., (n —4)-(m — 1) + 1)-ten
Spalte finden wir die noch fehlenden Beitrige zu B,™(t) durch den Ausdruck Bg™(¢) -
AP ,(t). In Bym(t) - A™ ,(¢) ist allerdings auch der Summand A4,™(¢) - B,™(t) -
« A™ ,(t) enthalten, der bereits durch A4,™(¢) - B™ ,(t) erfaBt und somit von By™(t) -
+A™ ,(t) zu subtrahieren ist. Wir erhalten also fiir n = 4 und m = 2 unter Beriick-
sichtigung der oben gemachten Annahme und unter Beriicksichtigung der in den
Schritten 1 und 2 gefundenen Ergebnisse

B, (t) = Ay (t) - BT_(t) + By™(t) - AT, (t) — Ag™(t) - By™(8) - A™,(t)
= (—t)m1. ((n —3)-m + 1) - (—t)n=2) - n—1)—1

+ (m + 1) o (_*t)2m—3 5 (_t)(n-3)-(m—1)
— (_t)m—l . (’_t)m<2 . (_t)(n—-a)-(m—l),

B () = ((n —2) - m + 1) - (—t)-D (m-1)-1,

Damit ist Satz 1 bewiesen.

4. Liosung des Isotopieproblems fiir Rosettenknoten R,™

Auf Grund der Murasugischen Untersuchungen in [4] stimmt fiir jeden alternierenden
Knoten k die Determinante der Matrix M (s, ..., Sg1) — b MT(sy, ..., 8g+1) mit dem
Alexander-Polynom 4 (t) von k iiberein. Fiir die von uns betrachteten geschlossenen
Zopfe ist somit in den Féllen teilerfremder m und =, also fiir Rosettenknoten R,™, die
Determinante D,™ (t) von R,™ gleich dem Alexander-Polynom 4 (f) von R,™. Das Alex-
ander-Polynom jedes Knotens £ ist invariant gegeniiber isotopen Veridnderungen von
k. Wir kennen nach Satz 1 zwar nicht das ganze Alexander-Polynom jedes Rosetten-
knotens R,™, aber die Kenntnis des Grades g,™ des Alexander-Polynoms und des Koef-
fizienten b,™ vor der zweithochsten ¢-Potenz reichen bereits aus, von je zwei Rosetten-
knoten zu entscheiden, ob sie isotop sind oder nicht. Wir beweisen den folgenden Satz.

Satz 2. Je zwei Rosettenknoten gleicher Ordnung R,™ und R,™ mit m <=m’ wund je
zwei Rosettenknoten unterschiedlicher Ordnung R,™ und R,™ mit n==n' sind nicht
isotop. P

Beweis. Wir zeigen zunichst, daB je zwei Rosettenknoten gleicher Ordnung R,™ und
R,™ mit m == m’ nicht isotop sind. Die Grade der beiden Alexander-Polynome sind

gt =mn—1)-(m—1), g™ =(m—1).-(m —1),

und folglich sind R,™ und R,™ fir m == m’ nicht isotop.

Zum Nachweis der Nichtisotopie zweier Rosettenknoten unterschiedlicher Ordnung
genjigt es nicht, die Gradzahlen der Alexander-Polynome zu kennen, denn diese
konnen iibereinstimmen; zum Beispiel ist g;* = g;7 = 12. Auch die Kenntnis der
Koeffizientenb,™und b, der Alexander-Polynomezweier Rosettenknoten unterschied-
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licher Ordnung reicht nicht aus, die Nichtisotopie zu beweisen, weil diese Koeffizien-

ten ebenfalls iibereinstimmen koénnen; zum Beispiel ist b,2 = b,5 = —11. Mit beiden

Kriterien gemeinsam gelingt der gewiinschte Nachweis.

Nehmen wir an, es gibe zwei Rosettenknoten unterschiedlicher Ordnungen R,™ und

R, n=£n', fur die gleichzeitig g, = ¢™ und b, = b™, d.h.
m—1)-(m —1)=@ —1)-(m' —1)

und mn—2)ym+1=mn —2).m +1

gelten wiirde. Aus diesen beiden Relationen wiirde

m—n=m'—n'

folgen, und das ist fiir » = n’ ein offensichtlicher Widerspruch zu ¢, = g,,”. Damit
ist Satz 2 bewiesen.

Bemerkung 1. Satz 2 ergibt zusammen mit den Ergebnissen von [3] und [6], wonach
jeder Rosettenknoten ungerader Ordnung amphicheiral und jeder Rosettenknoten
gerader Ordnung nicht amphicheiral ist, eine Losung des Isotopieproblems fiir alle
Rosettenknoten und ihre spiegelbildlichen Knoten.

Bemerkung 2. Die von TROTTER in [9] als Isotopieinvariante nachgewiesene Knoten-
signatur wurde von MuRAsuGI in [6] mit Erfolg fiir Isotopieuntersuchungen spiegel-
bildlicher Rosettenknoten verwendet; die Signatur ist eine der wenigen berechenbaren
Isotopieinvarianten, die nicht aus der 1-dimensionalen Homotopiegruppe des Knoten-
auBenraumes abgeleitet werden kénnen. Fiir die Lésung des Isotopieproblems der
Rosettenknoten reicht jedoch die Kenntnis der Signatur jedes Rosettenknotens nicht
aus. Da jeder geschlossene Zopf R,™ nach [6] ein gewisses Produkt von #» — 1 Torus-
knoten vom Typ (2, m) ist, bereitet die Berechnungder Signaturo (R,™) keine Schwierig-
keiten. Die Berechnung ergibt

o(R,™) = m — 1 fur geradzahliges n,
o(R,™) = 0 fiir ungeradzahliges n.

Daraus kann lediglich gefolgert werden, daB je zwei Rosettenknoten derselben gerad-
zahligen Ordnung R,™ und R,™ mit m == m’ nicht isotop sind.
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