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Eine Konstruktion von Punktgruppen einer rationalen Involution
3. Ordnung auf einem Kreis und auf einer Geraden

R. HELMUT GUNTHER

Herrn Prof. Dr. O.-H. Keller zum 65. Geburtstag gewidmet

Konstruktive Losungen von Aufgaben der projektiven Geometrie und der klassischen
algebraischen Geometrie sind uns in groBer Zahl iiberliefert. Die in dieser kleinen
Mitteilung beschriebene Konstruktion von Punktgruppen einer rationalen Involution
3. Ordnung auf einem Kreis und auf einer Geraden war jedoch dem Verfasser bisher
nicht bekannt.

Wir stellen unseren Uberlegungen einen bekannten Satz voran:

Je zwei dquivalente Gruppen von je m Punkten einer algebraischen Kurve k, die keine
gemeinsamen Punkte haben, bestimmen auf k genau eine rationale Imvolution m-ter
Ordnung. (Ist diese Involution selbst eine Vollschar, so ist sie bereits durch eine ihrer
Gruppen vollstindig bestimmt.)

Da sich die im folgenden beschriebene Konstruktion auf diesen Satz griindet, werden
wir wenigstens den nicht in Klammern gesetzten Teil dieses Satzes mit bekannten
Mitteln der klassischen algebraischen Geometrie hier nochmals beweisen.

Wir nehmen an, & sei eine ebene algebraische Kurve. 4 und B seien zwei dquivalente
Gruppen von je m Punkten der Kurve £, die keinen Punkt gemeinsam haben. Dann
gibt es ein Biischel von Kurven, welches auf  eine solche Involution J der Ordnung m
ausschneidet, die die Gruppen 4 und B enthélt. Ein anderes Kurvenbiischel schneide
auf £ eine Involution J’ der Ordnung m aus, welche ebenfalls die Gruppen 4 und B
enthélt. Wir werden nun zeigen, daB J' gleich J ist.

Es seien a, b die Kurven des ersten Biischels und ', b’ die Kurven des zweiten Bii-
schels, welche die Gruppen 4 und B auf £ ausschneiden. xa + b (x und g sind homo-
gene Parameter) ist die allgemeine Kurve des ersten Biischels und ya’ + 8b' die
allgemeine Kurve des zweiten Biischels. P sei ein Punkt von k, der weder zu 4 noch
zu B gehért. Es gibt eine Gruppe G aus J und ebenso eine Gruppe G’ aus J’, die den
Punkt P enthilt. G und G’ seien durch die Kurven &a 4+ Bb und 7a' 4 8b' auf k
ausgeschnitten. Wir denken uns nun a’ und &’ so mit konstanten Faktoren versehen,
daB 5 =& und § = gesetzt werden kann. Hiernach bilden wir die Gruppen von J
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auf die Gruppen von J' ab, und zwar derart, dafl jene Gruppen einander zugeordnet
werden, firdie y:8 = a:8 gilt. Dabei entsprechen die Gruppen 4 und B je sich selbst.
und G wird auf G’ abgebildet. Es ist hierdurch auf % eine Korrespondenz mit den
Indizes (m, m) erklart. Da nun die Gruppen von J und ebenso auch die Gruppen von J’
trivialerweise jeweils dquivalente Gruppen sind, ist diese Korrespondenz eine Wertig-
keitskorrespondenz mit der Wertigkeit Null. Aus dem allgemeinen Korrespondenz-
prinzip fiir Wertigkeitskorrespondenzen folgt hiernach, dafl die hier vorliegende
Korrespondenz genau 2m Koinzidenzpunkte hat. Wir konnen aber sogleich 2m + 1
Koinzidenzpunkte angeben : die Punkte von 4 und B und den Punkt P. Demnach hat
die Korrespondenz unendlich viele Koinzidenzpunkte. Das bedeutet aber, daf} die
Gruppen von J mit den Gruppen von J’ identisch sind.

Nachdem wir hiermit den fiir unsere Betrachtungen grundlegenden Satz nochmals
bewiesen haben, wenden wir uns insbesondere rationalen Involutionen 3. Ordnung
auf einem Kreis zu. Wir wahlen auf einem Kreis k¥ zwei Gruppen 4 = (4,, 4,, 4,)
und B = (B,, By, By) ohne gemeinsame Punkte. Da der Kreis eine rationale Kurveist,
sind 4 und B in jedem Fall dquivalente Gruppen. Es ist bekannt und durch den ein-
gangs bewiesenen Satz verbiirgt, daf die durch 4 und B auf k festgelegte rationale In-
volution J durch ein Kegelschnittbiischel erzeugt werden kann, von welchem genau
., ein Triagerpunkt 7' auf k liegt. Nach dem gleichen Satz darf 7' auf dem Kreis beliebig
gewahlt werden.

Wollen wir zu einem beliebigen Punkt C,; des Kreises & die durch J zugeordneten
Punkte C,, C; bestimmen, so wihlen wir den Punkt 7' auf & so, daBl die Gruppen 4 und
B sowie die zu konstruierende Gruppe C durch die drei Geradenpaare (a,, a,), (b, b,),
(¢4, ¢p) des betreffenden Kegelschnittbiischels auf dem Kreis £ ausgeschnitten werden.
In Abb. 1 ist dieser Sachverhalt dargestellt. Die Geraden 4;4, =@, und BB, =

Abb. 1

= b, schneiden sich in einem Punkt @. Nachdem wir den Punkt C; gewéhlt haben,
verbinden wir diesen durch eine Gerade ¢, mit Q. Der zweite Schnittpunkt von ¢, mit
. dem Kreis ist der Punkt 7'. Die Geraden a, = A;7 und b, = B,T schneiden b, und
a, in den Punkten R bzw. S. Die Gerade RS = ¢, schneidet k£ in den gesuchten
Punkten C,, Cy der Gruppe C. (@, R, S, T' sind die Tragerpunkte des Kegelschnitt-
biischels; R, 8, T und damit auch das Kegelschnittbiischel sind mit C, beweglich.)
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Es folgen nun Anwendungen dieser Konstruktion bei der Losung bekannter elemen-
tarer Aufgaben.

1. Von einem Kegelschnitt seien fiinf Punkte X, X,, O, P, Q bekannt. AuBerdem sei
ein Kreis gegeben, welcher durch X; und X, hindurchgeht. Es seien die beiden
restlichen Schnittpunkte X; und X, des Kegelschnitts mit dem Kreis zu konstru-
ieren (Abb. 2).

Abb. 2

Zur Loésung dieser Aufgabe betten wir den Kegelschnitt in ein Biischel mit den
Tragerpunkten X, O, P, @ ein. Das Biischel erzeugt auf dem Kreis eine rationale
Involution J 3. Ordnung. Die Geradenpaare X,0, PQ und X,P, 0Q des Kegel-
schnittbiischels schneiden auf dem Kreis die Gruppen A4 = (4,, 4,5, 4;) und
B = (B,, By, B;) der Involution J aus. Die Gruppe von J, welche der gegebene
Kegelschnitt erzeugt, enthélt den Punkt X,. Wir setzen X, = C; und konstruieren
nach der angegebenen Methode die zugehérigen Punkte C, und (. Diese sind zu-
gleich die gesuchten Punkte X; und X,.

Moglicherweise ist dies die kiirzeste Konstruktion, die man zur Losung dieser Aufgabe
angeben kann.

2. Zwei Dreiseite a,a,a; und b, b, b, in einer Ebene bestimmen ein Biischel von Kur-
ven 3. Ordnung. AuBerdem sei ein Punkt P gegeben, welcher auf keinem der beiden
Dreiseite liegt. Es seien beliebig viele Punkte der durch P gehenden Kurve ¢ des
Biischels zu konstruieren.

Zur Losung dieser Aufgabe legen wir eine beliebige Gerade g durch P. Die Dreiseite
a,a,az und b,b,b; schneiden auf g die Punktgruppen A = (4,, 4,, 4;) und B =
= (B,, B,, B;) aus. Das Biischel von Kurven 3. Ordnung erzeugt auf g jene Invo-
lution J, die durch die Gruppen 4 und B bestimmt ist. Wir bezeichnen nun den
Punkt P mit C; und suchen diejenigen Punkte C,, C3, die mit C, in einer Gruppe C
von J liegen. (Cy, C5 sind Punkte der Kurve c.)

Hierzu projizieren wir die Gerade g stereographisch auf einen beliebigen Kreis.
Die Punktgruppen A’ und B’, welche man als Bilder von 4 und B auf dem Kreis
erhilt, bestimmen auf diesem wiederum eine Involution J'. Mit Hilfe der herge-
leiteten Konstruktion kénnen wir nun zu dem stereographischen Bild C,’ von C,
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die durch J' zugeordneten Punkte C,' und Cj’ finden. Anschliefend projizieren wir
die Punkte C," und C}’ zuriick auf die Gerade g und erhalten die Punkte C, und C,
der Kurve c. Legen wir nun eine andere Gerade durch P und wiederholen wir in

bezug auf diese Gerade die beschriebene Konstruktion, so erhalten wir abermals
Punkte der Kurve c.

Manuskripteingang: 1. 9. 1970

VERFASSER
R. HELMuT GUNTHER, Sektion Mathematik der Technischen Universitdt Dresden
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