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Uber Schreiersche Erweiterungen von universalen Algebren I

RENATE KUMMER

Herrn Prof. Dr. O.-H. Keller zum 65. Geburtstag gewidmet

§ 1. Problemstellung

Im Jahre 1926 loste O.ScHREIER [12] das folgende Problem: Fiir beliebig vor-
gegebene Gruppen 4 und 8 sind sémtliche Gruppen E zu beschreiben, die einen zu
A isomorphen Normalteiler 4, enthalten, so dal die Faktorgruppe E/4, zu § iso-
morph ist. Das entsprechende Problem fiir Ringe wurde 1942 von J. C. EVERETT [2]
und fiir Halbmoduln und Halbringe 1952 von L. RfpxEr [11] behandelt. Inzwischen
wurde dieses Problem auch fir andere wichtige -algebraische Strukturen unter-
sucht (z. B.in [1, 3, 4, 5, 6, 7, 15]).

Wir wollen in dieser Arbeit das analoge Problem fiir universale Algebren betrachten.

Es bezeichne Q2 eine Menge von endlichstelligen Operationen (2 = Q®; Q@
eine Menge von n-aren Operationen w; n = 0), I eine Menge von Identitdten und
H oder K (2, I) die primitive Klasse der universalen Algebren mit dem Operationen-
system 2 und der Identitdtenmenge I [8]. Die den Algebren aus K zugrunde liegenden
Mengen seien aus einem Universum 11 (vgl. z. B. [13]), das fiir unsere Betrachtungen
hinreichend groB gewihlt sei. Wir bezeichnen eine Algebra und ihre Grundmenge
mit denselben Buchstaben. Sind 4, E € J gegeben und ist 4 eine Unteralgebra
von E, so schreiben wir kurz 4 < E. Ist A Kongruenzklasse bei einer Kongruenz
auf &, so heillt 4 normal [10], und wir schreiben 4 =D E.

Es seien 4 und § beliebige Algebren aus der primitiven Klasse K. Gesucht ist eine
Beschreibung sdmtlicher Algebren E aus X, die eine zu A isomorphe normale
Unteralgebra 4, enthalten, in Zeichen 4y =] E, so daB8 (mindestens) eine Faktor-
algebra von E nach A4, zu S isomorph ist. (Es wird im allgemeinen auch Faktor-
algebren von E nach A4, geben, die nicht zu S isomorph sind.) Offenbar muB die
Algebra § mindestens eine einelementige Unteralgebra {i} enthalten, und zwar das
Bild von A4,. Im Spezialfall der additiven Gruppen, Ringe oder Multioperations-
gruppen bezeichnet ¢ das Nullelement von 8, im Fall der Halbgruppen oder Quasi-
gruppen kann ¢ ein beliebiges idempotentes Element von 8, im Fall der Verbénde
ein beliebiges Element des Verbandes S sein.
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In § 2 geben wir neben den notwendigen Vorbereitungen die Definitionen fiir eine
Schreiersche Erweiterung, eine stark Schreiersche Erweiterung und eine w*-regulére
Schreiersche Erweiterung von 4 durch 8 beziiglich der einelementigen Unteralgebra
{i} <8 in X an. Es zeigt sich, daB jede Schreiersche Erweiterung auch als spezielle
stark Schreiersche Erweiterung betrachtet werden kann (vgl. Satz 1 und Folge-
rung 1). Die w*-reguliren Schreierschen Erweiterungen werden erst im Teil IT dieser
Arbeit untersucht. '

In §3 stellen wir fest, daB die Schreierschen Erweiterungen in der primitiven
Klasse X eine Kategorie bilden. Hier wird auch die Aquivalenz von Schreierschen
Erweiterungen definiert. Bei festem 4 und § bezeichnet Ext;(S, A) die Menge der
Aquivalenzklassen der Schreierschen Erweiterungen von A durch S beziglich
{i} <8 (falls dies eine Menge ist). Ext; (S, 4) ist ein kontravarianter Funktor, der
die Kategorie J; der Algebren § aus J, die die einelementige Unteralgebra {i}
enthalten, in die Kategorie &.s der Mengen abbildet.

In § 4 folgt eine allgemeine Beschreibung der moglichen Schreierschen Erweiterungen
von A durch § (in der primitiven Klasse &'). Auch die dquivalenten Schreierschen
Erweiterungen werden charakterisiert. Die Kenntnis eines vollen Reprisentanten-
systems fiir die Aquivalenzklassen aus Ext; (8, 4) hat fiir jede primitive Klasse K
eine groBe Bedeutung. Es wird kurz auf die Schreierschen i-Erweiterungen von
Halbgruppen und die der Verbdnde eingegangen.

Die Verfasserin dankt Herrn Professor O.-H. KeLLER fiir die von ihm erhaltene
Grundausbildung sowie Herrn Professor A. Kert£sz fiir die zahlreichen Anregungen
und Hinweise zu dieser Arbeit sehr herzlich. :

§ 2. Kongruenzen und exakte Sequenzen

Wir betrachten Algebren aus der primitiven Klasse J. Es sei B ¢ . Jede Kon-
gruenz o auf der Algebra E induziert eine kompatible Klasseneinteilung von £ in
o-Klassen — g[z] bzw. T bezeichnet die Klasse, die das Element x enthélt —

T=7& (x,y) €0 Va,y€ kb,

und weiter induziert ¢ mit

Ty Tg® =Ty -+ Zq0 VOER, YTy ..., ¥ €E

eine Faktoralgebra E = E/o von E. Der kanonische Epimorphismus x —Z von
auf die Faktoralgebra E/p wird mit kan ¢ bezeichnet.

Ein Epimorphismus = einer Algebra E aus K auf eine Algebra S, die eine ein-

elementige Unteralgebra {i} enthilt, induziert in E eine Kongruenz A mit

(x,y)e;ﬂ(i)xn:yn Yz, ye€ B

und eine kompatible Klasseneinteilung £ mit

T=yoran=yn Ve, y€ E.

Die Faktoralgebra E = E/:t# von E ist vermoge der Abbildung
W T > an VZ € B|n#
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mit dem homomorphen Bild imz =8 von E isomorph, so dal kan nuo P = 4
~und das Diagramm

E———»S
\/b
E/n

kommutativ ist. Die Klasse 4 derjenigen Elemente von E, welche bei dem Epi-
morphismus 7 auf das Element 7 € S abgebildet werden, wird als i-Kern von =,
kurz als ¢-ker & bezeichnet. Der i-Kern A des Epimorphismus = ist eine Unter-
algebra von E, welche Klasse einer kompatiblen Klasseneinteilung von E ist und
nach L.o§ [10] eine normale Unteralgebra genannt wird, in Zeichen: 4 I E.

Eine Kongruenz p auf der Algebra E, bei der eine Klasse A der induzierten kompa-
tiblen Klasseneinteilung E = E/p eine Unteralgebra, d.h. eine normale Unter-
algebra von E bildet, heilt A-Kongruenz. '

Eine Unteralgebra 4 von E ist nach Lo§ genau dann normal, wenn fiir jedes Wort
w(g, 1) einer freien Algebra aus K

((aC_Z_A) (w(a,e)EA \/eCE))—+ w(,e)ed Va C A, egE)

gilt. In der primitiven Klasse der Gruppen bedeutet dies fiir die normale Unter-
gruppe 4 von E

(ele=1€A VecE)=>(eldeC A Veck),

d. h., 4 ist Normalteiler der Gruppe E. In der primitiven Klasse J der Halbgruppen
gilt fir ein beliebiges Element a € A der normalen Unterhalbgruppe 4 von E

aBEC A=>AEC A; EaC A=>EACA;, EaEC A= EAEC A.

In der primitiven Klasse ¥ der Verbdnde folgt fiir ein beliebiges Element a € A
des normalen Unterverbandes 4 von E

((a/\el)ve2)/\--'\/<e,,eA:}((A/\el)vez) A X e CA;
(@ve)ne) v Xeacd=(Ave)ne) v . XeC A

Insbesondere folgt aus (¢ v E) A a = {a} die Relation (4 v E) A~ A C A, und
der normale Unterverband A ist konvex.

Es seien wieder 4 und E Algebren aus der beliebigen primitiven Klasse ¥. Zu
jeder normalen Unteralgebra 4 von E gehort ein vollstindiger Verband C'(4) von
A-Kongruenzen auf E. Dieser Verband besitzt ein kleinstes und ein groBtes Ele-
ment. Das kleinste Element ist die durch A4 induzierte Kongruenz u(4); die zu-
gehonge Faktoralgebra E/u(A) wird kurz mit £/4 bezeichnet. Das groBte Element
in C'(4) ist die Kongruenz

v(d) ={@,y) € EX E|Vw(E), Ve,..,e,€k:
w(el’ ""emx) €A ¢>w(el’ cees €ny ?/) €A}
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In der primitiven Klasse J der Halbgruppen ist die groBte Kongruenz auf E, bei
der die normale Unterhalbgruppe A eine Kongruenzklasse bildet, die Kongruenz

v(A)={(x,y) eEX E|Ve, e cEB:(xc Ao ycA)n(exc d ©eyc A) A
(xe€ Ao yec A) A (exe’ € A S eye’ € 4).

Dann folgt fiir die primitive Klasse 2 der distributiven Verbinde: Die grofite
Kongruenz des Verbandes E, bei der der normale konvexe Unterverband A eine
einzige Kongruenzklasse bildet, ist die Kongruenz

v(A) ={(x,y) € E X E| Ve, e €E:
(@A~e)vecde (y~e) ve el

Es seien wiederum A und E Algebren aus einer beliebigen primitiven Klasse JC.
Ist ¢ eine beliebige A-Kongruenz auf E, so gibt es natiirliche Epimorphismen «
und B, so daB das Diagramm

A-2a, g X, ga (4}
I I . v e _
A2 E =2 Efo {4}
I I . % _
A4, X0 BrjAd)— ()

kommutativ ist, wobei notwendig

o = pe: pfx] > ofa] vz € B,
B=rc": elx]>r[z] VzeE
gilt. Wie wir sehen werden, sind die drei Reihen in dem Diagramm exakte Folgen.

In der primitiven Klasse der Gruppen, Ringe, Multioperatorgruppen, Quasigruppen,
Loops oder dhnlicher algebraischer Strukturen gilt stets u(4) =»(4), d.h., jeder
Kongruenzverband C'(4) besteht nur aus einem Element, der durch die normale
Unteralgebra 4 in der Algebra E induzierten Kongruenz. In der primitiven Klasse

(Al
Abb. 1

der Halbgruppen oder Verbinde jedoch besteht C'(4) im allgemeinen aus mehreren
Elementen, wie das Beispiel des Verbandes E, mit dem Unterverband A zeigt, wo
C(A4) zu A isomorph ist (siehe Abb. 1). Jedoch auch bei Verbianden kann C(4) nur
aus einem Element bestehen, z. B. bei £ und A4 in Abb. 2.
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Eine Folge von Algebren A4; ¢ & und Homomorphismen «;

Ag-2 A% 2 4, (k=2)

heillt exakt, wenn

1. das homomorphe Bild imx; = 4;_;«; eine normale Unteralgebra von 4; bildet
und

2. ima; eine Klasse der durch «;,; auf der Algebra A4; induzierten kompatiblen
Klasseneinteilung ist (j =1, ...,k —1).

Dabei kann die durch die normale Unteralgebra im«; in 4; induzierte kompatible
Klasseneinteilung von der durch den Homomorphismus «;,, induzierten verschieden-
sein, aber eine wohlbestimmte Faktoralgebra von 4; nach ima; ist zu dem homo-
morphen Bild im«;_; isomorph. — Die Unteralgebra im «, von 4, braucht nicht nor-
mal zu sein.

Die obige Folge ist offenbar dann und nur dann exakt, wenn

1’. jede Algebra A; eine einelementige Unteralgebra {i;} enthdlt (j =2,...,k),
so daB

2. im «; =t -ker oy gilt j=1,...,k —1).

Dieser Begriff ist eine Verallgemeinerung des aus der Theorie der R-Moduln wohl-
bekannten Begriffes der exakten Folge.

Als Beispiel betrachten wir die in Abb. 1 angegebenen Verbinde 4 und E,. Be-
zeichnet = einen Epimorphismus von £, auf A4, der auf E; die Kongruenz »(4)
induziert, so ist

A4 g .4

eine exakte Folge.

E

@Al =v(a)
Abb. 2
Eine Folge E —"- § — {i} ist genau dann exakt, wenn n ein Epimorphismus ist.

— Ist ¢ ein Monomorphismus einer Algebra 4 in E, so schreiben wir 4 ~ E.
Eine Folge

Ar— E— 8 —{i}
ist dann und nur dann exakt, wenn z ein Epimorphismus von E auf § ist, der genau
das monomorphe Bild im: von A auf eine einelementige Unteralgebra von S ab-
bildet. So existiert zu jedem Epimorphismus x einer Algebra E auf eine Algebra S,
die eine einelementige Unteralgebra {i} enthalt, eine exakte Folge

i-ker n— B = 8§ — {i},

wobei ¢ die identische Abbildung bezeichnet.



206 RENATE KUMMER

Definition 1. Eine Algebra E aus der primitiven Klasse J heilt eine Schreiersche
Erweiterung von A durch 8 beziiglich der einelementigen Unteralgebra {i} von S, kurz
eine i-Erweiterung von A durch S, wenn in K eine exakte Folge

A»— E = 8 — {i}

existiert, so daB A ¢z = {i} < 8 gilt. Die Schreiersche Erweiterung wird durch
das Tripel (Z, ¢, n) angegeben.

Offenbar existiert in jeder primitiven Klasse J zu jedem Paar S, 4 von Algebren,
sobald 8 eine einelementige Unteralgebra {i} enthdlt, mindestens eine Schreiersche
i-Erweiterung von 4 durch 8, das direkte Produkt S & A mit der exakten Folge

Ar—8®4—8— i},
wobei t:a> (1,a) Va€ A und xn:(s,a) >3 V(s,a) €S ® A ist.

Es sei (B, ¢, m) eine beliebige Schreiersche Erweiterung von 4 durch S in K. Dann
gibt es ein kommutatives Diagramm

A—E> 8 — {4

Al )

A A

A E Ejk-I'IE'/W::—--' {44,

so daB die Algebra E auch als Schreiersche Erweiterung der Unteralgebra 4 ¢ durch
eine zu § isomorphe Faktoralgebra von E aufgefallt werden kann. Also ist die
Algebra E eine Schreiersche Erweiterung von A’ durch §' beziiglich {i'} < &',
wenn A’ zu 4 und 8’ zu § (mit ¢’ <> 7) isomorph sind.

In den primitiven Klassen der additiven Gruppen, Ringe oder Multioperatorgrup-
pen stimmen die 0-Erweiterungen von 4 durch S mit den bekannten Schreierschen
bzw. Everettschen Erweiterungen iiberein. Hier ist jede exakte Folge sogar stark
exakt im folgenden Sinne: Eine exakte Folge von Algebren 4; aus & und Homomor-
phismen «;

Ay = 4y = o A (k=2
heiBt stark exakt, wenn

3. u(my;) = a?H gilt, d. h., wenn die durch die normale Unteralgebra ima; auf
der Algebra A; induzierte Kongruenz mit der durch den Homomorphismus ;i
induzierten iibereinstimmt (j =1,...,k —1).

Also ist eine Folge von Algebren A4; € X (j =0, ..., k) und Homomorphismen «;:
Aj; — A; genau dann exakt, wenn jede Algebra 4; mit j = 2 eine einelementige
Unteralgebra {i;} enthilt, so daB

im o = 4j;5-ker ajyy und A;fim o; = im agy
fir j=1,...,k —1 gilt.
Zum Beispiel ist fiir die Verbinde 4 und E aus Abb. 2 die Folge

kan

A E=E|A
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nicht nur exakt, sondern sogar stark exakt. Dasselbe gilt fiir jede normale Unter-
algebra A einer beliebigen Algebra E € J, d. h., es ist stets die Folge

A2 B2 g4 — (1)
stark exakt.

Definition 2. Eine Algebra E aus K heillt eine stark Schreiersche Erweiterung der
Algebra A durch S beziiglich {i} < S, kurz eine starke i-Erweiterung von A durch S,
wenn es eine stark exakte Folge

Ar— B = 8 — (i}

in & gibt, so daB Az = {i} < 8 gilt.

Eine Schreiersche Erweiterung (Z, ¢, ) ist also genau dann eine stark Schreiersche
Erweiterung von 4 durch S, wenn E/4.~ S gilt.

Das direkte Produkt S & A ist zwar stets eine ¢-Erweiterung von 4 durch 8,
aber, z. B. bei Verbdanden, im allgemeinen keine stark Schreiersche Erweiterung.
Jedoch in der primitiven Klasse der Gruppen, Ringe, Multioperatorgruppen, Quasi-
gruppen bzw. Loops ist jede exakte Folge auch stark exakt und folglich jede Schreier-
sche Erweiterung eine stark Schreiersche Erweiterung. Dort ist jede Kongruenz-

klasse der durch n auf E induzierten kompatiblen Klasseneinteilung E/nﬁ eine
Nebenklasse von A ¢. Dies soll im folgenden verallgemeinert werden.

Definition 3. Es bezeichne w* eine (n 4 1)-dre Operation aus 2 (n = 1). Eine
Schreiersche Erweiterung (B, 14, #) von A durch S beziiglich {¢} heiBt w*-reguldr,
wenn sie stark ist und wenn jede Kongruenzklasse bei der durch 4 bzw. # auf £
induzierten Kongruenz eine Darstellung '

ey e do* = e - e,an* |a € A}

besitzt, wobei ey, ..., e, Elemente aus E sind und die Darstellung der Elemente
der Klasse im folgenden Sinne eindeutig ist:

el...enalw* =e ...ena2w* S a, =a2inA,

Die Tatsache, daf in der Definition die (n + 1)-te Stelle ausgezeichnet ist, bedeutet
offensichtlich keine wesentliche Einschrankung der Allgemeinheit.

In den primitiven Klassen der additiven Gruppen, Ringe oder Multioperatorgruppen
ist jede Schreiersche Erweiterung -+-reguldr. In der primitiven Klasse der Quasi-
gruppen ist sowohl jede Stelle bei der Multiplikation als auch jede Stelle bei der
Linksdivision \_ sowie bei der Rechtsdivision , geeignet, d. h., jede Schreiersche
Erweiterung ist --reguldr, \ -regulir und ,’-regulir. — Nahere Untersuchungen
iiber w*-reguldre Schreiersche Erweiterungen universaler Algebren wird der zweite
Teil dieser Arbeit enthalten.

Wir wenden uns wieder beliebigen Schreierschen Erweiterungen zu. Es sél (2,1 ,4: 7)
eine Schreiersche Erweiterung von A durch S beziiglich {i} in K. Dann existiert
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ein kommutatives Diagramm

= P G— i\

[ N ¥
4> B 2 gaf — (3
[ I

A2 B2 B4 — (A) mit « = 7P und g = 4P
in dem sdmtliche Reihen exakte Folgen sind. Die dritte Reihe ist sogar stark exakt;
also stellt die Algebra E eine stark Schreiersche Erweiterung von A durch E/A4 dar.
Auch die Folge

(A} BjA 1~ 8 — (i} mit y = aof

ist exakt, und folglich ist die Faktoralgebra E/4 eine Schreiersche Erweiterung der
einelementigen Algebra {4} durch die Algebra S beziiglich {i} < . Es gilt

Satz 1. Jede Schreiersche i-Erweiterung von A durch S ist eine stark Schreiersche
to-Erweiterung von A durch eine Algebra S,, die selbst eine Schreiersche i-Erweiterung
threr einelementigen Unteralgebra {iy} durch S ist.

Es bezeichnet #on die primitive Klasse der Monoide, d. h. der Halbgruppen mit
Einselement 1. In #ou ist jede Schreiersche Erweiterung eine 1-Erweiterung, da {1}
die einzige einelementige Unterstruktur eines Monoids ist. Fiir diese primitive
Klasse gilt die

Folgerung 1. Jede Schreiersche Erweiterung E eines Monoids A durch eine Gruppe S
in Mon ist eine stark Schreiersche Erweiterung von A durch S in Mon.

Beweis. Nach Satz 1 ist E eine stark Schreiersche Erweiterung von 4 durch ein
Monoid 8,. Dieses Monoid S, 1Bt sich auf die Gruppe S epimorph abbilden vermoge
eines Epimorphismus 7, so daB 1-Ker 7, = {1} ist. Dann gibt es zu jedem Element
x € S, ein Element z* € §,, so daBl a*x =1 ist. Folglich ist S, auch eine Gruppe,
woraus sich wegen 1-Ker 7, = {1} ergibt, daf =, ein Isomorphismus von §, auf §
ist. Auf diese Weise erhalten wir auch die Aussage des folgenden Satzes.

Folgerung 2. Es ses E ein Monoid. Jedes Untermonoid von E, das 1-Kern bei einem
Epimorphismus von E auf eine Gruppe ist, ist Kongruenzklasse bei einer und nur
einer Kongruenz auf E.

Wie das Beispiel von S. Lyapin ([9], Seite 382) zeigt, ist die entsprechende Aussage
fir Gruppoide mit Einselement, die keine Monoide sind, im allgemeinen nicht
richtig.

Als Folgerung aus Satz 1 ergibt sich natiirlich auch der Satz 2.2 aus [14], der die
Anregung zur Formulierung des obigen Satzes gab.

§ 3. Die Kategorie der Schreierschen Erweiterungen in einer primitiven Klasse
Es bezeichne J eine primitive Klasse von universalen Algebren. Ebenso wie in der
Theorie der R-Moduln folgt, daB die Schreierschen Erweiterungen in J& eine Kate-
gorie bilden; Objekte sind die exakten Sequenzen

(B, ¢, m): A’—‘—*E'LS—-{i}
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von Algebren A, E und S aus K mit Aexw ={¢}, und Morphismen sind d_te Tripel
(«, @, 0) von Homomorphlsmen, fiir welche die Diagramme

A—E = 8§ — &}
Pa te to
Al,‘_’ E’LS,'—’ {7:’}

jeweils kommutativ sind. Diese Kategorie wird mit & bezeichnet.

Definition 4. Die Schreierschen i-Erweiterungen (E, ¢, ) und (E',,n') von 4
durch S heiBlen assoziiert, in Zeichen E = E’, wenn eseinen Morphismus (1,4 ¢, 15):
(B’ 1,n') — (E,t,®) in Mor & gibt, wobei ¢ ein Isomorphismus von E' auf E
ist.

Offensichtlich ist = eine Aquivalenzrelation in &. Jede Schreiersche Erweiterung
(E, v, m) ist zu einer Schreierschen Erweiterung (E,, 1,4, 7,) dquivalent, die 4 als
normale Unteralgebra enthéalt; dabei geht £, aus £ durch Identifizieren der Ele-
mente a: € E mit den entsprechenden Elementen a € 4 hervor, und es ist

Ty = kann o nb (vgl. § 2). Auch die folgende Relation ist offenbar eine Aquivalenz-
relation.

Definition 5. Die Schreierschen ¢-Erweiterungen (E, ¢, =) und (E’, ¢/, n’) von 4
durch S heilen dquivalent, wenn & es in Morphismen

(14, @, 15): (B, ', 7") — (E, ¢, 7)
und

(Lap, 1s): (B, ¢, @) - (B, ¢/, ")
gibt.

Je zwei assoziierte Erweiterungen sind auch dquivalent, aber nicht umgekehrt.
Sind 4 und 8 Algebren aus J, so bildet die Gesamtheit der Schreierschen Erweite-
rungen von A durch § beziiglich {f{} < S mit den zugehdrigen Morphismen eine
volle Unterkategorie &;(4, S) von &. Die Menge der Klassen dquivalenter Schreier-
scher Erweiterungen aus &;(4, S) wird mit Ext; (4, 8) bezeichnet. Wir zeigen,
daB Ext; (4, S) ein kontravarianter Funktor der Kategorie der Algebren S mit ein-
elementiger Unteralgebra {1} in die Kategorie &4s der Mengen ist.

Es bezeichne J; die Kategorie, deren Objekte diejenigen Algebren aus J sind,
welche die einelementige Algebra {{} umfassen, und deren Morphismen diejenigen
Homomorphismen o: 8" — 8 mit 8, S € |K;| sind, welche die einelementige
Unteralgebra {i} < 8’ auf die einelementige Unteralgebra {i} < § abbilden.

Es sei A4 eine beliebige Algebra aus der primitiven Klasse J. Es bezeichne &(4, X;)
die volle Unterkategorie von &, deren Objekte die i-Erweiterungen von 4 durch S
mit S € |K;| sind, und Ext (4, K;) die Gesamtheit der Klassen a.qulva,lenter
Schreierscher Erweiterungen aus &(4,X;). Zu jedem 8 ¢ [J;| gehort eine Menge
Ext; (4, 8) = Ext (4, ¥;) von Aqulvalenzklassen /

Lemma 1. Es set A€ K und 8', S8€|XK;|. Zu jeder Schreierschen Erweiterung
(B, t,n) € &(A,8) und zu jedem Homomorphismus o (€ Mor K;) von S’ in S gibt
es eine Schreiersche Erweiterung (E,, ¢, n,) € &;(4,8') und einen Morphismus

14 Beitr. z. Algebra u. Geometrie 1
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(14, @5, 0) € Mor &, so dap das Diagramm
A>— E = 8 — (i}

| ke b
A>r— B, — 8 — {i}
kommutativ st.
Beweis. Es bezeichne E, die aus den Elementen (s, ¢) mit s'c =en (s’ € 8,
e € E) bestehende Unteralgebra des direkten Produktes S’ ® £. (Im Fall 8’ = §

und ¢ = 1g besteht E, aus den Elementen (s, ¢) mit s = ex und ist folglich zu E
isomorph.) Die Abbildungen

to: a>(t,a) Va€ A und n,: (s',e)>8 V(s e) € E,)
bestatigen, daBl (X,, ¢, 7,) eine Schreiersche Erweiterung von 4 durch 8’ beziig-
lich {¢} ist. Die natiirliche Abbildung

@ (8, e) > e VY (s',e) € E,

von E, in E (auf E, falls ¢ ein Epimorphismus von S’ auf § ist) ergibt offensichtlich
einen Morphismus

(1.4’ Po> 0'): (Ern Loy na) [ d (Ea L, 7Z) .

Ist die :-Erweiterung (E*, *, n*) von 4 durch S zu (K, n) dquivalent, so ist
auch die entsprechende Erweiterung (E¥, «*, n*) von A durch 8’ zu (E,, ¢, 7,)
aquivalent.

Auf Grund dieser Uberlegungen folgt, daB die Zuordnung

S — Ext; (4, 8) V8 €|,

(0:8" — 8) — Ext; (4, 8) L Ext; (4,8)) V o€ Mor &;
mit [0,]: (B, ¢, n) = (B, toy 7)) YV (B, 1, 7) € E;(A4, S)
ein kontravarianter Funktor von J; in die Kategorie &xs der Mengen ist.

Satz 2. Es bezeichne A eine beliebige Algebra aus der primitiven Klasse J. Dann ist
Ext; (4, 8) ein kontravarianter Funktor der Kategorie- K; der Algebren S mit ein-
elementiger Unteralgebra {i} in die Kategorie Ens der Mengen.

Aus unseren obigen Uberlggungen ergibt sich insbesondere auch der folgende Satz.
Satz 3. Ist A etne beliebige Algebra aus J und die Algebra S (€ |K;|) ein homomorphes
Bild der Algebra S' (€ |K;|) bet einem Epimorphismus o, dann ist jede Schreiersche
t-Brweiterung (E, ¢, n) von A durch S etn morphes Bild einer Schreierschen i-Erweite-
rung (E,, t,, 7,) von A durch 8', so daf} fiir einen geeigneten Epimorphismus ¢, das
Diagramm

A>—EF 28 — i)

” 1‘1’0 10

A= B, — 8 — {i}
kommutativ ist.

Im Spezialfall der Gruppen, Multioperatorgruppen oder Quasigruppen sind sogar
samtliche Schreierschen Erweiterungen (E',:,n') € E;(4,8’), fir die ein kom-
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mutatives Diagramm
A—EF = 8 — 4}
| kb
A>— B — 8 — {i}
existiert, zueinander assoziiert. Die entsprechende Aussage ist z. B. fiir Verbidnde

im allgemeinen nicht richtig (siehe Abb. 3; dort ist die Abbildung ¢ ein Monomorphis-
mus, aber kein Isomorphismus). Es gilt jedoch das folgende

Lemma 2. Es sev (E', ', n') eine Schreiersche Erweiterung von A durch 8’ beziiglich
{¢}. Unter den Voraussetzungen des Lemmas 1 kann jeder Morphismus (14 @, 0):
(B, ,n') > (B, 1, n) faktorisiert werden, d. h., es existiert ein Homomorphismus ¢’
von E' in E,, so daf

(1A’ P 6) = (IA’ ‘P', IS) o (1A: Pas O’)
gilt.
Beweis. Die Abbildung ¢': e’ > (¢'n’, ¢’p) ist ein Homomorphismus von E’ in E,,
denn es gilt e'n'c =e'pn \/ ¢’ € E'. Offenbar ist dann das Diagramm

kommutativ, q. e. d. .

A

Q . & kan u(4)

- " - —_—
Ai

e

14 kan u(A)
S—— ————
Abb. 3

In der Theorie der R-Moduln wird gezeigt, daB Ext, (4, S) bei festem § ein ko-
varianter Funktor der Kategorie  samtlicher R-Moduln 4 in die Kategorie &nxs
ist. In welchen primitiven Klassen die analoge Aussage richtig ist, steht noch offen.

14*
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§ 4. Eine Beschreibung der Schreierschen Erweiterungen
in einer primitiven Klasse

Aus schreibtechnischen Griinden wird in diesem Paragraphen fiir eine n-ire Opera-
tion w € Q statt x,--- x,0 haufig [, geschrieben.

Es sei A eine beliebige Algebra: aus der primitiven Klasse K = K (2, I). Euns be-
zeichnet die Kategorie der Mengen (aus dem Universum 11). Wir denken uns zu je-
der Kardinalzahl m eine Menge B(m) mit der Maichtigkeit m aus &ws ausge-
wahlt, insbesondere werde der Kardinalzahl | 4| die Grundmenge A der Algebra 4
zugeordnet.

Es sei (E, ¢, n) eine beliebige Schreiersche i-Erweiterung von 4 durch S in X. Jede

Klasse s (nb)‘1 der durch den Epimorphismus = in der Algebra £ induzierten Klassen-
einteilung besitzt eine wohlbestimmte von Null verschiedenen Michtigkeit m,

Vs € 8. Insbesondere gilt i(nb )t =i-kerw = 4. (Fir Gruppen, Ringe, Multi-
operatorgruppen, Quasigruppen u. a. gilt stets m, = |4|.) Dann gibt es eine ein-

eindeutige Abbildung é, von .9(7zb)—1 auf die Menge B, = B(m,). Wir betrachten
nun die Menge

P ={[s,b]|s€ 8, bec By.

Durch die eineindeutige Abbildung
d: er> [s,ed,] bei ex =8 \/e€ B
mit 6|Ae: av > [7, al Vaec A

wird auf P eine zu E isomorphe Algebra aus K induziert. Dann induziert der Epi-
morphismus 7 einen Epimorphismus

g =0"1m: [8,b0] > s V [s, 0] € P
von P auf §, und die Abbildung ’
o =16: ar>[t,a] VacAd
ist ein Monomorphismus von 4 in P.

Eine nullire Operation v€ 2 zeichnet in P das Element [¢, 0,] aus, wobei 0, das
durch » in 4 ausgezeichnete Element ist.
Fiir eine n-dre Operation w € 2 (n = 1) gilt

H['ghbk] =['$:b] mit s =n3kes,

da &, ein Epimorphismus ist; b ist ein Element aus B,, das von b,,...,b,, © und
81, ..., 8, abhédngt; wir schreiben b als Funktion von b, ...,b, in der Form

b=JIbe Vb €B,, VsecSk=1,..,n).
8k
Insbesondere ist
Ha'k=nak=a1‘“anw inA Va, € 4.
i

Diese Algebra P bildet mit dem Monomorphismus ¢, und dem Epimorphismus 7,
eine zu (E, ¢, #) assoziierte Schreiersche i-Erweiterung von 4 durch S; denn das
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Diagramm

A2plg— )
(T
‘ 14
A>—E — 8§ — i}
ist kommutativ.

Wird ein anderes System &, : s(nb )1 — B, von eineindeutigen Abbildungen ge-

wiahlt, so ist die auf der Grundmenge P dadurch induzierte Schreiersche i-Erweite-

rung von A durch S ebenfalls zu (Z, ¢, #) und damit auch zu der obigen Erweite-

rung (P, 1o, 7,) assoziiert. Es sei jetzt (J,) fest gewahlt.

D1e Schreiersche Erweiterung (P, ¢, 7o) ist durch die Angabe der Algebren 4, S8,
} =8, des Systems (m,),s von Kardinalzahlen und des Funktionensystems

< Il N eindeutig bestimmt ; deshalb wird sie auch mit E; (S A;(mgy; CTT >) bezeich-
[ .

net
Wir suchen nach notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daB bei vor-

gegebenen Algebren 4, S, {f} und Kardinalzahlen m, zu den Funktionen J] in der

8
primitiven Klasse K eine Algebra und damit eine i-Erweiterung P von A'durch §
existiert.

Es sei w(g) =w(xy, ..., x,) ein beliebiges Wort der von den Symbolen z, ..., z,
frei erzeugten Algebra aus K. Dann gilt in der Algebra P '

‘W([Q, b]) = w([sls bl]r ceey [‘gma bm]) = [83 w*(g; b)];

wobei s =w(3) = w(sy, ..., $u) € S ist (auf Grund des natiirlichen Epimorphismus
ﬂo).

1. Fall. w(z) =2; mit 1 <j < m. Dann ist w([8, b]) = [s;, ;] und also
w*(3;b) = b; € B,,.

2. Fall. w(z) =0,, d.h., w(x) bezeichnet das durch die nulldre Operati(;n y € QO
ausgezeichnete Element, also in P das Element [¢, 0,]. Folglich ist

w*(8;0) =0,¢€ 4.
3. Fall. w(r) = wy(x) -+ wa(r) 0 = JJwi(x), wobei w eine n-dre Operation aus

2 ist (n=1). Ist w([8, b]) = [we(3), w*(8;b)] fiir k=1, ..., n bereits be.
kannt, so ist in P

w8 = [T00x(8), w53 D) = [w(@ 1T b)]

und also
w*(8;0) = J](s)wp*(8;0) € Byys)-
we(3) .

Wir erhalten durch Anwenden von 1., 2., 3. aus jedem Wort w(z) eine zusammen-
gesetzte Funktion w*(3; b) von b.
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Es sei w(x) =v(x) eine Identitdt aus der Identititenmenge I. Dann gelten in der
Algebra P € H(2,1)

w*(3; b) = v*(3; b) v3c S

als Identitdten fiir die Funktionen J] und die Indexmengen B,.
8y .

In der primitiven Klasse J der Halbgruppen ergeben sich aus der Identitit
(xy)z = 2(y2)
bei [s, b] [t, ¢] 3¢ (s-t, bO c) in P die Identitdten
8, t

(bOc)Od:bQ (cod) Vs, t,u€S (b€ B c€ By, deB,).

8t st, u 8, tu t,u

Die Gesamtheit der Identitdten, die sich auf oben beschriebene Weise aus der Iden-

w
titatsmenge I fiir das Funktionssystem < I1 > ergeben, sei mit I* bezeichnet.
8k

Wir fassen zusammen: Sind 4 und S beliebige Algebren aus der primitiven Klasse
K =H(Q,I) und ist {i} eine einelementige Unteralgebra von 8, so existjert zu
jeder Schreierschen i-Erweiterung von 4 durch § eine Vorschrift, die

a) jedem Element s € S eine von 0 verschiedene Kardinalzahl m, und eine — nach
unserer Vereinbarung eindeutig bestimmte — Menge B; = B(m,) der Michtig-
keit m, zuordnet, insbesondere dem Element ¢ die Menge' B; = B(|4|) = 4;

b) jeder nulléren Operation » € Q© das durch » in A ausgezeichnete Element 0,
zuordnet,

c) jeder n-aren Operation o € 2™ und jedem n-Tupel (sy,...,s,) € S* eine Funk-
tion
Il: B;, X -+ X By, — B, wobei s = []s;, €8,

8k

zuordnet, insbesondere dem n-Tupel (z, ..., 1) die Funktion
Hak=al"‘anw€A vak€A5
i

so daf} die Funktionen [ die Identitdten aus I* erfiillen.

8k

Wenn zu 4 und S mit {z} < S ein System von Michtigkeiten m, und ein Funk-
tionensystem <ﬁ> (siehe a), b), c)) existiert, fiir das die Identitédten aus I* erfiillt
8 w
sind, so sagen wir: (my), <n ist ein zugehoriges J-Schreiersches System. Offen-
sichtlich folgt durch Rﬁckschli;B, daB diese Eigenschaft nicht nur notwendig, sondern
auch hinreichend dafiir ist, daB die Systeme (m,), <ﬁ> zu einer Algebra P aus
8k

X gehoéren und diese eine Schreiersche i-Erweiterung von 4 durch § ist. Damit ha-
ben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 4. Zu den gegebenen Algebren A, S € K mit (1) < S existiere ein J -Schreiersches
System (m,), { [ > von Kardinalzahlen und Funktionen.
8k
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(I) Dann bildet die Menge
Pt {[s,b]|s€8,b€ By

mat den Operationen

ﬁ[sk’ By gt [ﬁ Sk, Iw] bk] VowelMm (n=1)
8 : )
und
(»)p &1, 0,] Vv € 2O
eine Algebra aus der primitiven Klasse X .

(II) Diese Algebra P € K stellt eine Schretersche Erwetterung von A durch S beziig-
lich {3} dar: Mit dem Monomorphismus vy: @ > [t,a] Va € A und dem Epimorphis-
mus my: [8,b] > s Y [s,b] € P ist die Sequenz

A42pZg—g)
exakt.
Diese Schreiersche Erweiterung (P, i3, #,) von A durch 8 beziiglich {t} wird mit

(A S; (mg); <I]>> bezeichnet und heilt J-Schreiersches i-Produkt von A mit S.

Bemerkung 1. Firr Gruppen, Ringe, Multioperatorgruppen, Quasigruppen, Loops
und &hnliche algebraische Strukturen (wie fiir sdmtliche w*-regulédren Schreierschen
Erweiterungen) gilt stets in jeder Schreierschen Erweiterung m, = |4| V s€ 8.

Bemerkung. 2. In jeder primitiven Klasse gibt es fiir beliebige Algebren 4 und S
zu dem System m, = |4| und damit B, =4 \/ s € § mindestens eine Schreier-
sche Erweiterung von A durch S beziiglich {i} < S, das direkte Produkt S ® 4,

d.h. E; (A,S; <[AI>;<ﬁ>)-

Bemerkung 3. Es sei & = ¥ die primitive Klasse der Verbénde. Ist 4 ein be-
schriankter Verband und bezeichnet ¢ ein beliebiges Element des Verbandes S, so
existiert zu jedem System von Kardinalzahlen m, =0 (s€ 8; m; = |4|) eine
Schreiersche Erweiterung von 4 durch S beziiglich ¢. Zum Beispiel kann auf jeder
Menge B, = B(nt,) ein beschrinkter Verband V, definiert werden, insbesondere
sei V; =A. Dann wird die Menge P der Paare [s, b] vermoge der Halbordnungs-
relation

O] =[tclo(s<tinS)v (s=t~b=<c¢ inV,)
ein Verband, der eine Schreiersche i-Erweiterung von 4 durch 8 darstellt.

Es seien 4 und S Algebren aus einer beliebigen primitiven Klasse & = X (2, I).
Die assoziierten Schreierschen Erweiterungen werden durch den folgenden Satz
charakterisiert, so daB3 uns die Sitze 4 und 5 ein volles Reprasenta,ntensystem fiir
die Aqulvalenzkla,ssen aus Ext; (4, S) liefern.

Satz 5. (III) Jede Schreiersche Erweiterung von A durch S beziiglich {z} <8 istzu
einem E; (A, S; (mgy; [ )assoziiert. .
8
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(IV) Zwei Schreiersche Erweiterungen P = E; (A,S 3 (my; I ) und P’ =
] 8k

E; (A, 8; (m,y; [ ) sind genau dann assoziiert, wenn
8

1. m, = m, tst und folglich B(m,’) = B(m,) = B, fiir jedes s € S und

2. fiir ein geeignetes System von Permutationen e, der Menge B, (s € 8), wobei ins-
besondere e; = 1, 1st,

I = (H b,,a,k) st mits=[J[s €8

8 8

V€8, Vb € By, V€ R gilt.

Beweis. (IIT) wurde schon gezeigt.

Zu (IV): Es seien P und P’ assoziierte i-Erweiterungen von 4 durch S und
Ar—P =8 — )
| ]
A»— P — 8§ — {1}

das zugehérige kommutative Diagramm. Da ¢ eine eineindeutige Abbildung ist und
[s,0'1 em =[8,b']n" =s, also [s,b']e =[s,b] fir ein eindeutig bestimmtes
b € B(m,) fir jedes b’ € B(m,’) gilt, induziert ¢ eine eineindeutige Abbildung e,:
b+ b von B(m,)in B(m,), die auf Grund der Assoziiertheit von P und P’ sogar
B(my') auf B(m,)abbildet. Folglich gilt m,” = m, und (nach unserer Vereinbarung
zu Beginn dieses Paragraphen) B(m,’) = B(m,) = B,, und ¢, ist eine Permutation
von B, fiir jedes s € §. Insbesondere ist ¢ = 1,.

Da die Abbildung ¢ operationstreu ist, ergibt sich ferner aus

(n (8, bk]) e=[I[sble V€S, Vb€ B, Vo €2
die Beziehung

[ﬁ*‘?k’ Im]' by ]8 = ﬁ[sln bies, ]

[
und weiter fir s = J]s;

(o) - o)

woraus die Behauptung 2. folgt.

Sind umgekehrt fiir zwei Schreiersche Erweiterungen

Pin(A,SKma), ﬁ ) und P’=E;(A,S;(ma>s Iﬁ )

Permutationen ¢, bekannt, die der Bedingung 2. geniigen, so folgt durch Riickwiirts-
schluB, daB beide Schreierschen Erweiterungen vermoge der Abbildung
&:[8,b] > [3,be,] V [s,b] € P’

assoziiert sind. Damit ist der Satz bewiesen.
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Es bezeichnet J die primitive Klasse der Halbgruppen. Essei 4, S € &, und § ent-
halte ein idempotentes Element i. Wird jedem Element s¢ S eine Kardinalzahl
m, == 0 und eine Menge B, = B(m,) der Machtigkeit m, zugeordnet, insbesondere
dem idempotenten Element i die Menge B; = B(|4|) = A, und gibt es dann ein
System von Funktionen O mit Werten b O ¢ in By V be B,V c€ By, sodaB

8t 8t

(bOc)OdzbO(cOd) Vs, tuesS

8t st,u 8, tu t,u

und
aIQa2=a1a2€A \/al,azeA
%

gilt, so sagen wir: Das System (m,), < O> ist J€-Schreiersch.
st

Ist fiir ein (beliebiges) Element s € 8 in S is = i, so istfiirjedes b € B, die Zuord-
nung
ar>aQb=a*cA VacAd
i,8

eine Abbildung von 4 in sich. Aus der ,,Assoziativitét* der Verkniipfung O folgt
i, 8
(a1a,) O b=a (az O b) Vo, a, € 4,d b (a8, = ay(ay’).
%, 8 1,8

CLIFFORD [1] nennt eine solche Abbildung a? eine Rechtstranslation der Halbgruppe 4.

Ist fiir ein (beliebiges) Element s € S in 8 is =s, so ist fir jedes a € A die Zu-
ordnung
b>a(Qb=%¢cB;, VbecB,

i, 8

eine Abbildung von B in sich. Dabei folgt hier aus der Assoziativitatsbedingung
(a1a5) O b=a, O (“2 O b), d.h. @tp =u(Bb) \/ ay,a,€ 4.
%8 %8 %, 8 :

Aus den Sitzen 4 und 5 ergeben sich fiir 4 und § die beiden Folgerungen 1 und 2.

Folgerung 1. Zu den Halbgruppen A und S und dem idempotenten Element i € 8
sei ein J€-Schreiersches System von Kardinalzahlen m, und Funktionen O gegeben.
st

(I) Dann bildet die Menge

P&t (s b]lseS,be B}
mat der Verknipfung

[s,b]o [t, c] def [st, bO c]

8,
eine Halbgruppe.
(IT) Diese Halbgruppe (P, o) stellt eine Schreiersche i-Erweiterung von A durch 8 in
3 dar: Mit dem Monomorphismus ty: a +— [i, @] von A in P unddem Epimorphismus
7o:[8, b] > 8 wvon P auf S ist die Sequenz

A2 P28 — (i)
exakt.

15 Beitr. z. Algebra u. Geometrie 1
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Diese Schreiersche Erweiterung (P, ¢, 7,) wird mit E;(S, 4; (m,),/” O>) bezeich-
net. ’ N\t

Neben dem Spezialfall m, = |A|V s€ 8, zu dem neben dem direkten Produkt
8 ® A simtliche o-reguldren Schreierschen Erweiterungen (vgl. [11]) gehoren, ist
der Fall m, =1 \/ s==1i von besonderem Interesse. Dies sind die sogenannten
Unionserweiterungen [15]. Gilt insbesondere, ¢ = 0 ist das Nullelement in der Halb-
gruppe 8, so erhalten wir die Idealerweiterungen [1]. Betrachten wir zum Beispiel
die unendliche zyklische Halbgruppe 4 und die multiplikative Halbgruppe S der
Restklassen der ganzen Zahlen modulo m (m > 1), so existiert genau dann eine
Idealerweiterung von A durch S, wenn m eine Primzahl ist.

Die assoziierten Schreierschen Erweiterungen in J werden in Folgerung 2 charak-
terisiert.

Folgerung 2. (II1) Jede Schreiersche Erweiterung von A durch 8 beziiglich i € S in
JE st zu einem E; (A, S; (my); / O\) assoziiert.
\\3, t /
(IV) Zwei Schreiersche Erweiterungen P = E; (S, A;(my; < O>) und P' =
8t
E; (A, 8; (my); < D>) von A durch S beziiglich 1 in I sind genau dann assoziiert
8t
wenn '
1.m, =m, und also B(m,) =B(m,) =B,V s€ S und

2. fiir jedes s € S eine Permutation &5 von B existiert, so dafl neben & = 14

ch=(bGaOC£t)832_l VbeEB,YcEB,VstesS

8t 8,¢t

gilt.

Es bezeichnet ¥ die primitive Klasse der Verbéiinde. Es seien 4 und S beliebige Ver-

binde, und ¢ bezeichne ein beliebiges Element aus S. Ein zugehériges V-Schreiersches
System von Kardinalzahlen m, & 0 mit m; = |4| und Funktionen

v:B, X Bj—>B,y; ~:ByxX By—B,, (s,t€8)
8t 8, t

geniigt sechs Bedingungen:
(1) b~ (cvd) = (b v c) v d;

8t ~u t,u 8, t g~tu

(2)bvc=cvb£

8t t s
(3)db A~ (bvc):b;
8,8t 8t

die restlichen drei Bedingungen ergeben sich durch Vertauschen von \/ und A aus
(1) bis (3). Jede Menge B, bildet mit den Operationen » und A einen Verband V,.

8,8 8,8
Aus den fiir Halbéruppen gemachten Erwiigungen und den zusétzlichen obigen Iden-
titéten ergibt sich: Fiir beliebige Elemente s, t mit s <¢ < ¢ in S gilt
avb=abc4 mit (@; v @) =a; v al, a<=a’in A4
i 8

und b A a® =b;
8,1
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a~nb=gbc€B, mit g, ~ a0 = 4,(ah), b é‘abin Vs

i, 8
unda v b =a;
8
a~nc=a,€A4 mit (a; A @) =y A (@), @ =@, in 4
it
und ¢\ a, =c;
ti
avc="°%¢cDB mit @~ % = u(%c), ¢ < %in ¥V,

it
und a A % = a.
it
Analog zu Folgerung 1 und 2 erhalten wir eine Beschreibung der i-Erweiterungen
der Verbande A durch § in V.
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