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Die irreduziblen Darstellungen abelscher Gruppen
iiber beliebigen Korpern

GERHARD PAZDERSKI ¥

Herrn Prof. Dr. O.-H. Keller zum 65. Geburtstag gewidmet

Einleitung

Die irreduziblen Darstellungen einer endlichen abelschen Gruppe g iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Korper K mit einer die Ordnung von g nicht teilenden
Charakteristik sind wohlbekannt. Ist a,, ..., a, eine Basis von g, so wihle man zu
jedem @; in K eine Einheitswurzel {;, deren Ordnung mit der Ordnung k; von a;
iibereinstimmt. Dann durchlauft '

all‘la2v"': cee @, —> Cltlzl CZ'III ces Crlrfr (1)
alle irreduziblen Darstellungen von g iiber K und jede genau einmal, wenn i, ¢, ..., I,
alle n-Tupel ganzer rationaler Zahlen mit 0 <#; < h; fir ¢ =1,...,r durchlauft.

Nun fithren gewisse Anwendungen der Darstellungstheorie auf endliche Gruppen
haufig zu Darstellungen {iber solchen Grundkérpern, die entweder nicht algebraisch
abgeschlossen sind oder eine die Gruppenordnung teilende Charakteristik haben.
Das typische Beispiel hierfiir sind Gruppen mit einem elementar abelschen p-Normal-
teiler. Die Faktorgruppe nach diesem Normalteiler erfahrt auf ihm als Darstellungs-
modul in bekannter Weise (vgl. auch § 2) eine Darstellung iiber G'F (p). Diese Dar-
stellung spiegelt die Transformationswirkung der Gesamtgruppe auf den Normal-
teiler wider. Hierbei kann p die Ordnung der Faktorgruppe teilen. Bei Betrachtung
der Darstellung im Zusammenhang mit der Gruppenstruktur ist es prinzipiell un-
moglich, den Grundkérper GF (p) durch einen umfassenderen, etwa einen alge-
braisch abgeschlossenen Oberkérper, zu ersetzen. Somit scheint die Zugrundelegung
eines moglichst allgemeinen Grundkorpers bei der Untersuchung von Gruppen-
darstellungen angebracht. §1 enthilt eine vollsténdige Aufzahlung der indquivalen-
ten irreduziblen Darstellungen einer endlichen abelschen Gruppe iiber einem be-
liebigen Korper. Sie leiten sich ab aus der reguliren Darstellung gewisser Kreis-
teilungskorper iiber dem Grundkérper in Anlehnung an die Abbildung (1). Die
Aquivalenzfrage hingt naturgemiB eng mit den Automorphismen der genannten
Korpererweiterungen zusammen. In § 2 liefern wir als Anwendung der gewonnenen
Erkenntnisse eine Klassifikation der endlichen Gruppen mit folgender Eigen-
schaft:

11%
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&: Die Gruppe ist zerfallende Erweiterung ihrer Ableitung, welche ihrerseits direkt
zerfillt in abelsche minimale Normalteiler der ganzen Gruppe.

Solche Gruppen werden charakterisiert durch abelsche Gruppen und Systeme
irreduzibler Darstellungen derselben iiber endlichen Primkérpern.

Bezeichnungen

g = Gruppe (alle vorkommenden Gruppen seien endlich); |g| = Ordnung von g;
exp g = Exponent von g (= kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches der Ordnungen
aller Elemente von g); ¢’ = Kommutatorgruppe von g = Ableitung von g; Frattini-
gruppe von g = Durchschnitt aller maximalen Untergruppen von g; §) < g (bzw.
h < g): § ist Untergruppe (bzw. echte Untergruppe) von g; {(a,, ..., @) = die aus
den Gruppenelementen a,, ..., a; erzeugte Untergruppe; ord@ = Ordnung des
Gruppenelementes a; p, ¢ (auch mit Index und Stern) bezeichnen stets Primzahlen;

K = (kommutativer) Koérper; char K = Charakteristik von K, i/l_ = primitive
n-te Einheitswurzel in einem Oberkorper von K, falls char K 4 n.

Ist A endlichdimensionale Algebra iiber K, so bezeichnet a — (a)4x die rechts-
regulidre Darstellung von A iiber K. Wir wollen sie als Matrixdarstellung auffassen,
so daB also nach Wahl einer Basis u, ..., u, von A iiber K gilt (a)x = ||x;|| mit
Elementen «;; aus K, welche gemif » '

n
u;a =’2 o U; t=1,...,n)
; =1

zu bestimmen sind. Mit aut (A|K) wird die Gruppe der K elementweise fest-
lassenden Automorphismen von /A bezeichnet. Jedes o € aut (4|K) ist eine
K-lineare Transformation und kann in bezug auf die Basis %, ..., u, durch eine
Matrix (0)4x = ||Bi;|| beschrieben werden mit Elementen §;; von K, die sich aus

n
u° =,Z Bijw; (t=1,..,n7)
=1

ergeben. o —(0)x ist eine Darstellung von aut (A |K) iiber K. Wird fiir die Dar-
stellungen (@)qx (@ € A) und (o)1 (a € aut (4 |K)) dieselbe Basis zugrunde ge-
legt — wie es hier geschehen ist und auch im fojgenden angenommen werden soll —,
so gilt

(@)ak @ ax (0)4x = (@°) 4k -

Der Grad der Matrizen (@) x, (6)4x ist die Dimension n von A beziiglich K, die
auch mit |4 : K| bezeichnet wird. Fiir eine Teilmenge A, & A sei (A4;)4x= {(@) k|
a€ A},

Fiir zwei Darstellungen 9;:8 — 4,(8), 9;:8 — A,(8) von g bedeutet 9; ~ 0, die
Aquivalenz von 9, und 9, iiber dem gemeinsamen Grundkérper, d. h. die Existenz
einer Matrix 7' mit 7-'A4,(s)T = A,(s) fiir alle s € g. Ist # ein Homomorphismus
von ¢ in die Gruppe g* und &* : s* — A*(s*) eine Darstellung von g*, so bezeichne
o* die Darstellung s — A*(s*) (s € g) von g-grad ¢ = Grad der Darstellung 0;
ker @ = Kern der Darstellung 0; triviale Darstellung = Darstellung durch eine
Einheitsmatrix.
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§1

Hilfssatz 1. Ses g abelsch. Ist h| éxp g, char K }h, A=K (VI) und s — {(s)
(s € g) etne homomorphe Abbildung von g auf <i/1>, dann 1st

s (C(9))ax (s€g)

etne irreduzible Darstellung von gvﬁber K. Umgekehrt kann jede irreduzible Darstel-
lung von g iiber K bis auf Aquivalenz auf diese Weise gewonnen werden.

Beweis. Die tiber K gebildete lineare Hiille aller Z(s) (s € g) ist ganz A. Wire
(C (g)) Ak reduzibel, so wire auch (A4),x reduzibel, wonach A ein von sich selbst und
dem Nullideal verschiedenes Rechtsideal haben miiite, was nicht der Fall ist.

Sei umgekehrt s — A4 (s) eine beliebige irreduzible Darstellung von g itber K. Da
die lineare Hille A von 4 (g) iiber K eine einfache Matrixalgebra ist, gibt es zu ihr eine
Divisionsalgebra 4|K und eine natiirliche Zahl n, so daB % nach geeigneter Trans-
formation mit der Gesamtheit aller Matrizen

(@) ax -+ (@m)aix

................

(a'nl)d[K (arm)AlK

iibereinstimmt, wo die a;; beliebige Elemente aus 4 sind (vgl. etwa WEYL [4], S. 91).
Wegen der Kommutativitdt von 4 (g) muB n =1 und 4| K eine Korpererweite-
rung sein. Es wird dann A4 (s) = (C(s))AIK mit {(s) € A. Die Elemente {(s) (s € g)
bilden eine zu g homomorphe Untergruppe der multiplikativen Gruppe von 4. Diese
Untergruppe muf} zyklisch sein, wird also aus einer Einheitswurzel # erzeugt. Ist A

deren Ordnung, so gilt char K t -, und wir kénnen 7 = i/_l- schreiben. Da die
iber K gebildete lineare Hiille N aller (C (s))d, x mit s € g ganz (4)yx ist, muB die
lineare Hiille der #-Potenzen iiber K ganz A sein. Daher ist 4 = K(n) = K (VI)

SchlieBlich haben wir % | exp g, weil die zyklische Gruppe (7) der Ordnung % homo-
morphes Bild von g ist.

Satz 1. Sei g eine abelsche Gruppe mit der Basis a,, ..., a,, weiter h; der grifte nicht
durch char K teilbare Teiler von orda; (1 =1, ...,r) sowie h das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache von h,, ..., k.. Mit { werde eine fest gewihlte primitive h-te

Einheitswurzel bezeichnet. Dann ist durch jedes Zahlensystem t,...,t, mit %—'t;
(t=1,...,7) gemaf i

a, = (Ekeoks ---» @ —> (E"k@ay K, (2)

wo d = (t,...,t, k), eine irreduzible Darstellung von ¢ iiber K gegeben, und man
erhdlt so alle irreduziblen Darstellungen von ¢ iber K.

Die durch das System ty, ..., ¢, bestimmie Darstellung (2) ist genau dann zu der durch

das System t,’, ..., t ' bestimmten Darstellung dquivalent, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

1. (b sty b) und (t, ..., ¢ , b) sind dieselbe Zahl d.
2. Bs gibt ein o € aut (K (29 | K) mit (E4)° =W fir i =1,...,r.
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Beweis. Beim Nachweis der Irreduzibilitit und Vollsténdigkeit der angegebenen
Darstellungen benutzen wir Hilfssatz 1. Danach erhdlt man stets irreduzible und
auch samtliche irreduziblen Darstellungen von g iiber K durch

s> (C()xeax  (s€9),

wenn dabei d alle Teiler von h und jeweils s — ¢(s) alle Homomorphismen von ¢

auf ({9 durchlduft. Offenbar wird durch a@; — 4, ..., a, — (% genau dann ein

Homomorphismus von g auf ({9) vermittelt, wenn (4% =1, d.h. & |¢h; oder
3

h—’t,- fir ¢ =1, ...,7 sowie ({h,..., ¢t = (¢9), was bei d | b mit (¢, ..., ¢, k) =d
i

gleichwertig ist.

Sind die Bedingungen 1. und 2. erfiillt, so gilt

@) () =0%) (@E=1,..,1),

wo () =( )K(ca), x zu setzen ist, und wir haben damit Aquivalenz der zu ¢, ..., ¢,
und ¢,’,..., ¢  gehorenden Darstellungen

Nun seien umgekehrt die zu ¢y, ...,¢ und ¢/, ...,t" gehorenden Darstellungen
aquivalent. Dann haben ({%, ..., C‘r) uncl &, ,.., &) dieselbe Ordnung, woraus
1. folgt. Weiter gibt es eine nichtsingulire Matrix 7' iiber K vom Grad |K(¢%): K|
mit

T ({ggayr T = ()kqayx (¢=1,...,7). (3)
Beachten wir, dal die lineare Hiille itber K von (%, ..., ") und auch die von
&Y, ..., L") gleich K (%) ist, so ergibt sich aus (3), daB die Abbildung ¢t — ('
(¢ =1,...,7) fortgesetzt werden kann zu einem Automorphismus ¢ von K ({?)

beziiglich K. Damit ist 2. gezeigt.

Wir wollen dem Satz 1 noch eine andere Formulierung geben, die sich mehr an (1)
anschlieBt.

Satz 1. Seien g,ay, ..., @, hy, ...,k wie in Satz 1 erklirt. Mit {; werde eine fest
gewdhlte primitive h;-te Einheitswurzel bezeichnet. Dann ist fiir beliebige ¢, ..., ¢,
durch

= (Cl'l)AlK! cees A —> (Cr")AlK: (4)

wo A =K(Ch, ..., Y), eine irreduzible Darstellung von g iber K gegeben, und man
erhilt so alle irreduziblen Darstellungen von g diber K.

Die durch das System t,,...,t, bestimmite Darstellung (4) ist genaw dann mit der
durch t,', ..., t,' bestimmten Darstellung dquivalent, wenn folgende Bedingungen er-
fullt sind : :

1. (t;, ki) und (¢, b;) sind dieselbe Zahl d; fiir : =1, ..., 7

2. Es gibt ein o € aut (K (£y%, ..., 0%) | K) mit (L) = ¢t fir i =1,...,7r
Beweis. Sei { di¢ in Satz 1 gewidhlte primitive A-te Einheitswurzel. Dann gilt
h

Z; =" mit einer gewissen ganzen rationalen Zahl g;, die notwendigerweise zu A;
teilerfremd ist (¢ =1, ..., 7). Wir betrachten die Kongruenzen

%g;t.si‘- (h) fiir iél,...,r. , (5)
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. . ) h|.

Diese sind bei gegebenen ¢, ..., ¢ nach i, ...,i, auflosbar, und dann ist W i;
. i

fir ¢ =1,...,r, sowie umgekehrt bei gegebenen i,,...,{, mit W {; nach

)

“t, ..., t, auflosbar. Setzen wir (iy,...,I, k) =d, dann wird K((,...,5)
= K({h, ..., Lth) = K(£%. Denken wir uns in Satz 1 iiberall i; statt t; geschrieben, so
erkennen wir auf Grund von (5), daB jede Darstellung (2) in die Form (4) und jede
Darstellung (4) in die Form (2) umgesetzt werden kann.

Wir miissen noch zeigen, dall die Eigenschaften 1. und 2. von Satz 1 fiir Systeme

iy, ..., b,und &', ..., &’ an Stelle von ¢, ..., ¢ und ¢/, ...,¢’  gleichwertig sind mit
den Eigenschaften 1. und 2. in Satz 1’ fiir die geméB (5) zugeordneten Systeme
t, ..., t, und ¢, ..., ¢ . Setzen wir zunichst erstere voraus. Aus 2. folgt (i;, h)

= ({;’, h) und daraus mit (5) weiter (g;¢;, ;) = (g;¢;', k;). Wegen (g;,h;) =1 ist
dann (¢;, h;) = (¢, h;). Ferner haben wir zufolge 2. und (5) ({;i#)? = ¢#'. Seien nun

: 5 \e
umgekehrt die Bedingungen 1. und 2. von Satz 1’ erfiillt. Aus 2. folgt (CEW “)

h '
= CEM‘, d.h. (¢4 =% und daraus weiter (i;, ) = ({;',h) (@ =1,...,7). Da-
mit ist auch (¢y, ..., I, k) = (', ..., I/, h). .

Es sei bemerkt, daBl in den Sétzen 1 und 1’ jeweils die Bedingung 1. dazu dient, die
Bedingung 2. formulieren zu kénnen. In Fillen, bei denen 2. unabhingig von 1.
formulierbar ist, folgt natiirlich 1. aus 2. Ein Beispiel hierfiir enthélt der

Zusatzzuden Sitzen1und1’. Im Falle K = GF (pf) konnen die Bedingungen 1.
und 2. in Satz 1 (bzw. Satz 1’) ersetzt werden durch die einzige Bedingung: Es gibt
ein x mit ¢;p/* =1t mod h (bzw. mod &;) fir 2 =1,...,r.

Wir zeigen dies fiir Satz 1; hinsichtlich Satz 1’ schlieBt man analog. Man hat K ({¢)
= GF(p’%), wo g minimal ist mit -%—‘ p’? — 1. Die Automorphismen von G F (p/9)

iitber GF (p/) sind gegeben durch & — &7 (x =1, ...,¢). Aus 2.folgt #;p/% =t;/(h)
mit geeignetem = und aus diesem umgekehrt 2. sowie 1. wegen p 4 k.

Als Anwendung betrachten wir die irreduziblen Darstellungen der zyklischen Gruppe
g = (@) Uber dem rationalen Zahlkérper K und iiber K = G F(pf). Wir wenden
Satz 1l an mit » =1, a, =a, t;, =1¢.

a) K = rationaler Zahlkorper. Mit A =ord a, { = i/i erhilt man die Darstellungen
in der Form @ — ({%)geyx, Wo d alle positiven Teiler von A und ¢ bei festem d

alle zu % primen Zahlen durchlduft. Offenbar sind hier (# gerade die Nullstellen
des —Z—-ten Kreisteilungspolynoms iiber K. Wegen dessen Irreduzibilitdt konnen sie

alle durch Automorphismen' aus aut(K (%) | K) ineinander iibergefiihrt werden.
Daher sind sdmtliche indquivalenten irreduziblen Darstellungen von (a) iiber K
gegeben durch :

a = ({reex,

wo d alle positiven Teiler von % durchladuft.
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b) K = GF(p’). Wir verwenden wieder Satz 1 und beriicksichtigen den angefiigten
Zusatz. Sei b der grofSte zu p prime Teiler von ord @ und ¢ = ]/I Dann sind mit

a — ({*)geax (6)

sémtliche indquivalenten irreduziblen Darstellungen von (a) iiber K gegeben, wenn d
alle positiven Teiler von % sowie ¢ bei festem d ein Vertretersystem fiir die aus p/

erzeugte Untergruppe in der primen Restklassengruppe mod% durchlduft. Die An-
zahl dieser Darstellungen ist

?() (), )
afn p (d) ’
wobei ¢ die Eulersche Funktion und p(n) fir ptn die Ordnung von pmod n
bezeichnet. Ist die prime Restklassengruppe mod % zyklisch (d.h. % = 2, 4, un-
gerade Primzahlpotenz oder Doppeltes einer solchen) und etwa w eine Primitivwurzel
mod %, so gilt p/ = w*, (h) mit geeignetem k, und man kann fiir ¢ in (6) die Zahlen

wimit 1 =1, ..., (lc, tp(%)) nehmen.

Wie im konkreten Einzelfall die dargelegte Methode zur Bestimmung irreduzibler
Darstellungen rechnerisch zu handhaben ist, zeigen wir an folgendem
Beispiel. g =(a;) X (a;), orda, =6, orda, =9, K = GF (13). Wir wenden
Satz 1 an. Bsist hy =6, hy =9, h =18, K(J1) = GF (13%) = GF (13) (9) mit
9% —2 =0. Man kann { =92 wihlen, ferner 1, ¢, 92 als Basis von K (¢ ) iber K.
Dann wird
0 01
Oxox =12 0 0
0 2 0
Fir d =1,2 ist K({%) = K(¢), und fiir 3 |d| 18 haben wir K (¢4 = K. Die
irreduziblen Darstellungen von g iiber K sind
CYftst  far (4,1, 18)| 2,
Oy, by) a1 a, — “+ b
1T Za -
2377 fiir 3| (4, £y, 18).
Dabei sind nur Paare t,, t,-mit 3|¢,, 2|, zugelassen. Zu &(t,, ¢,) dquivalent sind
genau die a(¢,,t,') mit ¢," = 13%¢;, ¢’ = 13%t, mod 18, wo x =0, 1,2, ... ist.
Somit ergeben sich folgende indquivalenten irreduziblen Darstellungen &(t;, t,),
geordnet nach d = (t,, t,, 18):

d=1: 9(3,2), 0(3,4), 9(9,2), 4(9,4), 0(15,2), o(15,4);

d=2: 96,2), 9(6,4), 0(12,2), 8(12,4), 9(18,2), 8(18,4);

d=3:  2@3,6), 93,12), 2(3,18), 2(9,6), o(9,12), 2(15,6),
8(15, 12), (15, 18);

d = 6: 2(6,6), o(6,12), a(6,18), 2(12,6), 9(12,12), a(12, 18),
o(18,6), (18, 12);

d=9: 2(9, 18);

d=18:  2(18,18).
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Wihrend die zu d = 1,2 gehorenden Darstellungen den Grad 3 haben, sind die
ibrigen linear. In jedem Fall ist 3d die Ordnung des Kerns.
§2

In der Gruppe & sei g Untergruppe, m elementar abelscher Normalteiler mit der
Ordnung ¢*, und es gelte

G =gm, gnm=1. (7)
Wahlen wir eine Basis by, ..., b, von m, so gilt fiir s€ g
s71h;s = byon® ... hyom(® G=1,...,n) (8)

mit ganzen rationalen Zahlen «jy(s). Die aj sind nur mod ¢ bestimmt und kénnen
als Elemente von GF(q) angesehen werden. Dann ist

0:8 = [loji(s) || = A(s) (s€9) 9)

eine Darstellung von g iiber G F (¢) mit m als Darstellungsmodul. L8t man b,, ..., b,
alle Basen von m durchlaufen, so durchlduft o eine volle Klasse einander dquiva-
lenter Darstellungen von g iiber GF(q).

Sei nun umgekehrt eine Gruppe g und eine Darstellung (9) von g iiber GF (g) ge-
geben. Ist by, ..., b, eine Basis des zugehorigen Darstellungsmoduls m und b;* die
rechte Seite von (8), so kann die Abbildung b; - b;# (j =1, ...,n) in eindeutiger
Weise zu einem Automorphismus von m fortgesetzt werden, den wir dem Element
s € g zuordnen wollen. Die auf Grund dieser Automorphismenzuordnung gebildete
zerfallende Erweiterung von m mit g ist eine Gruppe @, in der die Beziehungen (7)
und (8) gelten. Bei Zugrundelegung einer zu & dquivalenten Darstellung oder einer
anderen Basis von mi, was ja beides im Grunde dasselbe bedeutet, ergibt sich eine zu
@ isomorphe Gruppe. Unter Beachtung dieses Sachverhaltes wollen wir die kon-
struierte Gruppe L auch mit (g, &) bezeichnen.

Die Irreduzibilitit bzw. vollstindige Reduzibilitit von 0 ist gleichwertig mit der
Minimalitdt des Normalteilers m bzw. seinem vollstdindigen Zerfall in minimale
Normalteiler von @ = (g, 9).

Wir wollen nun feststellen, wann ’

(g, 9) = (g*, 7*) (10)
gilt, wobei g* eine Gruppe mit der Darstellung o*: s — 4*(s) (s € g*) iiber GF(¢*)
bezeichnen moége. Der Vergleich von (10) mit folgender Eigenschaft liegt nahe:

Es ist ¢ = ¢*, und es existiert ein Isomorphismus = von g 1
auf g*, so daB o ~ o* iber GF(q). (£1)

Satz 2. (11) ist hinreichend fir (10).

Beweis. Man kann durch geeignete Basiswahl in m oder der entsprechenden
Untergruppe m* von (g*, 9*) erreichen, daBl A4 (s) = A*(s*) ist fiir s € g. Ist dabei
by, ..., b, Basis von m, b,*, ..., b,* Basis von m*, so laBt sich offenbar die Abbildung
§—>s87, b;—>b* (s€g; 1=1,...,n) zu einem Isomorphismus von (g, d) auf
(g*, 0*) fortsetzen.
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Folgerungen. 1. Fiir jeden Isomorphismus 7 von g ist (g, &) =~ (g~, 6*).
2. (g, 9) =< (g, %) gilt sicher dann, wenn ein Automorphismus w von § existiert mit
0 ~ %7, ‘

Unter gewissen zusitzlichen Voraussetzungen ist (11) auch notwendig fir (10).
Dabei spielt es eine Rolle, wie der Normalteiler m bei einem Isomorphismus von
(g, 0) abgebildet wird. Im folgenden Satz nutzen wir die Tatsache aus, daB die
Kommutatorgruppenbildung gegeniiber Isomorphismen invariant ist.

Satz 3. Seien g, g* abelsche Gruppen und 0, 0* vollstindig reduzible Darstellungen
derselben iiber Galoisfeldern G F (q), G F (q*) ohne die Einsdarstellung als Bestandteil.
Dann folgt aus (10) die Eigenschaft (11).

Beweis. Es ist (g, ) < m. Da m, aufgefalit als g-Modul, vollstindig reduzibel
und (g, 0)' eine g-zuldssige Untergruppe von m ist, gilt m = (g, @)’ X 1 mit einem
Normalteiler n von g. Die Untergruppe gn ist wegen gnn(g, )’ =1 abelsch. Wére
n=E1, so wiirde g auf n trivial dargestellt werden. Dann enthielte ¢ die Einsdarstellung
von ¢ als Bestandteil, gegen die Voraussetzung. Also ist (g, )’ = m. Entsprechend
ergibtsich (g*, 0*)' = m*. Wirnehmen nunan, x — 2* seiein Isomorphismus von
(g, @) auf (g*, *). Dabei geht die Ableitung der einen Gruppe in die der anderen
iber, also m — m*. Hieraus folgt ¢ = ¢* sowie die Gleichheit der Ringe von m
und m*. Fir s€ g besitzt s* eine eindeutige Zerlegung s* = s*b mit s” € g*,
b € m*. Die Abbildung s —s* ist ein Isomorphismus von g auf g*. Beruht die
Darstellung 9:s— A(s) auf der Basiswahl b,,...,b, von m und beziehen wir
die Darstellung o*:s* — A*(s*) auf die Basis b,*, ..., b,* von m*, so gilt 4 (s)
= A*(s7). Beziiglich einer beliebigen Basis von m* haben wir jedenfalls Aqui-
valenz der Darstellungen 9 und ** von g.

Die bisherigen Betrachtungen dieses Paragraphen ﬁbertragen sich ohne weiteres
auf den etwas allgemeineren Fall, daB an die Stelle von m ein direktes Produkt
my X --- X m, von elementar abelschen Gruppen ni; mit paarweise teilerfremden
Ordnungen |m;| =¢™ (1 =1,...,r) tritt. In der Gruppe & = g(m,; X -+ X m,)
erfahrt g fir jedes ¢ =1, ..., r auf m; eine Darstellung '
018 — ||asR(s)|] = 4;(s) (seg)

iber GF(g;). Liegen umgekehrt solche Darstellungen einer beliebig gegebenen
Gruppe g vor und gehort zu 9; der Darstellungsmodul m; mit der Basis b{, ..., b

ng o
‘dann kann man die zerfallende Erweiterung von m; X --- X m, mit g so bildeﬁ,

daf} analog zu (8)
S (4 o (0
57105 = bei'®) ... pdein @

gilt fir s€g, i =1, ..., r, j =1, ..., n;. Diese Erweiterung bezeichnen wir mit
(g, &1, ..., 0;). Hierbei spielt die Anordnung der 9; sowie deren Ersetzung durch
aquivalente Darstellungen keine Rolle.

Uber das Bestehen einer Isomorphie

(gs 015 -5 Or) =2 (g%, 0%, ..., ;%) (12)
. kann man analoge Aussagen machen wie in den Sétzen 2 und 3. Vergleichseigen-
schaft ist :

Es ist r =7*, und bei geeigneter Indizierung der ¢; bzw. 9;* gilt

¢ = q;*, 0; ~ 0;* uber GF(g;) fir ¢ =1,...,r mit einem ge- (13)

wissen Isomorphismus z von g auf g*. :
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Satz 4. (13) ist hinreichend fir (12).

Satz 5. Sei g abelsch und o; fiir © =1, ..., r eine vollstindig reduzible Darstellung
von g uber GF (q;) ohne die Einsdarstellung als Bestandteil; Entsprechendes gelte fiir
die Gruppe q* und ihre Darstellungen 9;* iiber G F (gi*) fiir + = 1, ..., r*. Dann folgt
(13) aus (12).

Die Sitze 4 und 5, deren Beweise denen der Sitze 2 und 3 entsprechen, leisten die
Klassifikation aller endlichen Gruppen mit der in der Einleitung genannten Eigen-
schaft &. In der Tat decken sich offenbar die &-Gruppen genau mit den Gruppen
(9, 01, .-, 0;), WO @, 0y, ..., &, den Voraussetzungen des Satzes 5 genligen. Zu den
&-Gruppen gehoren unter anderem diejenigen Gruppen, die ihre Ableitung als
Hallsche abelsche Untergruppe mit quadratfreier Ordnung enthalten.

Wir konnen die Klassifikation noch pragnanter formulieren, wenn wir den folgenden
Begriff einfithren:

Zwei Systeme (04, ..., &;), (0y*%,..., &%) einer Gruppe g heilen konjugiert beziig-
lich g, wenn r = r* ist und die Indizierung der 9; bzw. 8;* so gewahlt werden kann,
dafl 0; und ¢;* denselben Grundkérper haben sowie 0; ~ 9** gilt fur ¢ =1, ..., r
mit einem geeigneten Automorphismus = von g.

Natiirlich ist diese Konjugiertheit eine Aquivalenzrelation. Nun haben wir:

Durchliuft g alle nichtisomorphen endlichen abelschen Gruppen und (o, ..., o,) fiir
jedes g ein Vertretersystem der Komjugiertheitsklassen beziiglich g derjenigen Dar-
stellungssysteme, deren Komponenten vollstindig reduzible Darstellungen von g ohne
die Einsdarstellung als Bestandteil iiber verschiedenen endlichen Primkorpern sind, dann
durchliuft (g, oy, ..., &) alle &-Gruppen, jede genau einmal.

Die hier gegebene Klassifikation der &-Gruppen wird geleistet durch die abelschen
Gruppen; ihre Automorphismen und ihre irreduziblen Darstellungen iiber den end-
lichen Primkérpern, welche aus § 1 bekannt sind. Man kann sie der Klassifikation
der abelschen Gruppen durch Invarianten zur Seite stellen. Zum einen ist es nim-
lich moglich, Struktureigenschaften der Gruppen (g, o, ..., ;) aus den ,,Invarian-
ten* g, d,, ..., 0, abzulesen; so ist z. B. g die Kommutatorfaktorgruppe und zu-
gleich groBte nilpotente Faktorgruppe, r = 1 gleichwertig damit, daB die Ableitung
Primzahlpotenzordnung besitzt, grad 9; =1 fir ¢ =1,...,r gleichwertig mit
der Zyklizitit der Ableitung. Zum anderen ist im konkreten Einzelfall die zahlen-
méfige Berechnung ohne Schwierigkeiten moglich.

Wenn wir von einer &-Gruppe (g, oy, ..., d,) sprechen, so meinen wir immer, daf3 g
deren Kommutatorfaktorgruppe sein soll, d. h., g ist abelsch und jedes 2; vollsténdig
reduzibel ohne die Einsdarstellung als Bestandteil.

Unter dem Kern eines Darstellungssystems (9, ..., &), bezeichnet mit ker (9,
.., 9;), wollen wir den Durchschnitt der Kerne aller 9; verstehen. '

Der Durchschnitt des Zentrums einer Gruppe (g, o, ..., 8,) mit g ist offenbar
ker (dy, ..., 8;). Das Zentrum einer &-Gruppe (g, d;,..., o,) ist ker (9, ..., &).

Es gilt .
(@, 815 -5 0) = @1 X (82, 01y --5 ), H, & (14)
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wenn g =g; X g, ist und g, in ker (9, ..., 9,) liegt; dabei bezeichnet d; die Be-
schrinkung von 9; auf g,. Ist z. B. g, ¢-Sylowgruppe von g = g, X g, und &, voll-
stindig reduzible Darstellung von g iiber GF(g), so gilt stets (14) mit r = 1. g,
liegt namlich im Kern von 9,, da einerseits nach CLIFFoRD [1], S. 534 und 535, die
Beschrankung von 9; auf g, vollstindig in irreduzible Bestandteile zerfallt und
andererseits eine q-Gruppe iiber einem Kérper der Charakteristik ¢ nur die Eins-
darstellung als einzige irreduzible Darstellung besitzt (vgl. etwa HupPERT [2],
S. 483).

Haben die £ (= 1) Untergruppen Y, ..., %, einer abelschen Gruppe g zyklische
k

Faktorgruppen g/f; (¢ =1,...,k), so gilt g =g, X g, wWo g, =<NHh; und g,
i=1

t

zerlegbar ist in ein direktes Produkt aus héchstens k zyklischen Gruppen. Man kann
dies mittels Induktion nach k|g| folgendermaBen einsehen: Ist k|g| =1 oder
tiberhaupt g zyklisch, so ist die Behauptung klar. Sei fortan g nicht zyklisch. Dann
liegt §; nicht in der Frattinigruppe von g und umfaBt daher einen von der Einheit
verschiedenen direkten Faktor a von g. Auf den Kofaktor 6 in g =a x b und
seine Untergruppe b n1;, kann die Induktionsvoraussetzung angewendet werden.
Sie liefert eine Zerlegung b = b; X b, mit b; < b nf; und zyklischem Faktor b,.
Nun haben wir g =c¢ X b, mit ¢ =a X b; <§,. Nochmalige Anwendung der
Induktionsvoraussetzung, und zwar auf ¢ und die Untergruppen cn¥; (i =2,
-, k), ergibt ¢ =c¢; X ¢y, wo ¢;<cnhyn---nh und c, direktes Produkt
aus héchstens k — 1 zyklischen Gruppen ist. Mit g, = ¢, und g, = ¢, X b, haben
wir nun in g = g; X g, die behauptete Zerlegung erreicht.

Wenden wir das soeben Gezeigte auf die Kerne irreduzibler Darstellungen einer
abelschen Gruppe an, so erhalten wir den

Satz 6. Sei eine Gruppe © = (g, oy, ..., d,) gegeben, wo g abelsch und jedes &;
vollstindig reduzibel ist. Die Gesamtzahl der von der Einsdarstellung verschiedenen
indiquivalenten irreduziblen Bestandteile aller 0; sei k. Dann besteht mit einer gewissen
Untergruppe g, von ker (dy,...,0,) und einem direkten Produkt aus hichstens k
zyklischen Gruppen g, die Zerlegung § = g, X @, und folglich fiir & die Zerlegung
(14).

Folgerung. Die Gruppe & in Satz 6 spaltet sicher dann einen von der Einheit ver-
schiedenen abelschen direkten Faktor ab, wenn k durch die Minimalzahl der Erzeugenden
von g tbertroffen wird.

Eine in bezug auf g; und g, symmetrisch aufgebaute Verallgemeinerung von (14)
ist die Beziehung

(g: al’ vy ar) == (91, 51; ceey 51) X (92, 515 ceey 5r)’ (15)

welche gilt, wenn g =g, X g, und ¢; fir ¢ =1,...,» Summe von zwei Dar-
stellungen ist, deren erste (bzw. zweite) g, (bzw. g,) trivial darstellt und bei Be-
schrinkung auf g, (bzw. g,) mit 9; (bzw. 9;) iibereinstimmt. Um volle Allgemeinheit
zu erzielen, miissen wir in dieser Formulierung bei d; bzw. 9; auch die Nulldarstel-
lung zulassen, die dann aber ohne weiteres gestrichen werden darf.

Satz 7. Die Formel (15) liefert alle und nur die direkten Zerlegungen der &-Gruppen
in zwei Faktoren, wenn man auf der rechten Seite entweder beide Gruppen als &-Gruppen
oder die eine als &-Gruppe und die andere als abelsche Gruppe wihlt.
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Beweis. Sei & = (g, &y, ..., &;) &-Gruppe, ferner & = @, X @, eine direkte
Zerlegung von & in zwei Untergruppen @,;, ®,. Esist & = gm mit m = @’. Wir
setzen m; = @;’ (¢ = 1, 2) und haben m =m; X m,. Fir g € @ gilt ¢ = g,9, mit
eindeutig durch g bestimmten Elementen g, € ®&;, g, € &,. Unter Beachtung
dieser Bezeichnungsweise setzen wir g; = {g;|g € g} fiir ¢+ =1,2. Dann ist g,,8,
eine g umfassende abelsche Untergruppe von &. Wire g,g, > g, 80 wire g;g, n
eine von 1 verschiedene durch g zentralisierte Untergruppe von m, die es jedoch
nicht geben darf. Also ist g = g; X g,. ¢; ruft auf m; (bzw. m,) als Darstellungs-
modul eine Darstellung von g hervor, deren Beschrinkung auf g, (bzw. g2 wir mit
3; (bzw. 3;) bezeichnen. Dann haben wir @&, = (g1, 3y, ..., o), @ = (ga, 0y, ..., Iy,
und zwischen 9;, 0;, 0; besteht der bei (15) beschriebene Zusammenhang

Sind umgekehrt zwei Gruppen §,, ®, gegeben, und zwar beide mit der Eigenschaft &
oder eine als &- Gruppe und die andere als abelsche Gruppe, so kann man schreiben

= (4,015 + 55 0r) s B = (s, 31, 5,), wo 0;und 9; ]ewells Darstellungen tiber
demselben Korper sind, von denen eine die Nulldarstellung seinkann (¢t =1,...,7).
Wir setzen g =g; X g, und konnen ohne weiteres die Darstellungen 31, weis OF
so konstruieren, daBl (15) gilt. Die erhaltene Gruppe (g, &y, ..., ¢;) hat die Eigen-
schaft &.

Folgerung. Eine &-Gruppe (g, 0y, ..., 0,) st sicher dann direkt unzerlegbar, wenn
bei jeder Zerfillung 9; = 9; 1 9;'" wvon 9; in zwei Darstellungen 9;', 0;"" stets gilt
ker (9;, ..., 9,) ker (8,", ..., 8,”") < g.

Wir beschéftigen uns noch etwas eingehender mit solchen Gruppen (g, @), bei denen
g zyklisch ist.

Beziiglich einer zyklischen Gruppe g haben konjugierte Darstellungssysteme stets
denselben Kern, denn in g sind alle Untergruppen charakteristisch. Bei irreduziblen
Darstellungen gilt auch die Umkehrung.

Hilfssatz 2. Zwei irreduzible Darstellungen einer zyklischen Gruppe g tiber demselben
Korper sind genau dann konjugiert beziiglich g, wenn sie denselben Kern haben.

Beweis. Wir miissen noch aus der Kerngleichheit die Konjugiertheit folgern. Dazu
benutzen wir Satz 1 mit r =1, a; =a und ¢ =¢. Kerngleichheit der Dar-
stellungen 9:a — ({')g¢qyx mit d = (t,h) und &*: @ — ({**)g@enx mit d* = (t%, k)
ist gleichwertig mit d = d*. Wir setzen d = d* voraus und kénnen die Kongruenz

= zt*, (k) in x losen. Da x zu —g— teilerfremd ist, gibt es in der arithmetischen
Progression x + k L (k=1,2,...) eine zu |g| teilerfremde Zahl y. Auch fiir sie

gilt ¢t = yt*, (). Bezelchnet 7 den Automorphismus a — a? von g, so gilt o ~ 9*~
iiber K. :

Aus Satz 2, Folgerung 2 und Hilfssatz 2 ergibt sich, da die Gruppe (g, 9) bei Zyklizi-
tat von g und Irreduzibilitit von ¢ eindeutig bestimmt ist durch die Ordnung h
von g, die Ordnung d des Kerns von 9 und die Charakteristik ¢ des zugrunde gelegten
Primkorpers. Wir schreiben in diesem Fall auch (%, d; g) statt (g, ). Der Teiler d

von h unterliegt hier der Nebenbedingung q.{' s > 1, innerhalb der er beliebig
gewdhlt werden kann.
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Die Gruppen (p',p"1;q) (p==¢q, ! =1) sind z.B. genau die einstufig nicht-
abelschen Gruppen im Sinne von REpErI [3], welche nicht Primzahlpotenzordnung
haben.

Ist ¢! die hochste in A aufgehende g-Potenz, so gilt {ibrigens, wie aus den Betrach-
tungen um Formel (14) hervorgeht,

hod
(h,d; q) = (¢") X (?,-é;;q),

wo der Faktor (¢') auf der rechten Seite die zyklische Gruppe der Ordnung ¢' be
zeichnen soll.

Wir beschlieBen auch diesen Paragraphen mit einem Beispiel, welches die rechnerische
Durchfiihrung der Klassifikation im Einzelfalle zeigen soll.

Beispiel. Gesucht sind die nichtisomorphen Gruppen, bei denen die Kommutator-
faktorgruppe den Typus 6,9 besitzt und die Kommutatorgruppe minimaler 13-
Normalteiler ist. Die Gruppen der verlangten Struktur sind (g, 8), wo g wie in Beispiel
1 beschaffen ist und ¢ alle nichttrivialen irreduziblen Darstellungen von g iiber
G F (13) durchlduft. Diese Darstellungen sind in Beispiel 1 bestimmt worden. Zur
Klérung des Isomorphieproblems haben wir die Klassen unter g konjugierter Dar-
stellungen @ zu bestimmen. Dazu benétigen wir die Automorphismen von g, welche
gegeben sind durch a; — a,"“ a,", a, — a," a,’* mit den Nebenbedingungen: 2 } u,,
3|u,, zugleich darf nicht 3|u; und 9|u, sein, 3 4 vy, u,v, == u,v; mod 3. Zu 3(t,, t,)
konjugiert sind dann alle Darstellungen o(t,’, ¢,’) mit ¢’ = 13%(u,t; + uyt,) und
ty" = 13%(v;t; + v,t;) mod 18, wo die u;, v; wie eben angegeben und =z =0, 1,2, ...
zu wihlen sind. Man stellt fest, daB auBer bei d =3 und 6 alle zum gleichen d ge-
hérigen Darstellungen einander konjugiert sind beziiglich g. Bei d = 3 und 6 findet
je ein Zerfall in zwei Klassen statt, und zwar bilden 9(9, 6), (9, 12) bei d = 3 eine
Klasse fiir sich und ebenso 9(18, 6), (18, 12) bei d = 6. Diese Klassenzerteilung
spiegelt sich auch im Kern wider. Wahrend 9(9, 6), 2(9, 12), (18, 6), 2(18, 12) nicht-
zyklische Kerne besitzen, sind die Kerne der iibrigen Darstellungen zu d = 3 oder 6
zyklisch. Die gesuchten Gruppen sind nunmehr

(8, 2(3,2), (g, 2(8,2), (g, 2(3,6)), (g,2(9,6), (3.2(6,6)),
«  (80018,8), (g, 2(9, 18)). (16)

Die definierenden Relationen lassen sich ohne weiteres hinschreiben. Wir wollen dies
nur fiir die erste und die letzte Gruppe tun.

(8, (3, 2)): 00 =, = b8 = b1 = byts — 1,

a;1bya, = byt a;'bay = by?,
a;tbya, = by, ay'bya, = b,
a7 tbga; = by, agtbga, = by,

sonst kommutativ;
(8, 2(9,18)): 0% = a® =8 =1,
a; lba = b8, a;lba, = b1,

sonst kommutativ.
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Es sei bemerkt, daB simtliche Gruppen (16) auf Grund der Folgerung aus Satz 6
einen nichttrivialen abelschen Faktor direkt abspalten. Unzerfillbare Gruppen findet
man z. B. unter den Gruppen (g, 9;, ;) (g wie bisher). So sind nach der Folgerung aus
Satz 7 diejenigen Gruppen (g, 2(t,, t,M), 9(¢,@, tz(”)) direkt unzerfillbar, bei
denen (¢,®, t,M,'18) (t,, t,®, 18) < 6 ist.
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