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Verallgemeinerung eines Satzes von Priifer und Baer

REINER FRITZSCHE

Herrn Prof. Dr. O.-H. Keller zum 65. Geburtstag gewidmet

Ein Satz von H. PRUFER [4] und R. BAER [1] besagt, daB jede primére abelsche
Gruppe, deren Elemente von beschriankter Ordnung sind, eine direkte Summe
zyklischer Gruppen ist. Ein Analogon zu diesem Satz 148t sich fiir eine Klasse
algebraischer modularer Verbénde, die die Klasse der Untergruppenverbéande der
priméren abelschen Gruppen umfaflt, beweisen.

1. Es sei P ein algebraischer (d. h. kompakt erzeugter vollsténdiger) modularer Ver-
band, 0 € P sei das Nullelement, 1¢ P das Einselement von P. Fir a, b € P mit
a <b bilden alle x€ P mit a <z <b einen Unterverband von P, welcher mit
b/a bezeichnet werden soll. Da P modular ist, gilt fir beliebige Elemente a, be P
stets (@ n b)/a =< b/(an b) (siehe z. B. [3]).

Ein Element z € P heiBe genau dann ein ausgezeichnetes Element, wenn z kompakt
ist und wenn z/0 eine endliche Kette ist. Die Liange dieser Kette werde mit O(2)
bezeichnet und heiBe die Ordnung des Elementes z. Z sei die Menge der ausgezeichneten
Elementevon P.Ist z € Z, soistz'durch 2’ <z und O(2') =0(z) — 1 im Fall 2> 0

bzw. 0’ =20 eindeutigdefiniert. Fiir ein beliebiges Element @ € P werde gesetzt:

ad= U 2 (z € 2),
(alle) z<a

a® 2 (gn-vy (n=1),

a® 2 g,

2. Ist P ein algebraischer modularer Verband, welcher die Eigenschaften

(I) aEP$a=Uzn zvez;

vEN

(M) z2<Ub =2 =<Ub’ (€ZbcP)
€N vEN
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besitzt, wobei N jeweils eine geeignete Indexmenge bezeichnet, so gelten die folgenden
Hilfssétze.

Hilfssatzl.a € P = o < a.

Beweis. Esist @ = U 2z nach (I)und a’ = | 2’ sowie 2z’ < z nach Definition. Da-
z=a z=o

hergilt Uz < Uz, also @' <a, qed.

<o 2=a

Hilfssatz2.a < U b, (2,0, € P)=>a' < U Db,

veEN vEN

Beweis. a = U r=Ub =2z U, firalle z <a = 2 < U b, firalle z <a
VEN véN véN
nach (II) = U z =a = UM, qed.

z2=06 veN

Hilfssatz 3. (U a,)(") = U a,™ fiir beliebige Elemente a, ¢ P (» € N) und alle
vEN vEN
natiirlichen Zahlen n > 1.

Beweis. Esist nach (I) Ua, = U ( U z) = U z

N vEN véN \z<a, = UNa
vE
Falls ¢ = U z = ¢™ = | 2™ fiiralle n = 1 bewiesen ist, folgt ( U a,)(") = | z®
2<c¢ 2s¢ vEN 2= U @,
=U[(Uz® = U a™ firalle » =1, was zu beweisen war. veN
veN \z5a, N

Es sei also ¢ = U z. Dann gilt ¢ = U 2 nach Definition. Unter der Annahme
=) — U 21 fur n =2 gilt fur ]edes Element z < ¢ stets 2D < ¢ also

2 < c(") nach (II), also gilt

U 2™ < ¢, (1)
2S¢
Andererseitsist ¢® = (c®V)’ = ) 2. FirjedesElement y € Z mit y < cn-1)
s ] Y )
2SR
giltnach Annahme y <\ 20D, also 3y’ < U 2™ nach (II), woraus U 2z’ < z®™
2<¢ 2Zcn-D) 2=Z¢

folgt. Hieraus und aus (1) ergibt sich die Behauptung

3. Im folgenden bezeichne }; b, stets die direkte Vereinigung der Elemente b, ¢ P.

véN
GemadB [2] heiBe eine Untermenge Q@ S P genau dann unabhdngig, wenn die direkte
Vereinigung der Elemente von @ existiert, und maximal unabhingig in R, wenn unter
der Voraussetzung @ S R & P auBlerdem fiir jedes Element ¢ ¢ R die Relation
cn ( B3 d) > 0 besteht. Ferner heiBe eine unabhingige Menge kompakter Elemente
deQ

des Verbandes P genau dann eine Basis von P, wenn deren direkte Vereinigung das
Einselement von P ist. Bilden insbesondere ausgezelchnete Elemente von P eine
Basis, so werde diese eine ausgezeichnete Basis genannt. Dann kann der zu beweisende
Satz folgendermaBen formuliert werden.

D)
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Satz. Es set P ein algebraischer modularer Verband mit den E@gemchaften (D), (IT)
(siehe oben) sowie

(M) z; Szua und 2,2 va = 2, =z va (2,2€ Z,a € P);

(IV)a™ < b™ und a®™b £ bV = es existiert ein Element z¢€ Z mit z <aub,
2™ =0 und 2D L bD (a,b€c P,n=1);

(V) O(z) < n firalle z € Z, wobei n eine natirliche Zahl ist.

Dann besitzt P eine ausgezeichnete Basts.

Beweis. Da jedes ausgezeichnete Element kompakt ist, ist eine Untermenge ¥ & Z
genau dann unabhingig, wenn jede endliche Untermenge von Y unabhéangig ist, so
daB nach dem Lemma von TEICHMULLER —TUKEY jede Untermenge von Z eine maxi-
male unabhingige Untermenge enthélt. Ist Z, S Z die Menge aller Elemente 2z € Z
mit O(z) = », so enthélt insbesondere Z, eine maximale unabhéngige Untermenge
W, (wobei ohne Einschrinkung der Allgemeinheit Z, == @ vorausgesetzt werden
kann), und diese kann zu einer maximalen unabhédngigen Untermenge W,_, von Z,_,
erweitert werden. Ist allgemein W,_,,; eine maximale unabhingige Untermenge von
Zy iy (1 < r < m), so existiert eine maximale unabhingige Menge W,_, S Z,_, mit

der Eigenschaft W, ., & W,-,. Nach ¢ < n Schritten bricht das Erweiterungsver-
fahren ab, so dal W= g W,-: eine maximale unabhéingige Untermenge von Z mit

an—Wn—lg"'ant —WCZ

ist. Setzt man

def def
w,=2'2 (v=n—1t ..,n), W=Wy
2€W,

so gilt
2€Zund0(z) =1 = z < w,

denn aus z £ w wirde z nw = 0 folgen im Widerspruch zur Maximalitidt von W.
Unter der Annahme, dal die Aussage

2€ZudO0(z) =k —1 = 25w
richtig ist, sei 2z € Z ein Element mit den Eigenschaften
O(z) =kundz £ w.

Dann gilt z¢ W, und, da W, maximal unabhingig in Z, ist, z nw;, > 0. Wegen
2 € Z existiert daher eine natiirliche Zahl r mit 1 < r < k und

znwp =20 S wy, 20D wy
Nunmehr werde angenommen, dafl die folgende Aussage richtig ist:

ein Element y, € P sowie eine ganze Zahlj mit y, < wy, 2, < y o+

20 € Z mit zg S w, und O(z)) =k — s (1 =< s < k) = es existiert
(4)
und 0 =j <k —s.

Setzt man 2z, =2M und s =r, so folgt die Existenz eines Elementes y, < w
mit 20+ <y (0 <j <k —r), und wegen "V <y, S w, und 2D L w,
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existiert eine ganze Zahl ' mit 0 < ;' <4, so dal
2rH) < gy -1 $ Yol
gilt. Nach (IV) existiert daher ein Element y, € Z mit den Eigenschaften
Y1 <SYouz, > =0, y,0H-D 4y D) (2)

woraus O(y,) =7 + 7' < k und nach Induktionsannahme y; < w folgt. Nimmt
man an, daf

N=Yu?
gilt, so folgt unter Benutzung der Hilfssdtze 2 und 1

YD < (=D g 2rH) < gy (=D y gy ) = gy (-1
im Widerspruch zu (2). Aus der Annahme

nfyu?
folgt andererseits nach (III)

REYUh S uw =w,

was der Voraussetzung iiber z widerspricht. Diese Voraussetzung ist daher unzuléssig,
und es gilt

z<wfurallez € Z,

also
a=Uz<Zw firalle a ¢ P,
z=o
was mit
w=1

gleichbedeutend ist. W ist demnach eine ausgezeichnete Basis von P.

Es muB nun noch die Richtigkeit der Aussage (A) nachgewiesen werden. Da jedes aus-
gezeichnete Element 2o € Z nach Voraussetzung kompakt ist, folgt aus z, < w

stets 2o =< Z 2, Wobe1 {1, ..., 2} eine geeignete endliche Untermenge der Menge
W, ist, und y = )—' z; = y < w; gilt fur jedes Element y € P und jede endliche
Untermenge {zl,. 7 z,,,} S W,. Es geniigt daher, fir jede endliche Untermenge
{21, ---> 2m} von W, zu beweisen, daB aus zy € Z mit z, éi)_l,": 2z und O(zg) =k —s

1=ss < k) die Existenz eines Elementes y, € P und einer ganzen Zahl j mit

Yo = Z‘ 2, 2eM <y und 0 <j <k — s folgt. Dies ist mittels vollstandiger
Induktlon moglich.. -
Fir m =1 ist zy < 2;, also zq = 2, mit t__O(zl) ORy) =k — (k —3s) =s,

so daB 2z, < 2,®, also z," < y 8D mit yo__ 2z, und §j =0 gilt. Es werde ange-
nommen, daB die Behauptung fiir jede Untermenge {z,, ..., 2/} E W, mit m’ <m
richtig ist, und es sei

m
20 = X 2. \

i=1
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Falls
w
20032, >0 (1= <. <ip=m)
=1

mit 1 = m' <m gilt, ist
o
20n ) 2z, =2® (0=<h< O(zo)),
1=1

woraus wegen O(z™) =0(20) —h =k — (s + k) >0, d. h 1=s + kh < k, nach
Induktionsannahme die Existenz eines Elementes y, =< Z z,,S 2 z; und einer
ganzen Zahl j’ (O <7 <k —(s+h) mit 2™ < yo<’+"+7} folgt, so daB die Be-
hauptung mit j = Shti<k—s richtig ist. Es muBl demnach noch der Fall
m—1
zoniél’ 2; =2yN2, =0

untersucht werden. Zur Abkiirzung werde

det M1 def def
V=2 2, T=29U2y, Y=29Up,
i=1
gesetzt. Da P modular ist, gilt
Tz 22 20/(29 N 2m) = 20/0. 3)
Ferner ist

@ny)uzy =0Cupuy)nz=(uy) nx =2,

also
Bfzm (xny)/((@ny) n Zm) =@ny)/(y nzn). (4)
Weiterhin gilt
@nvR) U nzy) =(@nvm)Uzs)ny =20y,
so daB
@ 0 Y)Y 0 2m) =2 (@ 0 vy)/((@ 0 V) 0 (Y 0 2m) = (@ 0 0,)[0 (5)
folgt. Des weiteren gelten die Gleichungen
U nzn) =(@Uza) Ny =20y, (6)
Zu(@nvy,) =@Feuvy)ne=2ny, (7)

woraus sich
(@ n Y)fz0 22 (Y 0 2m)/((% 0 2m) 0 20) = (¥ 1 2)[O, ®)
(@ n 9)/zo 22 (% 0 v)/((@ 0 0m) 0 20) = (@ 1 V)[0 9)
ergibt. Aus (3), (4), (5) folgt
(@ 0 vy)[0 =2 2/0, (10)
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was insbesondere bedeutet, daB (z n v,,)/0 eine Kette der Linge %k — s ist, so daB
def
Zg =1 N Oy

die Eigenschaften z, € Z, O(z,) =k — s, 2z, = v, besitzt, woraus nach Induktions-
annahme die Existenz eines Elementes y, € P und einer ganzen Zahl j mit

Ye = Vpy 2D 9,00, 0Zj <k —s (11)
folgt. Aus (8), (9), (10) ergibt sich
(@ ny)fzo 2 (¥ N 2m)/0 = (2 0 vy)/0 =2 2/0, (12)

so daB diese Unterverbinde simtlich Ketten der Linge k¥ — s sind. Sind w,v € P
Elemente mit

O=su=zxznv,, O0=v=ynz,,
so gilt w, v € Z wegen (12), u nv =0 wegen v, nz, =0 und
20=SVUZ =Y, 2g=uUUzZg=aNnY : (13)
wegen (6) bzw. (7). Ist
O(u) = 0(v),
so ergibt sich aus (12) und (13) % uzy < v Uzy = (% U V) U2y, und daher gilt
((uuv)nz#)uv:(vuzo)n(uuv) =uUv.
Hieraus und aus
(wuv)nzg)nv=vnzg<2nn2e=0
folgt schlieflich
((w u®) n2)/0 = (w U w)fv = uf(u nv) = u/0,
so daBl wegen (wuv)nzyg<2,€ 2
(wuv)nzg =20 <uuw (14)
mit g =k — s — O(u) gelten muB. Es sei jetzt
?/od=ef?/* U zp®)
mit k' <= O(2n) — k = 0. Dann gilt nach Hilfssatz 3 und (11)
Yoot = g ) U 2, GHH) 2 2, () | g, (i), (15)
Dabei ist \
0<2D <z =200, 0<2,8) <yonz,,
letzteres wegen

O (2 ®+)) = O(2m) — (8 +J + ¥') = O(zm) — (s + 7 + O(zm) — k)

=k—8—)J=k—s5=0(ynz,)
nach (12). :
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Da auch O(2,?) =k — s —j gilt, ist die Voraussetzung
0(2,D) < O(2,04%))
erfiillt, so daB aus (14)

2@ < 2, U 2, 8H4)

mit g=k—8—00@P) =k —s—(k—s—j)=j folgt. Zusammen mit (15)
liefert dies

zo(i) < ?/f;” N s

was zu beweisen war.
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