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Uber einen Satz von Zariski

GusTAv BUROSCH

Herrn Prof. Dr. O.-H. Keller zum 65. Geburtstag gewidmet

In [7] beweist Zariskl folgende Aussage fiir projektive Varietdten. Sei V* das
monoidale Bild einer Varietit V mit der Untervarietit W c— V als Zentrum.
Moge W, eine Untervarietit von W bezeichnen, die einfach auf W und einfach
auf V ist. Dann ist mit s = :dim W und &; =:dim W, sowie r =:dim V das
(eigentliche) Bild 7'[W,] von W, auf V*eine irreduzible Untermannigfaltigkeit von
T[W], hat die Dimension r — 1 — s + s, und ist einfach auf 7'[W] und einfach
auf V*. AuBlerdem ist jede irreduzible Untervarietat von T'[W,], die W, entspricht,
einfach auf 7'[W,], T[W] und auf V*.

Ist V, eine affine Varietdt von ¥ mit dem Koordinatenring 4 = kfwy, ..., w,],
die die Untervarietat W, enthilt, und ist p bzw. p; das Primideal aus 4, das der
Varietit W bzw. W, entspricht, so sind die Voraussetzungen iiber die Einfachheit
von W, auf W und V bekanntlich gleichwertig damit, daB die lokalen Ringe R; = 4,
und R,/p R, regulir sind. Nun kann man versuchen, fiir beliebige lokale Integritats-
bereiche B; und R = (R,)y, Y < R; Primideal, die diesen Bedingungen geniigen,

den Oberring R = R, [%] , % €Y, zubilden, den Ringen R, und R Ringe R,* bzw.

R* aus M(R), die R, bzw. R dominieren, zuzuordnen und den Satz von ZARISKI
als Aussage iiber die Dimension und Regularitit dieser Ringe bzw. des durch R*
bestimmten Restklassenringes von R * zu beweisen. Dieses Problem 16ste NORTHCOTT
in [6]. Fir Ringe A4, die tiber einem Korper endlich erzeugt sind, liefert das Resultat
von NorTHCOTT das Ergebnis von Zariski, da man dann bekanntlich von der
Dimension eines lokalen Ringes auf seine Kodimension schlieBen kann (der Begriff
Kodimension eines lokalen Ringes in einer gewissen Menge V von lokalen Ringen
wird dabei im Sinne der kombinatorischen Kodimension aus [4] verwendet; vgl.
auch [2]). Fiir beliebige noethersche Integritatsbereiche 4 ist das nicht moglich.
Daher kann man als eigentliche Verallgemeinerung des Satzes von ZARISKI solche
Aussagen ansehen, die (unter anderem) iiber die Dimension und die Kodimension
der entsprechenden lokalen Ringe in dem monoidalen Bild von ¥V Auskunft geben.
Wir werden diese Aufgabe im folgenden fiir noethersche Integritdtsschemata losen
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und dabei noch die Zariskischen und Northcottschen Voraussetzungen iiber die
Einfachheit z. T. abschwichen, indem wir statt regulirer lokaler Ringe Macaulay-
Ringe betrachten. Speziell wird bewiesen, daB bei den betrachteten monoidalen
Abbildungen jedes lokal Macaulaysche noethersche Integritiatsschema in ein eben-
solches iibergefithrt wird. Bezughch der verwendeten Bezelchnungen sei auf [4]
und die Arbeiten [1] und [2] verwiesen.

Ausgangspunkt ist ein gewisses noethersches Integritiatsschema V, welches zwei
Eigenschaften habe:

I. V ist die Vereinigungsmenge UM (4;), wobei A4, ..., A, Integritdtsbereiche mit

dem gleichen Quotxentenkorper K sind und M (B) fir einen Integrititsbereich B
stets die Menge aller Quotientenringe von B beziiglich Primidealen aus B bedeute.

II. Keine verschiedenen lokalen Ringe aus V werden von ein und demselben Be-
wertungsring von K dominiert.

Fiir die Elemente z,, 2,, ..., %, aus K nennen wir mit den Bezeichnungen
_ %i A:: i 1 -k - 1
x,-—_a—, ap€d;; 9=1,...,n; k=0,....,m; 1 =1, ...,m,

jo

A;‘,‘_A[a"’ : “—"ﬂJ 0<k<m,
a,,, aik

die Menge V* = U M(A}) das durch ,, ..., , bestimmte monoidale Bild von V.

Mit V hat auch V* die Eigenschaften I und II. Fir R € V bzw. R* ¢ V* bedeute
codim R bzw. codim R* stets die bzgl. V bzw. V* definierte (kombinatorische) Ko-
dimension.

Satz 1. Ses R € V ein Macaulay-Ring und dim R = d, codim R = c gesetzt. Dann
existiert zu jeder Zahl i, 0 < ¢ < d — 1 ein monoidales Bild V* von V mit den folgen-
den Eigenschaften:

1. In der Menge der R dominierenden lokalen Ringe aus V; gibt es genau ein maximales
Element R*.

2. Es ist dim R* = d — ¢, codim R* = ¢ + 4.

Beweis. Mit @y, ,.., a; als Parametersystem von R setzen wir z; =:%, p == 1,2,
d

,d —1, und bezeichnen mit V;* das durch =z,,...,x; bestimmte monoidale
Bild von V.Sei R; =:R [z, ...,2;]. Nach [1], Lemma 2, ist m* =: mR; ein iiber
m liegendes Prmdeal m bezeichne das Maximalideal von R, und daher R* = : (R;)s
einziger maximaler Ring in der Menge der R dominierenden Ringe aus M (R;).
Bezeichnet » die durch die Ordnungsfunktion des Ideals (a,,...,as)R bestimmte
Bewertung von K, so iiberlegt man sich, da3

B, — R|2 % Y ) = ;
R; =: R[“i s “i] SR, j={1,...,1,d},
und » in dem Ring R; das Zentrum mR; hat (dieser Gedanke ist im Beweis von [1],
Lemma 2, ausfiithrlich dargelegt). Daher ist R* der einzige maximale Ring in der
Menge der R dominierenden Ringe aus V;. Sei ®; der kanonische Homomorphismus
von R mit dem Kern mR; auf den Ring R; =: ky, [y, ..., %], by =: B/m, T; be-
deutet den m R;-Rest von z;. Der R-Rang von V*, d. h. der Transzendenzgrad von
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R, iiber ky, (vgl. [2]), ist gleich i. Denn angenommen, es gibt ein Polynom f(X,, ...,
X;) vom Grad ¢ mit Koeffizienten aus ky mit f(%;...,%;) = 0. Dann bezeichne
Xy, .... X)) € R[Xy, ..., X;] ein Urbild von f, dessen Koeffizienten Einheiten
in R sind. Wegen f(zy, ..., x;) € mR; ist fiir eine gewisse Zahl r '

agtt - f(xy ..., 7;) € (aBR)+ . m,

wobei a =: (a,...,a)R ist; ag+f(x,, ..., ;) ist aber gleich a4 -g(ay,...,a;
ag), wobei g(X,, ..., X;;) eine Form vom ¢-ten Grad mit Einheiten aus R als
Koeffizienten ist. Das widerspricht aber einem bekannten Satz iiber das Parameter-
system in einem lokalen Ring (vgl. [8], Kap. VIII, Satz 21). Die Aussage iiber die
Kodimension von R;* und die Behauptung 1 ergeben sich nun aus [2], Lemma 4.

Es bleibt die Behauptung iiber die Dimension von R* zu beweisen. Offenbar ist m*
ein isoliertes Primideal von aR; = (@41, - .., @g) R;, denn jedes Primideal zwischen a R;
und m* wiirde ein Primideal zwischen a und m bedeuten. Daherist A (m)* =dim R;*
=d —i. Umh(m*) =d — ¢ zu erhalten, zeigen wir, daB kein isoliertes Primideal
von (@i, ..., @i4;) B; das Element a;y;, enthdlt, 1 <j <d —¢ — 1. Denn dann
enthidlt m* echt ein gewisses Primideal p,* von (@4, ..., @s—1) R;, p,* enthilt echt
ein gewisses Primideal p,* von (a4, ..., @g-9)R; usw. SchlieBlich enthdlt p3}_; ,
echt ein isoliertes Primideal p} , ; von (a;y;), und wegen

m*o pF oD pi o (0)

gilt A(m*) =d — 4, d.h. h(m*) =dim R* =d — <.
Sei nun g* ein isoliertes Primideal von (@44, ...,24;)R;;1 <j<d —i¢ — 1. Dann
gilt mit q = :q* n B nach [1], Satz 1, Ry = (R;)q+, und g ist isoliertes Primideal
von (@44, ..., @iy;) R, enthélt also nicht das Element a;,;,,, da die Elemente a, ..., a4
eine Primfolge in R bilden. Damit ist Satz 1 bewiesen.

Satz 2. Sind R, R, lokale Ringe aus V, R, eine Spezialisierung von R und Macaulay-
Ring und wird d = :dim R, d, = :dim Ry, ¢ = : codim R, ¢, = : codim R, gesetzt,
so0 gibt es ein monoidales Bild V* von V mit folgenden Eigenschaften :

1. In der Menge der R bzw. R, dominierenden lokalen Ringe aus V* gibt es genau ein
maximales Element R* bzw. R *, wobei R* eine Spezialisierung von R* ist.

2. Es gilt dim R* =1,dim R* =d; —d + 1, codim BR* =d + ¢ — 1, codim R*
=d + ¢; — 1. R* und R* sind Macaulay-Ringe.

Beweis. Mit R = (R,), ist p = R, ein Primideal der Hohe d, und es existiert ein
Parametersystem (ay, ..., @) in R, fiir welches p ein isoliertes Primideal des Teil-

systems (ay, ..., aq),d < d, ist. Sei V* das durch die Elemente 21—, ...,C—zi_—l be-

2] 2]
stimmte monoidale Bild von V. Durch Betrachtung der Ringe E; =: R %, Gt %]
— i i
bzw. R; =:R, %l, ...,%] ,7 =1,...,d,iberzeugt man sich wie Beweis des Satzes 1
i

davon, daB es in der Menge der R bzw. R, dominierenden Ringe aus V* jeweils genau
ein groBtes Element gibt. Speziell folgt aus der Tatsache pR; = m,R,; m, das
Maximalideal von R;, da nach [1], Lemma 3, p R; ein Primideal ist, daB R,* eine
Spezialisierung von RB* darstellt.

Die behaupteten Dimensions- und Kodimensionsaussagen fiir B,* und R* folgen aus
Satz 1 fir ¢ =d — 1. Wir haben noch zu zeigen, daB R,* und damit auch der Quo-
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tientenring R* ein Macaulay-Ring ist. Sei B, © R*. Mit_a; =: (a4, ..., ag) R, gilt
a;Rq = (ag, ..., ag) Ry Nach [1], Lemma 2, ist m;* = :m,R, ein isoliertes Primideal
von a,R,. Daher ist ay, ..., a5 ein Parametersystem in R;*, und nach Definition
eines Macaulay-Ringes haben wir ay, ..., az als Primfolge in R nachzuweisen.

Wir setzen a; = : @44, Nach [8], Anhang 5, Lemma 2, geniigt es zu zeigen, dal} aus
der Annahme, ein isoliertes Primideal p** von (@4, ..., @) Bi*, 1 = §.=< d; —d,
enthalte das Element @4,4,, ein Widerspruch resultiert.

Seialso agjiy € P** angenommen. Dannist p* = : p** n R, einisolierter Primideal
von (@gs -- -, @4+j) Rgund enthélt ag,jy;. Nach [1], Satz 1,ist dann p = : p* n R, ein
isoliertes Primideal von (@gy, ..., @4;), welches das Element a4, enthilt. Da die
Elemente a,, ..., @, eine Primfolge in R, bilden, bedeutet das einen Widerspruch.
Damit ist R* ein Macaulay-Ring und der Satz 2 bewiesen.

Folgerung. Ist mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen von Satz 2 R** eine R,
dominierende Spezialisierung von R*, so ist R** ein Macaulay-Ring.

Beweis. Man kann etwa R** = (R;)y++ annehmen. Das Primideal m** ist in
einem maximalen Primideal aus B; enthalten, welches notwendig ebenfalls {iber m,
liegt. Ist der Quotientenring von R, bzgl. dieses maximalen Primideals Macaulaysch,
so gilt gleiches offenbar fiir m**. Daher kann man 0.B.d.A. m,** als maximal an-
sehen.

Nach dem Beweis von Satz 1 ist

E = ﬁd/ml* = k’m;[:_ily ceny ﬁd_l]
ein Polynomring. Das Bildideal von m** in diesem Polynomring hat eine Basis

Fr®rs «oos Bgea)s ooos Fat (@ - oor Bag)

aus d — 1 Elementen. Mit fi (2, ..., %sq) € Rg als Urbild von fp(F,, ..., %sq)
bilden die Elemente

/1; ""fd—l’am vy adl (1)

eine Primfolge und ein Parametersystem in dem lokalen Ring (ﬁd)mlu‘. Dazu ﬁberlegt

man sich zunéchst, daB m,** ein isoliertes Primideal des von dem System (1) in R,
erzeugten Ideals ist und wegen A(m**) =h(m*)+d —1=(d;, —d+1)+d
— 1 =d, das System (1) in (R,;) tatsichlich ein Parametersystem ist. Die Prim-
folgeneigenschaft des Systems ay, ..., @5 in R,** iiberlegt man sich dhnlich wie in
obigem Beweis fiir den Ring R,*. Da ferner die Elemente f,, ..., f;; eine Primfolge in
R bilden, iiberlegt man sich leicht, daB auch das System (1) eine Primfolge in R dar-
stellt.
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