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Ein Zusammenhang zwischen Fries-Zahlenmuster
und Orthoschemketten

JOHANNES BOHM

Herrn Prof. Dr. O.-H. Keller zum 65. Geburtstag gewidmet

1. Einleitung

Beim Studium von Fries-Zahlenmustern der Ordnung 7, deren Elemente — abgese-
hen von den beiden Randzeilen — positiv sind und alle eine unimodulare Relation
erfiillen, stellt CoxeTERr [5] fest, daB diese Muster zwei Bewegungen gestatten, ndm-
lich eine horizontale Translation um # Elemente und eine Gleitspiegelung in bezug
auf die horizontale Mittellinie. Andererseits la8t sich zu einem rechtwinkligen Sim-
plex im r-dimensionalen elliptischen Raume, einem sogenannten Orthoschem (vgl.
etwa SCHLAFLI [9]) in Verallgemeinerung der Neperschen Regel [7] und des GauBschen
Pentagramma Mirifikum [6] in bestimmter Weise eine geschlossene Kette von r 4 3
Orthoschemen konstruieren, die iiber einem Kantenzug von r 4 3 hypotenuseartigen
Orthoschemkanten zusammenhingen (vgl. [1] und [9]). Es soll hier gezeigt werden,
daB sich die Elemente einer wohlbestimmten Zeile eines beliebigen Friesmusters der
Ordnung n (= 4) mit positiven Elementen im wesentlichen stets jeweils mit den MaB- -
zahlen fiir die aufeinanderfolgenden Kanten des Kantenzuges einer geschlossenen
Kette von (n — 3)-dimensionalen geeigneten Orthoschemen identifizieren lassen.
Die Einschrinkung ,,im wesentlichen‘ soll bedeuten, daB das Quadrat der Tangens-
funktion von den Kantenmafzahlen zu nehmen ist. Die Umkehrung dieses Ergebnisses
erweist sich nur im Fall der Ordnung n =2m +1 (m =2, 3,4, ...) als richtig.
Falls n gerade ist, d. h. also bei ungerader Dimensionszahl, ist die Umkehrung nur
. fiir eine Klasse von speziellen Orthoschemen moglich. Lassen wir in unserem Muster
auch negative Elemente zu, dann kénnen wir die Ergebnisse vermittels analytischer
Fortsetzung auf Orthoschemketten im hyperbolischen bzw. Minkowskischen Raum
tbertragen.

2. Friesmuster

In Rede steht ein Fries-Zahlenmuster n-ter Ordnung, das ein (n + 1)-zeiliges Schema
(@) mits =0,1,2,...,n;k=..., —2, —1,0,1,2, ... (2.1)
darstellt. Ferner mogen die folgenden Eigenschaften fiir beliebige & gelten:
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(a) @,k = @n,x =0,
(b) A1,k = Ap—y g, = 1»
(c) @i,k >0 l<i<n-—1),

(d) @ik * @ikt — Bicys kb1 B,k = 1 1=t=n—1).

2.2)

Das bedeutet, daB die Elemente der oberen sowie der unteren Randzeile durchweg
gleich Null sind und die jeweils nichsten Zeilen nach dem Inneren des Musters aus
Einsen bestehen. Alle Elemente, abgesehen von den Randzeilen, sind positiv, und die
vierte Eigenschaft beinhaltet, daBl immer die Elemente

BN ZES S AR
Cr @i Bigrr " - ‘ (23)
SR P

eine ,,unimodulare‘ Gleichung befriedigen. Ein Beispiel fiir ein solches Muster (hier
speziell — aber nicht notwendig — mit ganzen Zahlen) ist etwa

0000000000 ---

111111111

.3 14123131

.2 288315222 .... (2.4)
1522233165 .-
12313141 2.

111111111

.0 0000O0O0O0O0TO0---

Driicken wir a;; durch die Zweizeigersymbole (r, s) aus mit
ay = (k, k+ 1), (2.5)
so gilt geméB unserer Eigenschaften (2.2)
(a) (k, k) = (k, & + n) =0,
)k o4+ 1) = (b kb +n —1) =1, (2.6)
() (kb k+19)>0fir 1 <i<m—1,
d) (kb +3) -+ 1Lk+1+4) —(k+1LE+0) - (kE+i+1) =1
firl <i<n—1 A
oder, wenn wir k = r, k + 1 = s, setzen anstelle (2.6d)
(r,8)-(r+1,8s+1)—(r+1,8):(r,s+ 1) =1. (2.7)
Diese letzte Beziehung ist, wenn wir wegen (2.6b)
(r,8)(r+1,84+1)—(r+1,8)(rs+1)=(rr+1)(s,s4+1) =1 (2.8)
schreiben, ein Spezialfall mit ¢ =7 4+ 1 und % = s 4 1 fiir die Relation
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(7’, 8) (t: u) e i (T, t) (u7 3) -+ (7‘, u) (8, t) =0 (2'9)
mit der Nebenbedingung fiir beliebige ¢ :
(,¢g+1) =1 (2.10)

Nach MiTriNovIc-PRESIC [8] lautet ndmlich die allgemeine Losung dieser Funktional-
gleichung (2.9)
(r,s) =f(r)g(s) —f(s)g(r) : (2.11)

mit beliebigen Funktionen f(¢) und g (f). Darum gilt auch hier stets fiir alle r und s
(was beim Vergleich von (2.8) mit (2.9) bereits beriicksichtigt wurde)

(r,8) = —(s,7) (2.12)
und somit auch

(r,r) =0. (2.13)
Diese Darstellung (2.11), jetzt

(r,8) = f;gs — fsg, fir ganze r und s (2.14)

geschrieben, gab CoxETER [5] Veranlassung, das allgemeine Glied a; eines Fries-
musters der Ordnung = aus einer Diagonalreihe, etwa aus

as.o = (0, 8) (S =0’ 1: sisoy n)’ (2.15)
(eindeutig) zu bestimmen. Denn setzen wir gemaB der allgemeinen Losung (2.14)

(0, 8) = fogs — fs90 (2.16)
und fordern

(0’ S) = s (2.17)
dann erhalten wir

fo=1 (2.18)
wegen g, = (0, 0) = 0. Infolge _

(8,8 + 1) = fsfsrs — for9s =1 (2.19)
konnen wir auf Grund der unimodularen Relation (2.7) fiir das Muster identifizieren

fo = (—1,8); : (2.20)

denn wie wir sofort sehen, gilt im Muster

cofo1,80=1(0,0) =0, ...,
..-fo = 1, gl = (O, 1) = 1, sy
0092 =10(0,2),---

P (2.21)
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was ferner

fa=l1=92=0,fps =gp1 =1 (2.22)
zur Folge hat. Die iibrigen f, lassen sich dann sukzessiv bestimmen aus

1
f= et s a2 . (2.23)
Jst1

mit den Anfangsbedingungen

faie =1 und g, =(0,8) =a,, (s=1,...,n —2). (2.24)

Unm fiir beliebige s die Werte f, und g, zu bestimmen, zeigt COXETER, daB sich aus den
bisherigen Relationen die Fortsetzungen der f, und g, notwendig periodisch mit der
Halbperiode 7z ergeben zu

fa+n = - f.s und Jotn = —Ys- ; (2-25)
Denn wir erhalten aus (2.9) mit f =s — 1 und » = s + n unter Beachtung von

—1,8) =a1,¢1=(,84+n—1) =a,4,,=1 (2.26)
(vgl. (2.6b)) und

(8,8 +n) =a,,=0 (2.27)

(vgl. (2.6a)) und gemaf (2.9)

s—1,s4+n)+1=—1,s+n)-14+1-14+0-0
=@6—1,84+n)8s+n—1)+(—1,8)(+n—1,8+ n)
+ @ —1,8s+n—1)(+n,s)

=0 (2.28)
die Beziehung

(r,8)(s—1,8s+n)+ (r,s —1)(s+n,8) + (r,s +n)(s,s —1) =0. (2.29)
Daraus ergibt sich

0 =(r,8) 4 (r,8 + n) = (frgs — fs9r) + (f:@stn — fstngr) (2.30)
oder

fr(@s + gsrn) = 9r(fs + forn) (2.31)

Da dieses fiir beliebige r und s richtig sein muB, (z. B.fir r =72 — 1 und r = 0),
folgt sofort (2.25). '

Aus (2.25) 1aBt sich schlieBlich wegen
(s 7 + 1) = fsGrin — frns

= —fsfy + frgs = (1, 8) (2.32)
die fiir das Muster fundamentale Beziehung
() =(s,r+m) =(r+mns+n) (2:33)

herleiten. Die Beziehung (2.33) bedeutet, dafl das Muster eine Gleitspiegelung an
seiner Mittellinie gestattet. Die nochmalige Anwendung dieser Gleitspiegelung ergibt
beziiglich des urspriinglichen Musters eine Translation in Richtung der Mittellinie
um 7z Elemente. Beides erkennen wir schnell, wenn wir die Gleichung (2.33) in den a;;
aufschreiben und s — r = h setzen:
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Qh,r = Qn~h> r+h = @b, r+n- (2.34)

Dann stellt die erste Gleichung in (2.34) — abgesehen von der Spiegelung, die die
Zeile b in die Zeile n — kb bringt — eine Translation in positiver Zeilenrichtung um

1 n
2—{(n—h)-—h} —|—h=§ ' (2.35)

Elemente dar. Die zweite Gleichung in (2.34) 1iBt die reine Translation mit fester
Zeile h und Verschiebung um n Elemente erkennen. Daher hat zum Beispiel ein
Friesmuster der Ordnung fiinf in Zweizeigersymbolen die folgende Gestalt:

- (44) A(00)  (11) (22) (33) (44)
(01) (12) (23) (43)
(03)  (14)\(02) (13) (24)
(13)  (24)\(03) (14)
- (12)  (23)  (34) \(04)
(22) (33) (44)

(00) (11) (22)--
©1) (12) .-
(03)  (14)\ (02) (13)---
02) (13)  (24) \((03)

01) (12) (23) (34)
00) (11) (22) (33) (44)

(2.36)

(04

Bei einem Friesmuster gerader Ordnung n = 2m gestattet darum die Mittellinie
bereits eine Translation in seiner eigenen Richtung um m Elemente.

3. Orthoschem-Ketten

Ein Orthoschem S§™ in einem Riemannschen Raum konstanter Kriimmung (vgl.
etwa [2]) ist ein (n — 1)-dimensionales Simplex mit den folgenden Eigenschaften: Es

hat n Ecken 1, 2,3, ..., n. Die Keilwinkel «;, zwischen zwei diesen Ecken jeweils
gegeniiberliegenden Wianden ¢ und %4 des Orthoschems sind stets glelch =, wenn
|1 — k| > 1 ist. Folghch gibt es n — 1 eigentliche Keilwinkel

v (=12,...,n—1), : (3.1)

die das Orthoschem bis auf seine Lage im Raum vollsténdig und eindeutig bestimmen.
Wir wollen hier den elliptischen Fall mit £ = 1 betrachten und verwenden zweck-
mafigerweise als Modell des Raumes die Oberfliche der n-dimensionalen Einheits-
Hyperhalbkugel, auf der wir unser Orthoschem gelegen denken.

Ein beliebiges eigentliches Polyeder in diesem Raum laBt sich stets durch Orthoscheme
zusammensetzen, fiir deren samtlichen Keilwinkeln

0<v® < ’21 3.2)

gilt. Orthoscheme, die dieser Beziehung (3.2) geniigen, kénnen wir folglich als Bau-
steine fiir beliebige Polyeder auffassen. Wir wollen darum jetzt nur solche Ortho-
scheme betrachten.

Diejenigen Kanten und Winkel beliebiger Ordnung unseres Orthoschems, die ver-
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gchieden von ;—t sein konnen, lassen sich bequem durch die Coxeterschen Vierzeiger-
symbole [4] gemaB der folgenden Festsetzung bezeichnen:
a) Kante zwischen den beiden Eckpunkten &, und k&, (k; < &,):

[0, &y, &y, m + 1]. - (3.3)

b) Dreieckswinkel im Dreieck mit den Eckpunkten ky, k,, ks (k; < ko << k3):
Winkel bei k&, : [ky, ko, kg, m + 1],
Winkel bei £, : infolge der Orthoschem-Eigenschaft, (3-4)
Winkel bei ks : [0, &y, ko, ks

c¢) Tetraederwinkel im Tetraeder mit den Eckpunkten ki, ky, ks, ky (by < ko < k3
< ky):

Keilwinkel an der Kante [0, ky, ky, » + 1]: [ky, ks, ks, ky). (3.5)

Alle iibrigen Winkel des Orthoschems, die verschieden von 721 und bisher noch nicht

erfaf3t sind, stimmen infolge der Rechtwinkelkonstruktion des Orthoschems mit einem
der hier bereits angegebenen Winkel iiberein und sollen darum dasselbe Symbol wie
dieser erhalten. Fiir die Vierzeigersymbole gelte

4
o H 39y t: )

ORI ) (3.6)
II,[r, s, t, u],

falls 0 < r<s<t<u=n-+1,II, eine ungerade und I7, eine gerade Permuta-
tion ist.

Durch die Angabe von n — 1 geeigneten (unabhingigen) Elementen eines Ortho-
schems, z. B. den n — 1 Keilwinkeln

vk(2) =5 [IC - 1: k: k, + 1: k + 2]’ (3'7)

sind seine iibrigen Elemente eindeutig bestimmt. Damit jedoch gesichert ist, daf im
elliptischen Raum ein Orthoschem mit vorgegebenen Keilwinkeln existiert, miissen
zwischen diesen Keilwinkeln gewisse Ungleichungen erfiillt sein. Mit Hilfe solcher
Ungleichungen 148t sich dann sofort entscheiden, ob zu vorgegebenen Keilwinkeln
das Orthoschem in einem elliptischen, hyperbolischen oder gemischten (Minkowski-
schen) Raum sich realisieren 1agt.

Zwischen verschiedenen Orthoschem-Elementen bestehen i. a. gewisse Bindungen,
die durch eine Verallgemeinerung der fiir das rechtwinklige spharische Dreieck be-
kannten Neperschen Regel beschrieben werden kénnen. So gilt fir die fiinf Elemente .

[r,s,t,u] =a, [v,7,8t] =a, [, vr 8] =a,
[t, u, v, r] = a3, [s,t, u, v] = ay, (3.8)
fals 0<r<s<ti<u<v=n+1, rst 4,v ganz und )
tan? a; =¢; (3.9)
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gesetzt wird,
t; = tiptis — 1 (Index modulo 5) (1=0,1,2,3,4). (3.10)

Fithren wir anstelle der Vierzeigersymbole die Coxeterschen Zweizeigersymbole
(r,s) (= —(s, 7)) ein (vgl. [4]), die mit den Vierzeigersymbolen durch die Beziehung

(r,u) (s,1)
(r,s) (¢ %)

verkniipft sind, so stellt (3.10) die Funktionalgleichung (2.9) dar, wie man schnell veri-
fizieren kann. Wir erhalten also so wiederum unsere bereits im zweiten Abschnitt
eingefithrten Zweizeigersymbole. Fiir die Existenz eines eigentlichen Orthoschems
im elliptischen Raum ist notwendig und hinreichend, daf samtliche Zweizeigersym-
bole, aus denen die Orthoschem-Elemente aufgebaut werden, positiv sind.

tan?[r, s, t, u] = (3.11)

Der Neperschen Regel fiir das rechtwinklige sphirische Dreieck (das ist ein zwei-
dimensionales Orthoschem S®) konnen wir als geometrische Interpretation die Figur
des GauBschen Pentagramma Mirifikum gegeniiberstellen. Durch die fortwéahrende
Konstruktion eines Nachbardreiecks zu einem vorgegebenen rechtwinkligen sphé-
rischen Dreieck entsteht eine geschlossene periodische Kette von fiinf rechtwinkligen
sphérischen Dreiecken, die an den Endpunkten ihrer Hypotenuse zusammenhéngen.
Thre fiinf Hypotenusen bilden einen geschlossenen Kantenzug, eben das Pentagramma
Mirifikum (vgl. [3] und [4]).

Die Konstruktion eines Nachbarorthoschems im allgemeinen Fall der Dimension n — 1
geschieht auf folgende Weise: Die beiden Eckpunkte 1 und », die die Hypotenuse des
Orthoschems verbindet, nennen wir die beiden Hauptecken des Orthoschems. Uber
eine Hauptecke werden sdmtliche Kanten, die dort enden, um das Komplement ihrer
Lénge verlingert. Es entsteht wiederum ein Orthoschem, das wir das Nachbarortho-
schem nennen wollen. Zu diesem wird in demselben Sinne nochmals das Nachbarortho-
schem konstruiert. Es ergeben sich n + 2 Orthoscheme. Das Nachbarorthoschem zu
dem (n -+ 2)-ten dieser Orthoscheme fillt im elliptischen Falle wieder mit dem Aus-
gangsorthoschem zusammen. Das 146t sich mit einer Betrachtung iiber Pol-Polare-
Beziehungen schnell feststellen. Im sphérischen Modell gilt dasselbe nur fiir gerade
Dimensionszahl, wie das etwa beim Dreieck der Fall ist. Bei ungerader Dimensions-
zahl stellt das (n + 3)-te Nachbarorthoschem das zum Ausgangsorthoschem geho-
rige diametrale Orthoschem auf der anderen Halbhypersphére dar; erst der nochmalige
Durchlauf von weiteren n + 2 Nachbarorthoschemen bringt uns zu dem Ausgangs-
orthoschem zuriick. Beim Studium dieses Sachverhaltes spielt die Tatsache eine Rolle,
daB die Spiegelung am Mitfelpunkt der Hypersphire eine direkte bzw. indirekte Be-
wegung ist, je nachdem, ob die Dimension der Hyperspharenfliche ungerade oder
gerade ist. Im Fall der geraddimensionalen Hypersphérenfliche 148t diese kein direkt
kongruentes Diametral-Orthoschem zu.

Analytisch 1a8t sich diese Nachbarbildung mit Hilfe der Vierzeigersymbole leicht
beschreiben. Wir erhalten aus dem Orthoschem mit den Elementen [, s, f, 4], 0 <
<rstu=<n-+1 ein Nachbarorthoschem, indem an Stelle des Elementes

[r, s, t, u] (3.12)
das Element
[r+1,8s4+ 1,6+ 1,% + 1] (Index modulo n 4 2) (3.13)

gesetzt wird. Wir sehen' sofort, daB nach 7 4 2 Schritten ein Orthoschem erreicht

8 Beitr. z. Algebra u. Geometrie 1
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ist, was dieselben Elemente wie das Ausgangsorthoschem besitzt und demzufolge zu
diesem kongruent ist. Die Untersuchung der Lagebeziehung geht auch hier iiber den
Zusammenhang von Pol und Polare. Bleiben wir weiterhin im elliptischen Fall, dann
ergibt sich, daB diese Kette von n + 2 Nachbarorthoschemen an einem Zug von
n 4 2 Kanten zusammenhingt, die jeweils in dem betreffenden Orthoschem die
Verbindungskanten der beiden Hauptecken sind und folglich eine Art ,,Hypotenuse”
des Orthoschenis darstellen. Dieser Kantenzug der Kanten '

Boy Bgy oy B (314

wird gebildet von den folgenden Elementen des Ausgangsorthoschems, wie sich infolge
der Regel fiir die Nachbarbildung sofort bestimmen 1a8t:

[0,1,n,n 4+ 1],[1,2,72 + 1,0],[2,3,0,1] = [0, 1,2,3,][2, 3,4, 5], ...,
[n—3,n—2n—1,n],[n—2,n—1mnmn+ 1], [»n —1,n,n + 1,0],
[n,n 4+ 1,0,1] = [0, 1, 7, n 4+ 1] = Ausgangskante. (3.15)

Das heiBt aber, daB unser Kantenzug sich aus simtlichen n — 1 Keilwinkeln
he=v® =k—1,kk+1,k+2]k=12,...,n—1), (3.16)
der Orthoschem-Hypotenuse
Bosy = [0, 1, 7,0 + 1] (3.17)

und den Komplementen der beiden beziiglich des Ausgangsorthoschems katheten-
artigen Kanten

T

2

ho=[0,1,2,n+1],’2i—k,,=[0,n—1,n,n+1] (3.18)

zyklisch in der oben angegebenen Reihenfolge (3.14), somit auch wie (3.15), zusam-
mensetzt. In der Kette der n + 2 Nachbarorthoscheme finden wir auch die Penta-
gramma-Figur wieder sowie algebraisch die Nepersche Regel. Zur Theorie der Nach-
barorthoscheme fiir allgemeine Dimensionszahlen vgl. ScHLAFLI [9] und [2].

4. Zusammenhang zwischen Fries-Zahlenmuster und Orthoschemketten

CoXETER zeigt in [5], daB ein Friesmuster der Ordnung fiinf, das infolge seiner Sym-
metrie, abgesehen von den beiden Randzeilen, fiinf verschiedene Elemente i. a. ent-
hilt, die periodisch auftreten, in einem engen Zusammenhang mit dem Pentagramma
Mirifikum steht. Es ergibt sich, daB sich die Tangentenquadrate fiir die MaBzahlen
des Hypotenusenkantenzuges der Dreieckskette, der das Pentagramma bildet, mit
den fiinf verschiedenen Elementen des Friesmusters identifizieren lassen; denn zu
dem Kantenzug gehoren in der Reihenfolge eines geeigneten Durchlaufes folgende

\
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Kanten, die wir gleich durch die Zweizeigersymbole ersetzen wollen:

(02)

tan? [2340] = cot? [0234] = 09) = tan%h; =),
tan? [3401] = tan? [0134] = (13) (04) (= tan? h, = ¢,),
tan2[4012] = cot? [0124] = g—:; ( = tan? hy = t,), . (4.1)

tan? [0123] = (03) (= tan? h, =1t,),
tan? [1234] = (14) (= tan2 h, = t,).

Dieses 148t sich in einem Dreiecksschema schreiben als

0 0 0 0 0
1 1 1 1
%}i—; (13) (04) g—:; (4.2)
(03) (14)
1
Vergleichen wir dieses mit dem Schema
(00) (11) (22) (33) . (44)
(01) (12) 23) (34) (4.3)
(02) (13) (24)
(03) (14)
(04)

fur das wegen der Eigenschaft der Zweizeigersymbole die unimodulare Regel (2.7)
gilt, dann sehen wir, daB auch fiir unser erstes Schema (4.2) diese Regel gelten muB.
Denn durch Multiplikation von wohlbestimmten Elementen des Schemas mit (04)
bzw. Division durch (04) bleibt diese Regel erhalten. Wegen der Periodizitéats-Eigen-
schaft eine§ Friesmusters 148t sich unser Schema (4.2) zu einem Friesmuster fort-
setzen (vgl. auch (2.36)):

(4.4)

8*
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Umgekehrt gibt stets ein Friesmuster der Ordnung fiinf zu einem Pentagramma An-
laB. Denn es gilt hier die unimodulare Regel, die fiir die Frieselemente die Nepersche
Regel (3.10) bedeutet. Gilt jedoch fiir fiinf Elemente (3.10), dann kann man aus ihnen
ein rechtwinkliges sphérisches Dreieck zusammensetzen und die Pentagrammafigur
erzeugen.

Es taucht darum die Frage auf, ob auch die Friesmuster hoherer Ordnung mit einer
Orthoschemkette in dhnlicher Weise zusammenhéngen.

Zunichst soll gezeigt werden, daB ein beliebiges Friesmuster ungerader Ordnung

2m + 1 mit einer Kette von Orthoschemen der Dimension 2m — 2 in Verbindung
gebracht werden kann. Verdndern wir das Dreiecksschema der Zweizeigersymbole

((0, 2m) == 0)

0,0) . . . . (2m, 2m)
0,1) , : : @m — 1, 2m)
. , (4.5)

0,2m — 1) (1, 2m)
(0,2m)
in der Weise, dal wir alle Elemente mit 0 < r,s < 2m
(2r — 1,28 — 1) mit (0, 2m) multiplizieren,
(27, 28) durch (0, 2m) dividieren, (4.6)

dann bleibt trotzdem noch die unimodulare Regel (2.7) erhalten. Wir sehen das leicht
ein, indem wir in (4.5) die verschiedenen Moglichkeiten fiir gerade bzw. ungerade
Zeiger k und ¢ diskutieren, etwa z. B.

k=2r—1,1 =2 —7r)+ 1, 4.7)
woraus k + 1 = 2s folgt. Dann kénnen wir
1 = (2r —1,26) (27, 28 4+ 1) — (27, 25) 27 — 1, 25 + 1) (4.8)

(@r, 23)

=(2r —1,28) (27,28 + 1) — (0, 2m)

{(27 — 1,28 41} (O,2m)}

schreiben und die Richtigkeit unserer Behauptung erkennen.
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Es ergibt sich so ein Dreiecksschema, das zu einem Friesmuster der Ordnung 2m + 1

erginzt werden kann, nimlich

((()0’2(2), 1, 1) (0, 2m), (0(2’22), %
ey (0,1) a, 2) @, 3) . @m —1,2m), ...
((50#2”)”’ (1,3)(0,2m), (2—"’(0:‘-2%)2—"”)
o (0,3) (1,4) . @m —3,2m),...
(4.9)
0, 2m — 2) 2,2m)
sisy W—, (1,2m = 1)(0,2m), m),
oy (0,2 — 1), (1, 2m), ...
(0,2m)
ceny (—0—,—2—”—{), Ve

So wie in (4.9) kann jedes beliebige Friesmuster der Ordnung 2m - 1 interpretiert
werden. Die Elemente der vierten Zeile

(0,2m — 2) (2,2m)
(0,80, Uty oo (B ~8.2m) ="y (52w —1} (0, 2m), 55
(4.10)

(und damit wegen der Symmetrie auch der (2m — 1)-ten Zeile) konnen wir mit Hilfe
der Vierzeigersymbole in der Gestalt

tan2[0123] = tan?v,® = tan?h,, ...

tan?[2m—3,2m—2,2m—1, 2m] = tan 20, _, = tan?h,, .,
cot?[0,2m — 2,2m — 1,2m] = tan2h,,4, tan?[0, 1, 2m — 1, 2m] = tan2h,,,
cot?[0, 1, 2, 2m] = tan2h, (4.11)

schreiben, so daf3 wir unmittelbar den Zusammenhang mit dem Kantenzug der Ortho-
schemkette sehen, die von dem (2m — 2)-dimensionalen Orthoschem

Sem-1(p @ p@ ) (4.12)

erzeugt wird.
Umgekehrt finden wir zu einer Orthoschemkette mit dem Grundorthoschem (4.12)
in eindeutiger Weise das Friesmuster (4.9), indem wir die Muster-Elemente

(r,r + 3) (4.13)
der vierten Zeile mit

tan2o®®;, (r=0,...,2m — 3) (4.14)
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identifizieren. Auf Grund der Symmetrie des Musters wird dann diese Zeile noch durch
die Elemente

tan?h,,—,, tan2h,,, tan?k, (4.15)

erginzt, die in (4.9) in der (2m — 1)-ten Zeile stehen. Fiir unser Beispiel (2.4) etwa
bedeutet das, dafl zu diesem Friesmuster eine geschlossene Kette von vierdimensio-
nalen Orthoschemen gehért, die durch Nachbarbildung etwa aus dem Grundortho-
schem

SO (v, B, 0, D, 0@, 4, D) (4.16)
mit
tan?v,® = 5, tan2v,(® = tan?v,® = tan%y,® =2 (4.17)

konstruiert werden kann. Der Kantenzug, an dem diese Orthoschemkette zusammen-
héingt, besteht aus den Kanten kg, hy, ks, kg, by, hs, hg und wird erklirt durch

tan?h, = 1,

tan%h, = tan?y,® =5,

(4.18)
tan%h, = tan?h; = tan2h, = 2 (= tan2v,® = tan2v,® = tan%y,®),
tan?k; = tan?h; = 3.

Im Fall eines Friesmusters der Ordnung n = 5 stellen die vierte und die (n — 2)-te
Zeile die beiden mittleren Zeilen dar, die von den Randzeilen mit Nullen und Einsen
eingerahmt werden. In diesem einfachen Fallist das Ergebnis besonders durchsichtig.

Der eben geschilderte Sachverhalt 18t sich nicht analog auf ein Friesmuster gerader
Ordnung iibertragen. Zunichst gilt aber, daB ein beliebiges Friesmuster gerader
Ordnung wiederum mit einer Ortheschemkette wie oben beschrieben in Verbindung
steht. Die Betrachtung des Friesmusters, in dem die Elemente als Zweizeigersymbole
(r, s) geschrieben werden, zeigt dieses. Denn identifizieren wir

(0,2m + 1) (4.19)

mit der Zahl 1, dann haben wir das analoge Ergebnis wie im Fall der geraden Dimen-
sionszahl (vgl. (4.9)). Die Umkehrung ist jedoch im allgemeinen nicht richtig, sondern
nur fiir eine ganz bestimmte Klasse von Orthoschem-Ketten 1a8t sich ein zugehériges
Friesmuster finden. Ist also etwa-

S(ﬁﬂl) ('vl(z)’ ety vg))t—l (420)

das die Kette erzeugende Orthoschem, dann ist fiir die Richtigkeit der Umkehrung
notwendig und hinreichend, daB das Zweizeigersymbol (0,2 m - 1), was im wesent-
lichen die Hauptinvariante (vgl. [2]) unseres Orthoschems darstellt, gleich 1 ist.
Im Friesmuster sehen wir aber sofort, daB (0, 2m -+ 1) durch entsprechende Opera-
tionen wie bei (4.6) und unter der Bedingung, daBl die unimodulare Relation (2.7)
erhalten bleibt, nicht nachtréglich zu Eins gemacht werden kann, weil dadurch die
zweite Randzeile, die aus Einsen besteht, verindert wiirde. Das wiirde aber die
Grundeigenschaft unseres Friesmusters zerstoren. Auf Grund der Beziehung (2.9)
gelingt es, (0,2m + 1) durch die Zweizeigersymbole (r,r 4 3), also im wesent-
lichen durch die Keilwinkel des erzeugenden Orthoschems, darzustellen. Die Forde-
rung (0,2m + 1) =1 bedeutet, daB zwischen den Keilwinkeln eine Bindung be-
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stehen muB. Beispielsweise gehort zu dem Grundorthoschem
S® (9,®), 1,® @) (4.21)

genau dann ein Friesmuster, wenn

(0,5) = 1 (4.22)
gilt, woraus
cos2v,® -+ cos?0,® 4- cos?u,® = 1 ' (4.23)

folgt. Das hat z. B. zur Folge, daBl die MaBzahlen fiir die drei Keilwinkel mit den
MaBzahlen fiir diejenigen Kanten (bzw. deren Komplemente) iibereinstimmen, die
fir diese Keilwinkel die Scheitel bilden, in Formeln

0,® =&y,
v,® = kg, (4.24)
7)3(2) == ho.

Das konnen wir auch aus dem periodischen Friesmuster sofort ablesen.

Wir erkennen folglich, dal auch hier wieder, wie oft bei geometrischen Fragen, ein
wesentlicher Unterschied zwischen gerader und ungerader Dimension besteht, indem
sich zu einem geraddimensionalen Orthoschem stets ein Friesmuster finden 1a8t,
zu einem ungeraddimensionalén dagegen im allgemeinen kein Friesmuster angegeben
werden kann.
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