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Zentren und Nueclei von n-Loops

Hans-HENNING BUCHSTEINER

Herrn Prof. Dr. O.-H. Keller zum 65. Geburtstag gewidmet

Die Theorie der projektiven Ebenen hat die Untersuchung verschiedener Klassen von
algebraischen Strukturen, unter anderem der Klasse von (bindren) Quasigruppen und
Loops sehr gefordert [5]. Der enge Zusammenhang von Quasigruppen, Nomogram-
men und Geweben [1] regte dazu an, den Begriff der bindren Quasigruppen zu verall-
gemeinern [6] und fithrte zu den von BELousov und SANDIK [2] betrachteten n-

Quasigruppen und n-Loops. Unter einer n-Loop (S, (xy, ..., x,)) versteht man ein
System aus einer Menge S und einer auf S erklidrten n-dren algebraischen Operation
(@y, ..., x,) derart, daB in der Gleichung (x, ..., ;) = %,4; je n Elemente eindeutig

das (» + 1)-te bestimmen und wenigstens ein Einselement e mit (z,e,...,e)= .-
= (e, ...,e,x) = x fiir alle € 8§ vorhanden ist. Die vorliegende Arbeit beschéftigt
dich damit, zu gewissen isotop invarianten Untergruppen einer Loop (S, zy), ndmlich
sem Zentrum

Z =(z|z €8, 2z =1z, (22)y =2(zy), (x2)y =2z(2y), (xy)z = x(yz), V x,y€ S,

dem Links-, Mittel- und Rechtsnucleus
L={|leS(lx)y=1lxy),Va,yeS), M=m|meS, (xm)y =x(my),V x, y € S),
R={(rlre8, (xy)r = x(yr),l\/ z,y€8)

analoge n-Untergruppen von n-Loops zu definieren. Man erhélt zu jedem Einselement
e einer n-Loop ein Zentrum Z(e), einen ¢-Nucleus N;(e), 1 <7 < n, und einen
Quernucleus @ (e). Wir werden zeigen, daB sie ebenfalls isotop invariant sind und daf3
insbesondere die zu verschiedenen Einselementen in der gleichen n-Loop gehorigen
n-Untergruppen gleicher Art isomorph sind. Die hier eingefiihrten Zentren von n-
Loops sind nicht mit dem in der genannten Arbeit von BELousov und SANDIK defi-
nierten Zentrum einer n-Quasigruppe zu verwechseln, das selbst fiir n-Loops leer
sein kann und auch andernfalls nicht notwendig eine n-Unterquasigruppe darstellt.
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1. Die Zentren einer n-Loop

Fiir unsere Uberlegungen ist es zweckmiBig, von der obigen Definition des Zentrums
Z einer bindren Loop (S, xzy) zu einer dquivalenten iiberzugehen, indem wir Z als
maximale Untermenge von § definieren, deren Elemente der Gleichung

(212) (z29) = (2122) (2Y), V 21,2, € Z, Y %,y € 8, : (1a)
geniigen. (Statt der Gleichung (1a) hatte man ebensogut

(x21) (yz) = (¥Y) (2122), V 21,2 € Z, V @,y €8, (1b)
der Definition zugrunde legen konnen.) Dementsprechend erkldren wir als
Definition. Unter einem i-Zentrum Z; der n-Loop (S, {45 o5 x,,)) werde eine
Untermenge Z; & S verstanden, die den folgenden Bedingungen gentigt: A. Es sei

((311’ cer Z1,im1 @1 2141 -0 210y <o o5 (Znd <o s Zneicts Ty Zmikts oo znn))

= (i « 5o Butds vvss BBt e Tugtot)s (Cao =5 2 By sns g 50 2 (1);

fir alle z; € Z; und alle z; € S;
B. wenigstens eines der Einselemente e von S gehore zu Z;;
C. fur jedes y € S,y ¢ Z; genigt die Menge N = Z; u (y) nicht der Bedingung (1);.

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden gewisse Operatoren eingefithrt. Ist
C & 8 eine nichtleere Untermenge von S, C*! = ([z,, ..., 2,4]|2; € C) das karte-
sische Produkt von n — 1 Faktoren C, so definieren wir zu jedem Element
=121 .. 21—1] € O™ (diese Elemente sollen Operatoren heien) und jedem Index
t =1,...,n eine Operatoranwendung () (eine umkehrbar eindeutige Abbildung
von 8 auf sich, da § Loop ist) durch die Gleichung

“2l® = (24, ey Zi1s Xy 24y ey 2pa), YV X € S. (2)

Falls es sich bei C um ein n-Untergruppoid von S handelt, iibertragen wir die n-dre
Verkniipfung von C auf C*-!: Zu je n beliebigen Elementen {; = [z, ..., 2j,5-1] € C* %,
j=1,...,n, legen wir

E=(C1eerCa) = [21y +e0r 2p—q] € O" 1 mib 2; = (244, ..., 2pi), 0 =1,...,m — 1, (3)

als n-dres Produkt fest. Fir die i-te Operatoranwendung des Operators { werden wir
entsprechend Gleichung (3) auch (@ = (9, ..., {,(¥) schreiben. Im iibrigen muB}
bei (3) nicht gefordert werden, da3 C ein n:Untergruppoid von § ist; nur gilt fiir eine
beliebige nichtleere Untermenge C von 8 nicht mehr notwendig ¢ € C*1, sondern

on—1
lediglich ¢ € S*1. Ist ferner ( ={[zy,...,2,4] €C™! und s = (1,1 (: 1),)
eine Permutation der natiirlichen Zahlen 1, ..., 7 — 1, so werde durch

C’ = [z!, oeny 2("_1)'] € C”_l

eine Anwendung von's auf ¢ erklirt. Entsprechend soll bei.(® verfahren werden;
trivialerweise ist dabei (@5 = ()¢ Nunmehr lassen sich die Gleichungen (1); ein-
fach als

(xl Cl(‘): ceey Ty Cn“)) = (xl» R xﬂ) (Cl(i): wvoy an) (i)t
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schreiben. Eine Rolle werden spéter die Kommutativgesetze

el =z, VazeS,VEielO, 1 <i<j=<n, (4)i
und allgemeiner die Kommutativgesetze _

el =M\ ze8, V€O heC 1=t <j=m, (5)iiun
spielen, wobei &,_, die symmetrische Gruppe der Zahlen 1, ..., n — 1 bedeuten moge.

Fir die Untersuchung der i-Zentren einer n-Loop auf ihre algebraische Beschaffen-
heit sind einige Vorbetrachtungen niitzlich. Wir setzen in (1); simtliche Elemente
auBer 2y, . 2jo1 ks Tjs Zjt1kyep -+ 5 Znk, gleich e, wobeie eines der Einselemente von
S sei, die nach Definition zu Z; gehoren. Die Indizes k,, ..., kj—y, kj44, ..., k,, unter de-
nen die natiirliche Zahl 7 sicher nicht vorkommt, seien paarweise verschieden, so daB
oo —1j341vcim
=N\ by dojg b . by
wird. Offenbar kann man fir ¢ durch passende Wahl der Indizes %, jede Permuta-
tion aus &, erhalten, die j in ¢ iiberfithrt. Unter Benutzung der inversen Permuta-
. (1...i—lii—|—1...n
tion ¢! = .
- %179+ - 9n
der Elemente iiber in

) € ©, eine Permutation der natiirlichen Zahlen 1, ..., n

) geht (1); durch die genannte Spezialisierung

(Zlh’ oo BjmLkyors Tjs Bl hypns o0 o zﬂkn) = (zlhl’ v Rg i1 Tjs oo s z‘lnﬂ)'
Da hierin die ersten Indizes der GroBen z,, zu deren Unterscheidung schon geniigen,

. .. 1vvi—12e4+1-vm
erhilt man mit L=p.(9),h= :
q (7) ( hl"'hi—l"‘hi-ﬂ'“hn

), (¢7) Zweierzyklus oder
(fir ¢ = j) identische Permutation, statt dessen die Gleichung

(215 + 5 Zj1> Tjs Zj41s =+ o5 Zn) = (Znys oo os Bhyoys T Bhyprs ++ 0> 2hy)s
die sich mittels { = [z,, ..., 2j_1, Zjs1, ..., 2,] kiirzer als
@, C0) = g (6)

formulieren 1aBt. Schreibt man die Gleichung (6) einmal fiir den Index j auf der linken
Seite und mit der identischen Permutation » = &, hin, das andere Mal fiir den Index
k auf der linken Seite und eine beliebige Permutation %, so folgt durch Vergleich:

In jedem i-Zentrum Z; gelten simitliche Kommutativgesetze (5)j,, und insbesondere
simtliche Kommutativgesetze (4);.

Des weiteren setzen wir in (1); simtliche Elemente z,, gleich ¢, deren erster Index von

j verschieden ist; mit anderen Worten wird in (I); ¢ =:-- =50 =4y = -+
=, = e, ..., ] =&. Man bekommt

(@1, oo @jg, 0D, T, oo, X)) = (@, -, @) GG (7)
und durch wiederholte Anwendung von (7)

@161, ..., 2a L) = (@1, ..oy ) £ -0 LD, (8)

Man sieht, daB die Reihenfolge, in der man von (7) nach (8) die Operatoren nach auBen
zieht, beliebig ist. Daher gilt in Verallgemeinerung von (8)

(xICI(i)) ceey xnCu(") = (xl’ ey xn) Ci") te C(!f)l (9)
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1%...n!
den folgenden
Satz. Jedes i-Zentrum Z;, 1 <1 < n, einer n-Loop 8 ist auch j-Zentrum von S fiir
j =1, ...,n und stellt eine n-Untergruppe von S dar.

wobei ( L. n) € ©, eine beliebige Permutation bedeutet. Nun behaupten wir

Beweis. Wir zeigen zuerst, daB jedes i-Zentrum Z; eine n-Unterloop von S ist. Wenn
wir nachweisen konnen, daB (1); auch gilt, sofern man beliebige der GroBen z;, durch
n-dre Produkte (2, ..., 2{}) von Elementen aus Z; ersetzt, so folgt mit Riicksicht
" aufdie Maximalitétsforderung C, daB Z; beziiglich der n-dren Operation abgeschlossen
ist. Wegen e € Z; und z = (z,¢, ..., e) geniigt es, simtliche GroBen z; auf einmal
durch n-dre Produkte zu ersetzen. Also ist fiir beliebige z{f € Z; die Giiltigkeit von

(((z‘lll), coss BNy wnns Brs we ey Ehty v ems B o men (2R <oy 20Dy - es Ty
(... 1))) (( A z},’l’)), Sy (x,,'..., 5 T
((231.3;—1, e zl,n—1)7 ) (z;zl,)n—l’ . z("n;' 1))) (10)

aus (1); herzuleiten. In (10) haben wir die zweiten Indizes k von z{}’ gegeniiber denen
in (1); etwas anders, namlich durchgehend von 1 bis n — 1 gewahlt die Grofen
Xy ooey Xy (Xq, ..., x,) sind jeweils die ¢-ten Argumente). Die Gleichung (10) 1aBt sich

. 5 :
bei Benutzung der Operatoren (j = [2§f, ..., 25k 2, 25", ..., 2] auch in der Form
) FH) @ p ) ) @) 0
((51 G5 coos ®as oo ey 21 Cih1)s oo s (2010305 o9 Ty oo or Zipm—1 Sioin 1))
({) (£) () #(9) (@) ( ) () 1) ’
((z 119 ¢ ° 2 § ) (xlr siny xn) =3 (21 n—1 lln—l’ 2> 2” n—1 n.n—l)) (10 )

schreiben. Man formt nun die linke Seite L von (10’) mit Hilfe von (9) und (1); fol-
gendermafen um:

== ((zn’ sy Xyyeeey zln NSRS (1“» 1+ 55 (Bae mny Wy wsing z;-”n ) Eh .- ::)n 1)

= ((2(1'1)’ v sy By ony B g )p.wsors (B 9550 By o z(ni)n—l)) CR e Cina

Sl (1 (RPN PR C FRSNE: % TN, NPT . | | SR < A

= ( z:(lil)’ Lt z:n‘l)) C(‘) :3’ LR ] (xl’ #:8 ) * (‘ln Ryisiesly z;f)n 1) C(lt)n 1° C;li)ﬂ 1)
(8 26D o o s 1 Bt e s G0

Der letzte Ausdruck stellt aber die rechte Seite der Gleichung (10’) dar, und wir haben
(10’) damit bewiesen. Nach Definition besitzt Z; ein Einselement e; also muB fiir die
n-Unterloop-Eigenschaft von Z; nur noch die Losbarkeit der Gleichungen

WplD = @y, o055 Zjoys Wi Zpapy <03 Zn) =% j=1,..,n, (11),

nach u; fiir beliebige z,, ..., 2,, 2 € Z; gezeigt werden. Auf Grund der in Z; giiltigen
Gleichungen (4)x sind die (in S eindeutig bestimmten) Losungen u; paarweise gleich:
Uy = -+ = U, £ u. Wie bei den n-dren Produkten zeigen wir nun, dal die Elemente
% Wegen C) von vornherein zu Z; gehoren miissen. Hierzu wihlen wir Elemente
Upyy o ovy Up g € 8, die Losungen der Gleichungen

upllh = zjk, zix € Zi, Cix € L™, (12)
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sein mogen. Unter den u;, kénnen sich auch willkiirlich' gewahlte Elemente z; € Z;
befinden ; man braucht dann nur fiir die zugehérigen Operatoren (j, jeweils den idef-
tischen Operator ¢ = [e, ..., e] zu wahlen. Offenbar liefern die Operatoren (j, da
sie mit Elementen aus einer n-Loop S gebildet werden, umkehrbar eindeutige Abbil-
dungen . Um die Giiltigkeit von ‘

((hrgs oeos Ty ooy Ugmea)s ooy (Ugty oees Ty 2oy Ynnt))
= ((ulb “ony unl), seey (xl’ seey xn), ceey (ul.n—ly sy un,n—l)) (13)

nachzuweisen, wendet man auf die linke Seite L der Relation (13) den Operator
£ =204 Cau-1 an, und zwar bilde man den Ausdruck L{®. Diesen forme man

mittels (9) und (1); um: \
L{® = ((uus oo By ey Unpe)y cee (Unas ey Ty ee un.n—l)) 2 ALY <A
= ((uu, coes gy ooy Upn1) S 0 LBty s (Mnts ceos By ooy tmnt) E 200 EiPy
= ((zu, tiny By + + 5 B3V w3 (Rns = o5 Togs 005 z,,_,,_l))
= ((Bras o3 s 20 (s 555 Bl ey (Bigwms: 52 45 En=a))
= ((um oo Upa)s eoy By ov s Tu)y ooy (Bpens oo un,n—l)) VTl < Y
= R{®,

wobei R die rechte Seite von (13) bedeutet. Wegen der Eineindeutigkeit von (¥ folgt
L =R, also (13). Das heilt: Z; ist n-Unterloop von 8.

Als néchstes zeigen wir: Jedes ¢-Zentrum Z; von 8 ist auch j-Zentrum fiir jedes andere
j, 1 < j =< n. Da Z; bereits als n-Unterloop von S nachgewiesen ist, gehort der auf
der rechten Seite von (1); verwendete Operator { = ({y, ..., {,) ebenfalls zu Z;"1, so
daB man auf beiden Seiten von (I); die Gleichung (4);; anwenden kann. Daher erfiillt
Z; die Bedingungen A und trivialerweise B in der Definition des j-Zentrums. Ange-
nommen, die noch ausstehende j-Zentrumsbedingung C wire in Z; nicht erfillt. Dann
bette man Z; in ein j-Zentrum M von S ein, das eine echte, hinsichtlich der Giiltig-
keit von (I); maximale Obermenge von Z; und ebenfalls z-Unterloop von § wire.
Daraus folgt diesmal die Giiltigkeit von (1); in M, was einen Widerspruch zu der Vor-
aussetzung bedeuten wiirde, daB@ Z; die i-Zentrumsbedingung C erfiillen mége. In Z;
kann folglich die j-Zentrumsbedingung C nicht verletzt sein, d. h., Z; ist j-Zentrum.

Der Beweis unseres Satzes ist vollstdndig, wenn wir noch zeigen, da8 (zum Beispiel)
jedes n-Zentrum Z, von § sogar eine n-Untergruppe ist. Zum Nachweis der Assoziati-
vitdt von Z, gehen wir von (1), aus und lassen darin von den GroéBen z;; einmal nur
231, -+ 21,41 VON € verschieden, das andere Mal nur z,,, ..., 2, .. So ergeben sich —
bei passendem Wechsel der Indizes — die Gleichungen

((22, <ees Zps xl)! Loy «vey x,,) = (22! ceey 2y (xb sikiny "Un)) ’

(xl’ (22) ey Rpy x2)’ siwiey wn) = (22, cevy Bps (xl; sievy Z")).
Die beiden linken Seiten dieser Gleichungen ergeben, wenn man die erstere noch mit-
tels (4);, umformt, durch Vergleich

(0, By - oo iy By e} = s B s s Bl s )

Ein Spezialfall hiervon fir x; = 2, £, = 2441, - -+, Ty = 2gn—q € Zy ist

((21, (I Z"), S PICR zzn—l) == (21, (zz, ceer Zpy zn-H): «eey zzn—l)s V 215 -0 Ron-1 € Zn' (14)
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Aus (14) folgt nach einem Resultat von BELousov, daB in Z, simtliche Assoziativi-
tatsbedingungen fiir n-Gruppen (vgl. Hosszt [4]) gelten, womit wir gezeigt haben,
daB jedes n-Zentrum von S, also auch jedes i-Zentrum, 1 <17 < n, eine n-Unter-
gruppe von § ist. Auf Grund unseres Satzes sprechen wir von nun an statt von -
Zentren einfach von Zentren einer n-Loop 8, von denen es allerdings bis jetzt zu jedem
Einselement e von 8 mehrere und iiberdies zu verschiedenen Einselementen e, f von S
verschiedene geben kann. DaB die erste Moglichkeit nicht eintritt, zeigen wir im fol-
genden

Lemma. Zu jedem Einselement e einer n-Loop S gibt es genau ein Zentrum Z (e), dem e
angehort.

Beweis. Ist die #-Loop S und eines ihrer Einselemente e gegeben, so erfiillt die Menge
Z, = (¢) sicher die Bedingungen A und B der Zentrumsdefinition. Anschliefend
konstruiert man ein e enthaltendes Zentrum Z von S als maximale Obermenge von Z,,
die A und B, d. h. aber, auch C erfiillt.

Fiir den zweiten Teil des Beweises nehmen wir die Existenz zweier verschiedener Zen-
tren Z und Z mit e € Z nZ an. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir
zusiitzlich Z & Z voraussetzen. Folglich existiert ein Element z € Z,z ¢ Z. Wir
zeigen, daB — entgegen der Bedingung C in der Definition von Z — die Menge
Z, = Z u (7) ebenfalls die Bedingung A erfiillt. Hierzu geniigt es, die Giiltigkeit der
Gleichungen (7) nachzuweisen. Wir beschranken uns auf eine von ihnen,

(2, E™, 2y, ..., 2,) = (Tq, ..., Ta)E®, (15)

weil bei den iibrigen alles analog verlduft. Der Operator ¢ in (15) ist mit Elementen
aus Z, gebildet. Wir diirfen annehmen, daf} in { das Element z, aber nicht nur dieses
vorkommt (weil andernfalls nichts zu beweisen ist), ferner, dal z in ¢ vor den Elemen-
ten aus Z steht. Die linke Seite von (15) lautet dann

L = ((2, ey By Zit1y oo ns =1y X1)s Tgy vy x,,),
Zit1s ooy 2nm1 € 2.
Unter Verwendung des Operators o = [e, ..., ¢, 2] € Z™ folgt, weil Z Zentrum ist,
L =((e -+ € Zit1s -+ o Znts 1) Lo* +++ So, Tpy -2, T)
= ([ -~+s €5 Zitts s Znots La)s Bgs cons By L <o+ LoD,
Mit dem Operator {; =[e, ..., €, Zj11, -+ Zp—1] € 2" lautet der let;te Ausdruck
L = (4™, ..., 2,) &P “ee LD,
und es ergibt sich, weil Z Zentrum ist,
L= (g, ey @) 5 £ e £gD
= {8, o0 s Bt wrnx Bipein QB + < on ) LB == Lyl
= (2 .. % Zirt, o0 Za1s (@1, - %)) = R,

wobei R die rechte Seite von (15) ist. Man sieht, daB sich auf die gleiche Weise sdmt-
liche Gleichungen (7) herleiten lassen. Die Menge Z; = Z u (z) geniigt damit den
Bedingungen A und B im Widerspruch zur Definition von Z. Folglich sind die Aussa-
gen Z&Z und Z <& Z falsch, wir erhalten Z = Z. ‘

Zwei verschiedene Einselemente brauchen dagegen in der Tat nicht zum gleichen
Zentrum einer n-Loop zu gehdren. Um dies zu zeigen, geben wir zunéchst eine kom-
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mutative 2-Loop (8, zy) mit dem Einselement e und einem Element f an, das der
Gleichung

f(fe) =,V z €8,

also auch den Gleichungen

(fo)f = (@Nf = (fhe, vV z €8, (16)

geniigt:
e f w v wax y z
e e [ u v wa y z
f f e v uax w=ezy
u | v wy z e x f (17)
v | v uwy we 2z [ =z
w | wax z e y f uw v
x| x we 2z f y v u
Yy |y z  f w v e w
z |2z y f v u we

Wir benutzen die Multiplikation (17), um die 3-Loop (S, (1, 5, #5)) mit (w;, 2,, 25)
= (2, %;)%; zu konstruieren, die nach (16) sicher die beiden Einselemente e und f be-
sitzt. Die Elemente e und f gehoren aber nicht zu ein und demselben Zentrum, denn
es ist einerseits

((w, e, f), w, y) = ((uf)w)y =y

und andererseits

((u, w, Y), e, I) = ((’“w)y)f =,

wihrend doch stets und insbesondere fir z; = u, x, = w, 23 =¥y, 2, = ¢, 2, = f

((xl; 21, 2g), @, xa) = ((-7717 g, 3), 21, Zz)

gelten miiflte, sofern man z,, 2, aus einem Zentrum Z S S wihlte, das e und f ent-
hielte.

2. Die Nuelei einer n-Loop

Nachdem wir das zum Einselement e einer n-Loop 8 gehérige Zentrum Z (e) von S
definiert haben, lassen sich auch Verallgemeinerungen zu den Nuclei einer 2-Loop
finden. Im folgenden sei stets die n-Loop (S, (g5 -- 0y x,,)) mit einem ihrer Einselemente
e zugrunde gelegt.

Definition. a) Ist ¢ eine feste natiirliche Zahl, 1 <7 < n, so sei unter einem (zu e
gehorigen) i-Nucleus N;(e) von S eine Untermenge von S verstanden, die den folgen-
den Bedingungen geniigt: '

A,. Firalle { =z, ..., 2,4] € N;(e)"! und alle z,, ..., z,€ 8 gilt
(28D, 2o, ooy @y) = oor = (Ty, ov0, ;g LD, @5, ..., )
= (®g, ooy iy T CD, Lo @) = (R, +.0, 2, 0D) = (24, ..., 2,)ED;
B,. e € Ni(e);
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C;. falls y ¢ N;(e) ist, geniigt N;(e) u (y) nicht der Bedingung A,.

b) Als einen zu e gehorigen Quernucleus @ (e) bezeichnen wir eine Untermenge von S
mit

A, (2 CD, 2, ey 2y) = = (Xg, e, LD, L) = = (T ..., 2, W)
firalle { = [z, ..., 2p—1] € @(e)** und alle 2y, ..., 2z, € S;
B, ecQe);

C,. falls y ¢ Q(e) ist, geniigt @(e) u (y) nicht der Bedingung A,.

Aus den Gleichungen A, ergibt sich z(yz) = (xy) z als definierende Gleichung des
Rechtsnucleus fir » =2 und 7 =1, ferner (zz)y = z(xy) als definierende Glei-
chung des Linksnucleus fir n = 2 und ¢ = 2; schlieBlich stellt A, fiir n = 2 die
definierende Gleichung (xz) y = x(zy) des Mittelnucleus einer 2-Loop 8 dar, wobei
jeweils das Element z dem betreffenden Nucleus angehoren mufl. Unsere obige Defi-
nition verallgemeinert also in der Tat die genannten Begriffe. Wie schon angekiindigt,
lassen sich auch ganz analoge Eigenschaften beweisen, was nun geschehen soll. Dabei
schlieBen wir den Fall n = 2 ausdriicklich aus, um uns Sonderbetrachtungen zu er-
sparen.

Satz. Jeder i-Nucleus N;(e), ¢ =1, ...,n, und jeder Quernucleus Q(e) von S stellt
beziiglich der n-dren Operation (x,, ..., x,) eine n-Untergruppe von S dar.

Beweis. Wir verfahren wie beim entsprechenden Beweis fiir das Zentrum Z (e) und
haben also nur zu zeigen: 1. Die Gleichungen 4, bzw. 4, gelten auch fiir n-are Pro-
dukte (zy,...,2,) von Elementen aus N;(e) bzw. Q(e); 2. sie gelten auch fir n-are
Produkte (¢4, ..., %,), die aus den Losungen gewisser Gleichungen ¢;¢;*? =z;,j =1,
..., n, iiber N;(e) bzw. @ (e) gebildet sind; 3. die n-dre Operation von S ist auf N;(e)
bzw. Q(e) assoziativ.

I. Zunichst betrachten wir N; (e) fiir ein gewisses festes 2, 1 < 1+ < n. Die Gleichungen
A, in der Definition besagen, daB man einen Operator {( aus jedem Argument eines
n-aren Produktes mit Ausnahme des i-ten Arguments ausklammern kann. Hieraus
folgt fir » > 2 und ¢3=1, ¢3=2

Ty = (@59, 28,9, 2y, ..., ) B
= (2,519, @y, ..., 22) $P = (21, .., 24) 5,9 (P
einerseits und
Ty = (@1, ZaLa®, ..., T) 0D = (24, ..., ) ED ;D
andererseits, also fir z, = é:, Ty =+0v=x, =€
2l LW = 2f,0 7O, (1)

Ist aber ¢ =1 oder i = 2, so wihle man zur Herleitung von (1) zwei andere Argu-
mente 1’, 2’ zwischen 1 und 7 mit <=1, ¢==2'. Mittels Gleichung (1) laBt sich der

Ausdruck 7'y = (21, .-y Zim1, &, 241, -+ -» 25) = LD unter Verwendung der Operatoren
1 1 i-1 i+1 n g P
¢ =Izpe, ..., €] folgendermaBen umformen:
Tl = xc(i) = (ey €, X8, ..., e) Cl(i) A 62215521 te ;n(i) = -’”Cim i Cﬁ(i)

= [R5 wey iy B BT vy Za) == 2 fi0e;
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wir erhalten
2g® =z, (@)

wobei s eine beliebige Permutation der Zahlen 1, ..., ¢ —1, 1+ 1, ..., nist. Wahlt man
auch x = z; € N;(e), so folgt aus (1) noch '

2,00 = el LD ... £, = elp, .- LW,
d. h. |

(zl: ey Bg) = (zl': vy Z"') . (3)

1 aes
mit einer beliebigen Permutation ¢ = n') der natiirlichen Zahlen 1, ..., n.

1/ «oom

(Eine n-Loop 8, in der fiir beliebige 2y, ..., 2, € S und alle ¢t € &, die Gleichung (3)
gilt, soll total kommutativ heiBen.) SchlieBlich liefert der Vergleich des j-ten und des
letzten Terms in A4,, sofern alle beteiligten Elemente auBer x; = x aus N;(e) ge-
nommen werden,

xcl(i) c2(i) = xCZ(i) Cl(i)’ 7:*: 7. 4)
Nun betrachten wir fiir ein beliebiges j==¢ den Ausdruck
To = (Bas -vvs (Za1s ooos Zawds v0s Ty 25 (Bmps oo Zun) s =00 )
2 (@1 oo Bpgs @ila®s oo 2,800 B o il ®),s o L) (5)
und erhalten, indem wir die Gleichungen A; anwenden, zunichst
Ty = (B1y wenr gy (Bris - ovs By oo 20i) £19 #o el "'.Cnm, ceny Xn)
L @y ooy Bjngy BEOLD - L9, L., 2) '
und dann nach A, und (1)
Ty = (1, -, %) Ca® oo EOED = (g, ..., ) ED LD oo L0,
Hiervon folgt durch riicklaufige Anwendung der zuvor vollzogenen Umformungen

TZ = ((zll’ Q80TE) 21”), ey (zi—l.l’ » vy zi—l,u), (111, eney xn)a (X (znb sy ZMI))' (6)

Der Vergleich von (5) und () liefert, da j ein beliebiger von ¢ verschiedener Index
zwischen 1 und n sein durfte, die verlangte Giiltigkeit der Gleichungen A, fir n-dre
Produkte (2, ..., 2n) von Elementen z,, € N;(e).

AnschlieBend benétigen wir die Giiltigkeit der folgenden Aussage: Die (in S eindeu-
tige) Losung ¢ einer Gleichung :

(0 =z, fo=i, £ = [0 oo 2t 201> -0 20l € Ni(@L, 2 € Nif), (D)
ist auch Losung der Gleichung

80 = 2, ' ®)
Sei namlich ¢ Losung von (7), so bilde man mit dem Element i = ¢ [ den Ausdruck

Ty = it = teO D = gL EH = 2, ¢

= (215 + o3 Zis Zjs i1y <o vr Zn)»
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wobei (4) verwendet worden ist. Aus (3) ergibt sich nun

FE = (24, wons Bpys Bs Zjity < 059 20) = [R5 ooy Bjmts Zijs Bpewi » 5 B
und hieraus durch Kiirzen die behauptete Gleichung

i =t =gz,

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir also im zweiten fiir N; (e) erforder-
lichen Teil des Beweises annehmen, die Elemente #, im Operator & = [, ..
i1y -+ -5 bq] des Ausdrucks

o bimt
Ti= (@099, ..., 2,), 11,
seien Losungen gewisser Gleichungen '
Gl =2, (i € Ni(e)™, 2 € Ni(e). (9)
Unter Verwendung von A, (1) und (9) folgt
T‘Cl(‘) :‘_’1 221 e Cn(i) = (s« + 05 x].ﬁ(i) Cl(i) Cn(i)’ s 505 B
= (B oees (B2 oves Zicts By oey Zp)y ey By) 2 (B, o0y 2589, 1L, )
= (g, oer Ty) EO = (21, ..., 2,) D L) .o £, D, ‘
Das bedeutet, da die {,(, k== 4, eineindeutige Abbildungen von S auf sich sind,
Ty= (@, ..., 2,09, .., @) = (@, ..., )0, j=1,
wie wir im zweiten Teil des Beweises zeigen mufBten.
Fiir den dritten Teil fithren wir auf § die 2-Loop-Multiplikation
ab = (b,e,...,e,a,e,...,¢€) (10)

mit dem Einselement e ein (a steht auf der rechten Seite als i-tes Argument, falls
t==1 ist; fiir 4 = 1 sind (10) und die folgenden Rechnungen in naheliegender Weise
zu modifizieren). Lassen wir im ersten und letzten Term von A; nur z,, #; und das
erste {-Argument z; von e verschieden, so ergibt sich

z; (2121) = (Ti21)21, V @i, 21 € 8, V 2, € Ny(e), (11)

woraus die Assozjativitat der bindren Multiplikation (10) auf NV; (e) folgt, deren Kom-
mutativitdt auf N;(e) schon aus (3) abzulesen ist. Nun wird mit {; = [z, e, ..., €],
it =1,..,n '

O L (31, ooy Zioty B Zity e os ) = 2L 2

= (... (( ‘ee (le) Zg oot z'._l) z'-_H) ...) 2.

Das bedeutet geméf (10), (11) und (3)

(215 o0 Zim1y T, Zig1y oo 2g) = B2y 20 Zim1Ziny 0 2 (12)
und insbesondere
(zh"':zi:"':zn)=zl"'zi"'zn: ’ (13)

wobei auf den rechten Seiten von (12) und (13) die Reihenfolge der GrdBen z; beliebig
ist. Die Gleichung (13) iibertragt die Assoziativitdt der biniren Multiplikation (10)
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in N;(e) auf die n-dre Operation (2,, ..., z,), wihrend Gleichung (3) die totale Kom-
mutativitit der letzteren bedeutet.

II. Bei @ (e) konnen wir uns, insoweit ganz analoge SchluBweisen verwendet werden,
kiirzer fassen. Aus

(@, Tgy ooy i CiD LD, L ) = (286, 2,8, ..., @)
= (%, 5V, &y, ..., ;869 .., 2,)
= (Xq, Zgy «oop ; CWED, L, 2y)
folgt mit x; = = durch Kiirzen
2l D L0 = 2L, 0, (14)

falls zundchst +==1, ¢ == 2 ist. Auf diese Einschrinkung laBt sich aber wie bei Glei-
chung (1) verzichten. Nun erkennt man folgendermafien, dafl erstens die Anwendung
der n-dren Operation aus @ (e) nicht herausfiihrt: Es ist nach A, und (14)

(xn coos Bicgy (B 6d™, oo 2y TV, @, 81, L 2 SR, Zjy eeey xn)
(xl, s By By voes B BTy owe B o By oy Bleals 450 Bpy 0555 a:n)
L (B s B 1 B EW e )
= (15 +ees By ooy i G - L ED, L, )

= (xl’ ey Liy eeny (zlé—l(l); ceey zj-—l C;j——ll)y xj’ ziCj(n ceey Bp— IC:J” 11))3 oouy, xn)._

fir alle ¢,j mit 1 <i,j < n,¢==j. Zweitens betrachte man fiir zwei feste Indizes
1, j die in § eindeutig bestimmten Losungen ¢, { der Gleichungen

1D =z, PO —e.

Unter Verwendung des Operators { = [e,..., ¢, 2j, ..., €], in dem zj als j-tes Argument
steht, gilt dann

t=1(e, ...,e, il e ...,e,t e, ..., €
=(e,...,e, b e,...,e, tLd .. e) =if®
und folglich
tE0) = §EOC0 = O = of (D) = 2
d. h., t geniigt jeder der Gleichungen
W =z, k=1,..,n, (15)

falls es einer von ihnen geniigt. Nun bilden wir mit den Losungen £y, ..., iy, tit1, -+-) by
der somit ohne Einschrinkung der Allgemeinheit gewihlten Gleichungen

tkck(k) = %k k= 1, RN (2 k:‘: ’l:,
den Ausdruck

== (xl, ceny Limg, (th ceey ti—l’ i, ti+1’ s tn), Lit1s oo zn) £ (xl’ ceny T 0(‘)) sisisg xn)'
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Wegen der Eineindeutigkeit der Abbildungen ¥, £, existieren zu gegebenen Ele-
menten x;, ; € S sicher Elemente Z;,%; € § mit

fril(’) “se ("_1 yll 500 C"U) =i r = i’ j.
Dann folgt nach A,, (14) und (15)

T = (Zyy o0, Bily W or T80 -2 E,D9D, L2y, ..., @)
== (&5 ooy (R1s o505 Bimts iy Zikty o205 Zn)s o+ 03 Ty 5005 Ty)
& (45 wioes LD, aoias Tjy vy L)
= Bys: woe5 By wivos :Tci(:l(i) Q’-’r’:?ll cee LD £, ., x,)
=@y ce0s Biy -0, FED 5D 0 5,0, L )
= @y, ..o, Bily® o0 £, L, FED, L @)
= By ooy Biy vony (Bhy ooy Bints 21y woes By oo vy Zp)y ones Tn)
= (T, .., Ty, .., 2;9D, L @),

womit bei @ (e) das fir 2. Erforderliche getan ist.

SchlieBlich definieren wir in Analogie zu (10), diesmal aber zu jedem Index , eine binére
Multiplikation

ab = (b,e,...,e,a,e¢,...,¢€) (16);

(bei der auf der rechten Seite a als i-tes Argument verwendet wird und die fiir + =1
ebenso wie das folgende in offensichtlicher Weise zu modifizieren ist). Dann erhilt
man mit {; = [zj,e,...,€el,j=Fi,i=1,...,n
(815 <55 Zimts %5 Zias - oo Zn) == (L1, oouy €T, @, 55 e 5)
= xCl(i) C:‘_)l C:?_l cee LD
d. h.
(Z1y evos Zicts @, 241y 2oy 20) = (20 (X21) 25 ++ )2y, (17);

woraus sich sofort auch

(z,e,...,e,x,e,....,8) = (¢,2,€,...,e,%,8,...,6) =+~
=(e,....,e,x,€, ...,6,2) =22 (18);
ergibt. LaBt man danach in A, nur z, z; und z;_; = z von e verschieden, so liefert
der Vergleich der ersten und ¢-ten Terms in A, unter Benutzung von (16); und (18);

Zi(22;) = (%;2) ;. (19);

Die Multiplikation (16); ist also auf @ (e) assoziativ und, wie man der Herleitung von
(17); entnimmt, kommutativ, woraus Assoziativitit und totale Kommutativitit
auch fiir die n-dre Operation auf @ (e) folgen. Insbesondere gilt, diesmal fiir jedes ¢
und seine zugehorige binire Multiplikation (16);,

(Z15 <05 Zim1s T3 Zit1s o0y Zn) = T2y * 2+ Zj-1%ing *** Zny (20);

V EAS S: Vzk € Q(e)r
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wihrend auf @ (e) simtliche Multiplikationen (16); iibereinstimmen und
(1 oo 20) = 210" 2 (21)

liefern ; auf die Reihenfolge der z; € @ (¢) kommt es in (20); und (21) rechts nicht an.
Wir haben den Satz damit vollsténdig bewiesen.

Ferner gilt der

Satz. Zu jedem Einselement e einer m-Loop S gibt es genau einen i-Nucleus N;(e)
von S fiir jedes © = 1, ..., n und genau einen Quernucleus Q (e), denen e angehort.

Der Beweis verliuft ganz analog zu dem des entsprechenden Satzes fiir das Zentrum
Z (e) und kann hier unterlassen werden.

DaB zu verschiedenen Einselementen einer n-Loop verschiedene Quernuclei und -
Nuclei gehéren kénnen, folgt sofort aus der entsprechenden Aussage iiber die Zentren
und der offenbar giiltigen Relation

Z(e) S Ni(e),1 =1, ...,n; Z(e) = Qfe).

3. Nuclei und Zentren isotoper n-Loops
3.1 Quernuclei

Wir betrachten zwei n-Loops (i, {1, ..., @,}) und (S, (¥, ..., @,)), die die Eins-
elemente fc 8; und e € S, besitzen mogen und durch die Glelchung

@1 s Za} = (@1 P15 - X @a) ¥

worin ¢, k=1, ...,n, und p~! eineindeutige Abbildungen von S, auf S, bedeuten,
zueinander isotop sind. Aus (1) folgt

@i = (f1 o fimrs i@is fivrs 5 fa) 95 (2)
fi=feiVa; €8, =1,...,n
Fiihrt man eineindeutige Abbildungen F;, ¢ =1, ..., n, von 8, auf sich durch
F; £ (f1s o os fimts @, fitrs -5 f)
ein, so wird
fiFi=(fy, .. fa) =fpr =9, i=1,..,n, (4)
fir die Abbildungen ¢; erhélt man
x@; = xyLF, 1=1,...,n,
so daf} wir statt (1) auch
{1, o0 Tn} = @y P, L gyt F ) y (6)

schreiben konnen. .
Ubertragen wir nun die definierenden Gleichungen

{{xls 215 ce s zn—l Las - - Z”} - = {xls ceny Zi-1s zl’ e Ri-1y Ty 7} vieey xu}
== {xl, v oms Lty PRty 55 Bt x,,}} (7

7 Beitr. z. Algebra u. Geometrie 1
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des Quernucleus @ (f) & S, mittels (6) nach S,, so erhalten wir aus (7)
(@ it 209 P, o, 29 B ) py Bl gy Py, L iyt FyY)
= (xlv)—lFl_l) N T =T UV S R M e xn'P_an"l)'l"P_an_l)-
Wir vereinfachen diese Beziehung, indem wir
iy lFl =y, zipt=v,i=1,..,n,j=1,...,n — 1,
setzen, so daB sich als zu (7) dquivalente Gleichungen
((yb 0B s v By ) Fits g, ?/n) == 00z
= (yl’ oo Wit O FY o 0 BN, 40 vid Pl o Ot B ) i), Yisas s Ya)
B = (?/1, oo Yoot (1P o 0 FR, ) Fn_l) (8)

ergeben, worin die GroBen y; ganz S,, die GréBen v, ganz @ (f)p~' durchlaufen. Ordnet
man jedem Operator & = [z, ..., Z,] € S;" ! isotope Operatoranwendungen £,
1 =1, ..., n, mittels

yEO = @y P, o 2y Py, wiy B, o @y B 9)
zu, so daB £ eine eineindeutige Abbildung von S, auf sich wird, dann ist

@ EOF Y, 2, ooy @) = o0 = (@1, 2n oy Ty, LEDFL, 2y, ., T)

= = (g s Byt TS FY), V Ty, o %, €8, VL EQIHMY, (10)

bis auf die GroBen y,, die wir der Ublichkeit halber wieder durch x; ersetzt haben,
ebenfalls dquivalent zu (8) und (7). Nun definieren wir eine eineindeutige Abbildung
H von Q(f) in S,: Ist

zEQ(f)a {= [f, ,fz] EQ(f)”_ly

so sei
zH = elWF1, (11)
Setzt man in (10) sémtliche Elemente x; =e,j =1, ..., n, dann folgt aus (11)
elWF A = ... =efWF 1 =... = elMF 1 =zH. (11")
Uberdies wird
' fH — eF,Fit —e. T

Wir betrachten jetzt fiir ein beliebiges 3, 1 < ¢ < n, den Ausdruck
T=(H,..,2iyH, x;,2;H, ..., 2,1H),
gebildet mit dem Operator
.C = [zl’ 8.4y zn—l) € Q(l)n_l’
und fithren entsprechend der Definition von H die Operatoren
G=Tf o hal €QU, i =1,.m,
ein. Aus (11’) folgt nun

T = (eCl(l) Fl—lr LEE ) ecii—_ll) Ft——lly l'", eci(ﬂ-l) Fd_+11’ SO eC;l”—)an—l):
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also durch mehrfache Anwendung von (10) und unter Ausnutzung dessen, dafl e
Einselement von 8, ist,
T =25, OFALOF - {0 Fit
= (f1s - ficts GlIOFi 2 oo LRGP, finy s frmts a9 1 FyY) Fi?
= (h&OF, o i 8L O, @, finGOOFEY, - 2aay By ) Bt
Mit ¢y =[f, ..., [, 2] wird aber
;8P Fit = (fyy -y fims fjs Fors s fumn 2972 Fy7Y) Fi?
=29 F, 1P, Fit =2yl F;L (12)
Daher gilt statt des letzten Ausdrucks fiir 7' auch
T = (29  Fi Y, ooy 240 P, B 2y L B o 2t FOY) F
— w0 R,
d. h. insgesamt
2 lOF = (2H, ..., 2i.H, x5, 2;H, ..., 2, H).
Auf Grund dieser Beziehung wird (10) dquivalent mit
(@, 2,H, ..., 2y H), g, o) =200 = (g, vws (Bals ocos g, By ice)s it 2005 B
== eon = (45 s By (B oo oZucn s B))s
VW @y eees @n € Sg, V& = [21, -+ -5 20—1] € Q)1

AnschlieBend zeigen wir, daBl die eineindeutige Abblldung H einen Isomorphismus
von Q(f) in S, darstellt, daB also

{215 o2t = (@1 H, ..oy 2 H) ¥ 215000, % € Q(f) (14)
ist. Fir beliebige 24, ...,2, € @(f) wird némlich mit v; =z;9,j=1,...,n
{21y v or 2} H = (€ fas -+ facts (21> -+ s 2a} @ Ly )yt

= (e, fz, sisley fn—la (vlFl‘l, sy 'UnFn—l)Fn_l)Fl—l
= (e; .f27 eisiey fn—z’ (vlFl_l, sisiey vn—zF;—lzf fn—l’ vn—-an—l)F;—ll, ’U,,F,,_l) Fl_l

= (e, fas voor Famts @1 F 1Y, ooy U o Fle, vuy FRLy, fu) Bty g Fn_l) Fy?

wobei der vorletzte Ausdruck unter Benutzung von (8), der letzte auf Grund der
(nach 8, iibertragenen) totalen Kommutativitit von Q(f) S S, zustandekommt. In
der gleichen Weise fahrt man fort, die innere Klammer stets unter Zuriicklassung eines
v; um einen Schritt nach vorn verschiebend, und erhélt beim letzten Schritt

{21, .o 2} H = ((e, fos oo fots 1 P ) Fil, 0 iyt L ‘UnFu"l)Fl_l
= ((z. H, v, FgY, ..., v, F ) Fidey¢, .., €).

T*
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Fiir die niachsten Umformungen fiihren wir die Operatoren ; =[f, ..., f, 2], © =2,
..., m, ein und erhalten auf Grund von (8), (10), (11) und (12) )

{215 oo 20} H = (21 H, (03 F17Y, 0, 0 FY, o, 0, FyY) Fylye, o e)
= (21H, (LD Fi Y, ¢, 0 Fg, .., 0, F ) File, oo e)
(ZIH’ (fo e&z(z)Fz_l, v Fgl, .., 0. Fy) Fylye, ., e)

I

Il

2l (f 2l 0B, s 0 B P 0 o)
wH, 2H, (f1, 3 Fy e, 0, F L, o, 0, F ) Fylye, oy €)
== (2,H,2,H, ..., 2,H),

wie wir zeigen wollten. DaB H nicht nur, wie man aus (11") und (13) erkennt, ein
Isomorphismus von @ (f) in den zu e gehorigen Quernucleus @ (e) von S,, sondern sogar
ein Isomorphismus von Q(f) auf @ (e) ist, ergibt sich folgendermaBien: Fallt man in
umgekehrter Richtung S, als ein Isotop von 8, auf, d.h. schreibt man statt (1)

(@1, s Tn) = {T1 @17 oo T Y (1)
so fithren analoge Betrachtungen zu der Abbildung H mit
ulH = {f,epE ", ...,epE ), up B,V EY,  w€Qe), (11)

von @ (e) in Q(f) S S;, wobei
yE; ={ey, ... i1, Ys €js1, - e}, YE S et =, =1,...,m, (3)

gilt. Die Gleichung (11) lautet, wenn man sie mit Hilfe der n-dren Operation in S, aus-
driickt,

wlH = (fy Pyl ep By iy Bty o ey B oy wuy Bty ) p Bt (15)

Setzt man die zur Gleichung (5) analoge Gleichung

yoit =yyEit 3)
in (5) ein, so erhdlt man die fiir alle y € 8, und alle ¢ =1, ..., n giiltige Beziehung

yyEy Pt =y, (16)
mit deren Hilfe statt (15)

wH = (f, €, ..., e, u) p Bt (17

geschrieben werden kann. Nun sei u =zH € Q(f)H. In diesem Fall erhalten wir
mit ¢ =[f, ..., f, 2] nach (10), (12) und (16)
wH =2HH = (f e, ..., e, e £ FY)y 9Bt = (f{EO F 2, .., e) p Byt
= zw‘lFl_llpE{'l =2z,
d. h. _
:HH =z, ¥ z€Q()

Wegen der Eineindeutigkeit der Abbildungen H und H wiirde aus Q(f)H < @Q(e)
nun Q()HH < Q(e) H = Q(f), also Q(f) = Q(f) folgen. Aus diesem Widerspruch
ergibt sich der

Satz. Die Quernuclei Q(f) und Q(e) zweier isotoper n-Loops (8y, {2y, ..., %,}) wund
(S,, (15 - x,,)) mit den Einselementen f ¢ S, und e € S, sind isomorph.
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Der Satz gilt insbesondere, falls die beiden n-Loops identisch sind und zwischen ihnen
der identische Isotopismus ¢, = --+ = @, = ¢ = ¢ betrachtet wird. Dann erhalten
wir als

Folgerung. Je zwei Quernuclei Q(e) und Q(f) einer n-Loop mit den Etnselementen e
und f sind isomorph. ‘ '

3.2 i-Nuclei

Wir beabsichtigen, die gleichen Resultate auch fiir 4-Nuclei isotoper n-Loops abzu-
leiten, legen hierbei fiir einen festen, von dem Index ¢ verschiedenen Index j die Glei-
chung

{?/1» s Y- {zly cony Zim1y Yjs Zikrs <00y Z,,}, Yi+1s -+ yn}

= {zl: cens Zi-1s {yla CERY) yn}’ Zit1y oc s zn}r

V ¥ €8, V2 € Ni(f), t=;r 8, =1,..,n, (18)
als eine typische unter den definierenden Gleichungen fiir den zum Einselement f ge-
horigen i-Nucleus N;(f) der n-Loop (S}, {#1, .., Ya}) zugrunde und setzen wiederum
(Sz, (@ +-es x,,)) mit dem Einselement e als isotope n-Loop voraus, wobei die Glei-

chung (1) des vorigen Punktes und deren von @(f) bzw. @ (¢) unabhéngige Folgerun-
gen und Analogien gelten mégen.

Formuliert man (18) mittels der auf S, erklirten n-dren Operation (x,, ..., ,) und
fithrt die Abkiirzungen '

Yy Fl =, 29 Fit =

ein, dann erhilt man als eine zu (18) dquivalente Gleichung

(xl, TR =T (’Ul, veey Vimqy x]'FiFi_l’ Vi1 oo oy ’U,,)Fj—l, Ljtyy ovey :1:,,)

= (B, 2 05 ity W15 e o0 BV EL, Wity - o B ) (19)
aus der sich fir o) =+ =2j, =2}y = - =2, =€
(Ul, veoy Vi1, a:,-F,—F,-‘l, Vit1y oo v,,)F,-‘l = (’Ul, ooy Uiogy x,-F,-‘l, Vit1s oo oy ‘U,,) (lgA)

ergibt, wonach auch

(15 coes Brots Was + 2 o5 Viots BT Vitay oons Bady ooy ,)
= (vy -0 Vicy (@15 +ees Ta) B, O3, -0y 0) (20)

zu (18) und (19) dquivalent wird. Wir verwenden nun wieder die im vorigen Punkt,
Gleichung (9), erklérte isotope Operatoranwendung und erhalten statt der Gleichung
(20) die Gleichung

(xl, seey xi—la xiFs'—lc(i)’ xj+ls seey xn) = (xla seey xn) F',——IC“)’ (21)

die fiir jedes ¢ = [zy, -+, Zi—1 Zi41, -+ s 2Za] € N;(H®1 S 8! und alle z,,...,2, € S,
gilt. In Analogie zu (11) definieren wir eine eineindeutige Abbildung K; von N;(f)
in S,, indem wir jedem 2z € N;(f) mittels ¢ =[f, ..., f, 2] € N;(f)** sein Bild

2K; = eF 10 : (22)
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zuordnen und insbesondere fK; =eF;1F;, d.h.

[Ki=e (22)
erhalten. Weiterhin in Analogie zum vorigen Punkt betrachten wir den Ausdruck
T = (K, ..., 24 K;, 2, 20 Ky .., 2 K3), (23)

gebildet mit dem Operator
& == [R15 o+ o5 Bimts Zirs o+ Zn) € N2,
und fithren die den z, zugeordneten Operatoren
e =10zl EN;(*Lr=d,r=1,..,n,
ein. Nach Definition der Abbildung X ist |
T = (eF LD, ..., eFE0, x, e F Y, ..., e F1E,0).

Benutzt man die Gleichung (21) fiir sémtliche zuldssigen, d. h. von s verschiedenen
Indizes j und die Definition der Abbildung K;, so folgt

T = xF'_-l Cﬁ(i) e F',—l i’l_)lFfl C(fll e -F,-1 Cl(i)

= (fla soey Ii—lei_l’ fi+1, ] fn—l’ zn’l’_lFu_l) Fi—l&:ﬂ—l s Fi_lzl(i)
== (lei—ltl(i)’ ) fi—lFi_IE?-)l’ zFi, fi+1Fflé§21’ coes faa TR0, 20 1 Fy2).

Wir bemerken, daB sich die Gleichung (19 A) auch in der Form
2, F;FAAOF A = o, FAlO, /L€ Ni(fy™Y, =4, =1, ..., 0, (19B)
schreiben 1aBt. Mit 2; = f; erhilt man unter Benutzung von (12) aus (19B)
LFALS =[P FALOF? = [0 F7 = 297 Fj? =,
ja=i;7=1,...,n
Dadurch nimmt 7' die Form
T = (vy, «., Vimg, TF7L, Vigqy ooy V) (23A)

der beiden Seiten von Gleichung (20) an, die — ebenso wie (19) und (18) — zur Glei-
chung

(xl, voos Bjmgs (21 Ky ov s 21 Ky g 201 Ky o002 20 K3), ®pas -0 x,,)
= (leia sy zi—lKl" (xl) surms Egds o n03 Z,,.K,'),
V€8, VaueN(f); rnt=1..,n (24)

dquivalent wird. Diese Gleichung weist K; als Abbildung von N;(f) in einen ¢-Nucleus
von §, und zwar wegen (22') in N;(e) S S, nach, da j jede von ¢ verschiedene natiir-
liche Zahl zwischen 1 und #» annehmen darf. Fiir den Nachweis, da8 es sich bei K; um
einen Isomorphismus handelt, betrachten wir mit den bisherigen Abkiirzungen
v, =z, 91F 1, r=1,..,n, den Ausdruck

4 = {21: saiey zn}Ki = (fls ceey fi—b ch'_l: fi+l) sy fn—l, (vlr wisivy ’U")F""l).
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Gleichung (19) fithrt ihn wegen v; = 2,9 F; ! = (2,971 F, ) F, Fi! in
4 = (vh eey Uiy (Il: seny fi*b eF,-‘l, fi-H) soey fn-—l: zi'P_an-l)Fi_l, Vit1y ++ o va)
= (vl: eeey Vipy ziKiFi_lr Vit1s « o os vn)

iiber. Durch Vergleich von (23) und (23A) ergibt sich der letzte Term zu (z,Kj, .
z;K;, ..., 2,K;), wir haben somit, wie wir zeigen wollten,

(21 o 2} Ki = (1 Ky -, 20 KG)-

Wie im vorigen Punkt schlieBen wir durch Vertauschung von S, und 8,, daB K; ein
Isomorphismus von N;(f) auf N; (e) ist : Man erhélt einen Isomorphismus K;von N;(e)
in N;(f) durch '

ooy

ul?i = {61, ceey €i-1y fEi_l: €i+1y + > €15 u'PEn_l}) % € Ni (e) . (-2—2)
Diese Gleichung lautet, ausgedriickt durch die n-are Operation in S,:
uk; = (9 Fyt, o iy Fily, (B B o e 7 By, wy By 7 o)

-1

Wir wenden die Gleichungen (3), (5), und (16) an; es folgt
uK; = (e ....,e,fy e ..., e u)p.
Fir u = 2K, € N;()K; wird mit ¢ =T[f,..., f, 2]
KK, =(e,...e,fy e ....e,e Pty =(e....e, fyple ..., e) Fi? FAORY

= f'/’—lFl'_lz(i)'/’ = (f15 cees fir o+ 0s fu-1o 2971 F ),
d.h. - ‘
ZKiI?i =2, V z € Nt(nr

woraus sich N;(f)K; =\N;(e) ergibt. Also gilt der

Satz. Fiir ein beliebiges i,1 < i < n, sind die i-Nuclet N;(f) & 8, und N;(e) S 8,
zweier isotoper m-Loops (Sy, {%y, ..., Ta}) bzw. (Sz, ( By ey x,,)) mit den Einselementen
f bzw. e isomorph.

Er liefert wie vorher als

Folgerung. Je zwei i-Nuclei N;(e) und N;(f) einer n-Loop mit den Einselementen e
und | sind tsomorph.

3.3 Zentren

Auch iiber die Zentren isotoper n-Loops lassen sich Aussagen wie in den beiden vori-
gen Punkten machen. Es seien wie bisher @ (f) und N;(f), ¢ = 1, ..., n, partielle Nuclei
von (84, {y, ..., %,}); Z(f) sei das in dieser n-Loop zu f gehorige Zentrum. AuBerdem
benutzen wir die Isomorphismen H aus Gleichung (11), H aus (11), K;¢6 =1, ..., n)
aus(22), K; (4 =1, ...,n) aus(22). Wegen Z(f) S N;(f) nQ(f) lassen sich die Ab-
bildungen H und K; auf Z(f) anwenden; es gilt, wie wir noch beweisen werden, das

Lemma. Fiir jedes z€Z(f) ist zH =2K, =--- =2K, =% € Z(e), wobei Z(e)
das in (Sz, (15 05 x,,)) zu e gehorige Zentrum bedeutet.

Umgekehrt folgt dann genauso zH =zK,=---=32K,=2¢€Z(f) fur alle
%Z € Z(e). Das heiBt: Die auf den Originalbereich Z (f) reduzierte Abbildung H stellt
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einen Isomorphismus Z(f) auf Z (e) dar. Also haben wir (vorbehaltlich des Beweises
firr das Lemma) den

Satz.a)DieZentren Z(f) S 8, und Z(e) S S, zweier isotoper n-Loops (Sy, {1, ..., Z,})
und (Ss, (X, ..., 2,)) mit den Einselementen f bzw. e sind isomorph.

b) Je zwei Zentren Z (e) und Z (f) einer n-Loop mit den Einselementen e und f sind iso-
morph.

Zum Beweis des Lemmas betrachten wir fiir einen festen Index ¢ zwischen 1 und » ein
beliebiges Element z € Z(f) und den zugehorigen Operator { = [f, ..., f, 2] € Z(f)*.
Nach Definition von Z(f) gilt mit e; = eg;1,j =1, ..., n, insbesondere

{el’ ceny €51, €4 C(i)’ €it1s ++ ey en} = {61, ceey €y enny e"}C(i)_

Driicken wir diese Gleichung durch die n-dre Operation in S, aus, so folgt

(69 98y e:(fl’ LA fi—l: e, fi+1> werey fn—li Z‘Pn)q’i: € ey e)

= (fl’ wisisg fl'—l’ (e’ CLact) e)’l"Pi? f:’+1’ seey fn—l’ 2%)»
d. h.

-(fl’ oo ny fi—l; e, fi+l5 vany fﬂ—l’f z'p_an—l)Fi_l = (fl: * ¥idy li—l’ GF,-_I, fi+1’ saey fn—l’ z'P—IF”—l)
und besagt
2H = elWF = eF 10D =2K;,

so daB, weil ¢ beliebig war, der erste Teil des Lemmas bewiesen ist. Beim Nachweis,
daB zH € Z(e) fiir alle z € Z(f) gilt, brauchen wir auf Grund der Definitionen von
Zentrum und 3-Nucleus nur die Giiltigkeit von

(@1, oo Tiys 1 Hys ooy 2ig H, %3, 20 H,y ooy 20 H), %i1q, ., X4)
= (ZIH, T z,'_lH, (xl, ceey x,,), ZH.IH, ceey Z"H) (25)

fir alle «,,...,2, € S,, alle 2y, ...,2i-y, 2i+1, ..., 24 € Z(f) & 8; und einen einzigen
festen Index 4, 1 < ¢ < n, zu zeigen. Dazu gehen wir von der in 8, giiltigen Gleichung

{yl: coos Yim1s {21, cees Ri15 Yis Rit1s o0y Z,,}, Yit1 s yn}
= {zl’ ceey Ry {yls ceey yn}? sieisy Z”},
Y Y1y ovor Yn € St V¥ 215 o5 i, Zit1y oo 20 € Z(f),

aus und iibertragen sie ganz genauso nach S,, wie wir im vorigen Punkt aus (18) die
Gleichung (24) hergeleitet haben, was uns diesmal auf die verlangte Gleichung (25)
fithrt. Das Lemma und der Satz sind damit bewiesen.
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